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Espaces prehilbertiens réels

Dans ce chapitre, E désigne un R-espace vectoriel. On généralise & E la notion de produit scalaire vue dans le cas du plan
et de ’espace euclidien.

- Notion de produit scalaire et de norme sur un espace vectoriel

n Définitions, exemples

Définition 12.1. Produit scalaire

On appelle produit scalaire sur £ toute application ¢ : E? — R possédant les propriétés suivantes quels que soient
les vecteurs u,u’,v,v" de E, et les réels X\, \.

i. Linéarité a gauche: o (Au+ Nu',v) = Ap (u,v) + N (v, v) .
ii. Linéarité a droite: ¢ (u, \v + XNv') = Ap (u,v) + XN (u,v').
iii. Symétrie: ¢ (u,v) = ¢ (v,u).
iv. ¢ est définie positive: ¢ (u,u) > 0, et ¢ (u,u) =0 < u=_0g.
On dit également qu’un produit scalaire est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive.

Si ¢ est un produit scalaire, la quantité ¢ (z,y) sera le plus souvent notée x - y, (z|y), < z,y > ou (z,y).

Remarque 12.1.

X Plutot que de montrer que ¢ vérifie i. et ., on commence par montrer que ¢ vérifie i. (linéarité a gauche)
puis qu’elle est symétrique (c’est a dire qu’elle vérifie iii.). Elle vérifie alors nécessairement .

X 1l est possible de définir plusieurs produits scalaires différents sur un méme espace vectoriel.

i. Soient n € N* et u = (z1,...,2,), v = (y1,...,yn) dans R™.
Alors la relation

n
(ulv) =5 zuyn
k=1

définit un produit scalaire sur R", appelé produit scalaire canonique (ou usuel) sur R™.
Sim =2 (resp. 3) on retrouve ainsi le produit scalaire qui avait été défini sur R? (resp. R3).

ii. Soient a < b des réels. Si f,g € C°([a,b]) la relation

(flg) = / F(Hg(t)dt

définit un produit scalaire sur C°([a, b]).
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iii. La relation ci-dessus ne définit pas un produit scalaire sur C°(R).

iv. Solent ag < a; < --- < a, des réels. Si P,Q € R,[X] la relation
(PIQ) =Y Plar)Q(ax)
k=0

définit un produit scalaire sur R, [X].
v. La relation ci-dessus ne définit pas un produit scalaire sur R[X].

vi. Soient A, B deux matrices de M,,(R). La relation

(A,B) =Tr (A" B)

deéfinit un produit scalaire sur M, (R).

Définition 12.2. Espace euclidien, espace pré-hilbertien

X On appelle espace vectoriel préhilbertien réel tout R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

X On appelle espace vectoriel euclidien tout R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire.

Définition 12.3. Norme associée a un produit scalaire
Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (.|.). On appelle norme préhilbertienne associée a (.|.), et on
note || - ||, Papplication définie par

- e — E

Dans la suite, E' désigne un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (.|.), et || - || désigne la norme associée.

n Propriétés fondamentales

Pour tout vecteur u de E, on a (u|0g) = 0.

On a les propriétés suivantes, quel que soit le vecteur v de E et le réel A.

i. [[ull > 0.
ii. |ull| =0 <= u=0g.
. || Al = A - fJull

On a alors les propriétés suivantes, quels que soient les vecteurs u,v de E et le réel A.

i. Formule d’Al-Kashi. [[u + o] = [[u]]? + 2 (u]v) + [[v]|.
ii. Identité du parallélogramme. v+ v||? + [|u — v = 2 (||ul* + [|v]?) -
iii. Formules de polarisation. (u|v) = % (||u+ v[|* = [[u]|® — ||v]|?) et (u[v) = % (|[u+v|]* = [Ju—v[]?).

Soient deux vecteurs u,v de E. On a : |(u|v)| < |lul| x ||v]|.
De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si v et v sont colinéaires.

Preuve. L’idée est de considérer la fonction polynomiale réelle de degré 2 f : A+ ||z + A\y||?. Le discriminant de celle-ci
est alors négatif ou nul. O
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Remarque 12.2.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet, dans un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, de définir I’angle géométrique
(c’est-a-dire compris entre 0 et 7) entre deux vecteurs w, v non nuls en posant:

— (ulv)
(1, v) = arceos <|u|| : W '

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

/0 1 f(t)g(t)dt‘ < \/ / (e x \/ / g0z

pour toutes fonctions f, g continues sur [0, 1]. Et on a égalité si et seulement si f, g sont colinéaires.

Exercice 12.1.

n 2 n n
Soient (x1,...,Zn), (Y1,-..,Yn) € R™. Montrer <Z xkyk> < (Z aci) X (Z y,%) .
k=1 k=1

k=1

On a les propriétés suivantes, quels que soient les vecteurs u, v de E.
i. Inégalité triangulaire (ou de Minkowski). ||u + v|| < |jul| + ||v].
De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si u et v sont colinéaires et de méme sens.
ii. Inégalité triangulaire inversée. | |[ul| — ||v]| | < |lu — v

n Notion de norme

Partant des propriétés précédentes, on peut généraliser la notion de norme.

Définition 12.4.

On appelle norme sur E toute application N : E — R, vérifiant les propriétés suivantes quels que soient (u,v) € E?
et AeR.

i. N(u) >0,et N(u) =0 < u=0g.
N(Au) = |\l - N(u).
iii. N(u+v) < N(u)+ N(v).

L’inégalité triangulaire inversée se déduit alors aisément des propriétés ci-dessus en raisonnant comme précédemment.

X La valeur absolue est une norme sur R.
X La norme préhilbertienne associée a un produit scalaire est bien une norme au sens de la définition ci-dessus.

Définition 12.5. Vecteur normé
Soit N une norme sur E. On dit qu'un vecteur « € E est unitaire ou normé si N(z) = 1.

. 1 1 s
Si x # Op, les vecteurs N T et — x sont normés. Ce sont les seuls vecteurs normés colinéaires a x.

(z) N(z)
Etant donnée une norme, on peut définir une notion de distance.

Définition 12.6. Distance associée a une norme

Soit N une norme sur E. On définit une application d : E* — R, appelée distance associée & N, en posant
d(z,y) = N(z —y).
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On a alors les propriétés suivantes, quels que soient les vecteurs u, v, w de E.
i. d(u,v) =0 <= u=w.

it. d(u,v) = d(v,u).
iti. d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).

n Familles de vecteurs et orthogonalité

m Définitions et propriétés elementaires

Définition 12.7. Vecteurs orthogonaux
Deux vecteurs z,y de E sont dit orthogonaux si (z]y) = 0. Cette propriété sera notée x L y.

Soit (z,y) € E2. On a alors:
zly <= llz+yl* =z +llyl*

Preuve. Ce fameux théoréme se déduit immédiatement et sans difficulté de la formule d’Al-Kashi. O
Définition 12.8. Famille orthogonale \ orthonormale

Soit (e;),c; une famille de vecteurs de E.

X Une famille (e;);.; est dite orthogonale si ses vecteurs sont deux-a-deux orthogonaux, c’est-a-dire si
V(Z,j) € .[2, 7 75] = (6i|€j) =0.

X La famille (e;);.; est dite orthonormale (ou orthonormée) si ses vecteurs sont deux-a-deux orthogonaux et
normés, c’est-a-dire si V(i,7) € I%, i # j = (e;le;) =0 et Vi € I, e = 1.

La base canonique de R™ est orthonormée pour le produit scalaire usuel, pour tout n € N*.

Soit n € N* et (u;)1<i<n une famille orthogonale de E. On a alors:

n 2 n
D ui| = il
i=1 i=1

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre (qu’elle soit finie ou pas).

1 On en déduit directement que toute famille orthonormée est libre.

Exercice 12.2.

Dans cet exercice, on se place dans l'espace préhilbertien C°([0,27]) muni du produit scalaire défini par
27

(f,9) = f(z)g(z)dz.

0
On considére la famille 7 = (z — a, cos(pz)) -
1. Déterminer pour quelle valeur de (a,)pen la famille F est orthonormeée.
2. En déduire que F est libre.
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m Propriétés élementaires des bases orthonormées en dimension finie

Les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée se calculent aisément: il suffit de projeter celui-ci sur les vecteurs
de base.

Soit £ un espace vectoriel euclidien et (e;),_,., une base orthonormée de E. Alors pour tout vecteur z € E on a

n

= Z(m|ei)ei.

=i

De méme, le produit scalaire de deux vecteurs se calcule aisément dans les bases orthonormées: quitte & passer aux
matrices de ces vecteurs, tout se passe comme si on était dans R™ muni du produit scalaire canonique.

n n

Soit E un espace vectoriel euclidien, B = (€;),,.,, une base orthonormée de E, et z = E Ti€i, Y = g yie; deux
i=1 i=1

vecteurs de E. On a alors les résultats suivants.

n n
i (zly) = szyz et ||lz|* = me
i=1 =1

i. En d’autres termes, si X (resp. Y) est la matrice de = (resp. ) dans la base B, on a (z|y) = X' x Y et
lz|?=XT x X.

m Construction de bases orthonormées: le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

La preuve du théoréme suivant correspond a la mise en ceuvre de 1'algorithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Soit n € N* et (€;);<;<,, une famille libre de vecteurs de E. Il existe alors une unique famille (v;),,,, de vecteurs de
FE telle que: o o

i. La famille (v;),,,, est orthonormée;
it. Vk € [1,n], Vect (e1,...,ex) = Vect (v1,...,vk);
iii. Yk € [1,n], (ex|vg) > 0.

Remarque 12.3.

X Si l'on supprime la condition ii., on perd l'unicité.

X Le principe de la démonstration doit impérativement étre connu, puisqu’a chaque fois que ’on utilise concrétement
ce résultat, on le redémontre.

X En pratique, on commence par construire une famille orthogonale, et on ne la norme qu’a la fin (cela simplifie
les calculs).

X Dés que le cardinal de la famille libre est supérieur & 4, le recours & un outil informatique de calcul est précieux.
Pour implémenter cet algorithme, le plus commode est de normer directement les vecteurs et de mémoriser les
formules de récurrence suivantes:

k—1

1 1
v = —eq, Vk € [2,n], wr =er — exlvi)v; et v = ——wy.
' e @ Bt 2 (exlui)o Tl

Exercice 12.3.
Appliquer I’algorithme de Gram-Schmidt & la famille (1,0, 0), (1,1,0),(1,1,1) de R* muni du produit scalaire canonique.

Exercice 12.4. Polynomes de Legendre

1
On muni Ry3[X] du produit scalaire défini par (P|Q) = / P(t)Q(t)dt. Appliquer l'algorithme de Gram-Schmidt a la
-1

base canonique de Ro[X].
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Soit F un espace vectoriel euclidien. Toute famille orthonormée de E se compléte en une base orthonormée de E.

Tout espace vectoriel euclidien admet une base orthonormée.

n Orthogonal d'un sous espace vectoriel

Définition 12.9. Orthogonal
Soit A C E.

X On appelle orthogonal de A, et ’'on note A+, ’ensemble des vecteurs & € E qui sont orthogonaux a tous les
vecteurs de A. En d’autres termes on a

At ={z € E; Ya € A, (z]a) = 0}.
X On dit qu'un vecteur x € E est orthogonal & A, si x € A+,

Soit A C E. On a les résultats suivants.

i. B+ = {0} et {OE}L =F.
ii. AL est un sous-espace vectoriel de E.
iii. Si A est sous-espace vectoriel de E, AN A+ = {0g}.

w. Ac ALt

Remarque 12.4.

Le point i. établit que O est le seul vecteur orthogonal a tout ’espace. C’est par ailleurs le seul vecteur orthogonal &
lui-méme.

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors E = F @ F+. En d’autres termes, F- est un
supplémentaire de F' dans F, appelé le supplémentaire orthogonal de F..

Remarque 12.5.
En particulier, dans le cas ou E est de dimension finie, on en déduit dim(F*) = dim E — dim F.

Soit E un espace vectoriel euclidien, et F' un sous-espace vectoriel de E. On a alors F’ Lt_F

Soit E un espace vectoriel euclidien, et H un hyperplan de E. Alors il existe un vecteur non nul vy € E tel que

Yue E, ue H < (ulvy) =0.
Remarque 12.6.

X Un tel vecteur vy est appelé un vecteur normal a H.

X H est entiérement déterminé par la donnée d’un tel vecteur.

X Si on se place dans une base orthonormée B de E, et si on appelle (aq,...,a,) les coordonnées de vy dans
celle-ci, on obtient que H admet ayx1 + - -+ + apx, = 0 pour équation cartésienne dans B. On retrouve ainsi,
dans le cas particulier des espaces euclidiens, un résultat connu.

X H admet exactement deux vecteurs normaux et normés, qui sont opposés. L’équation obtenue ci-dessus est
alors appelée une équation normale de H.
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Projections et symétries orthogonales

Dans cette section, la lettre F' désigne un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien quelconque E.

Définition 12.10. Projcteur orthogonal

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On appelle projecteur orthogonal sur F', et on note pp, le
projecteur sur F parallélement a F*.

Remarque 12.7.
En tant que projecteur, pr est linéaire et vérifie p% = pr, F+ = Ker(pr), F = Im(pr) = Ker(pr — Idg).

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et pg le projecteur orthogonal sur F. Pour tout v € F, on a
alors u — pp(u) € F+.

1w Pour tout « € E, on peut écrire x = pr(z) +  — pr(z), et il suit, par Pythagore, que

1” 1%

lzll* = lpr@)I* + llz — pr(2)

Exercice 12.5.

On considére E = R3 muni de sa structure euclidienne canonique. On introduit ’endomorphisme p dont la matrice
dans la base canonique de E est donnée par

1 5 =21
AZE -2 2 2
1 2 5

Montrer que p est une projection orthogonale sur un plan dont on précisera I’équation.

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, et (eq,...,e,) une base orthonormée de F. On a alors
P
Ve € E, pr(z) = Z(m|ei)ei.
i=1

Exercice 12.6.

Utiliser cette formule pour retrouver la formule de récurrence nécessaire a I'implémentation de ’algorithme de Gram-
Schmidt.

Exercice 12.7.
Soit E = R* muni de son produit scalaire canonique et on note B = (e, 2, €3, e4) sa base canonique. On considére le

sous-espace vectoriel
_ _ 4. z+y = 0
F_{U—(x,y,z,t)GR : { ot 0 }

1. Déterminer une base orthonormale de F.
2. Déterminer la matrice M de la projection orthogonale sur F' dans B.

Exercice 12.8.
On considére E = R,[X] muni du produit scalaire

+oo
(P.Q) = /0 PH)Q()etdt

1. Vérifier que (-, -) est bien un produit scalaire sur E.
2. Préciser la valeur de (X*, X7) pour 1 < k,j < n.
3. Déterminer pp(X?), ot F' = Ry[X]. (On pourra procéder de deux facons différentes.)
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Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et x € E. Alors pp(x) minimise la distance entre z et un
vecteur de F, et c’est 'unique vecteur dans ce cas.

On en déduit la définition suivante, qui posséde de nombreuses applications.

Définition 12.11. Distance d'un vecteur a un sous-espace

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et « € E. On appelle distance de z & F', et on note d(z, F') le
réel défini par
d(z, F) = inf Vertz — y| = ||z — pr(z)|.
yeF

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, et (e, ..., e,) une base orthonormée de F. Pour tout x € E on

a alors ||pr(z)|| < ||z||, qui s’écrit encore
P

> (xlen)? < Jall?.

=1

Exercice 12.9.
Soit p € L(E) une projection. Le but de Iexercice est de montrer la propriété suivante:
p projection orthogonale <= Vx € E, |[p(z)|| < ||z]|.

1. Montrer le sens =.
2. On veut montrer la réciproque. On suppose donc, que pour tout z € E, on a ||p(z)|| < ||z||. Soient (y,z) €
Im(p) x Ker(p).
On introduit la fonction ¢ : t +— ||y + tz||?.
a. Justifier que ¢ est dérivable sur R et expliciter ¢'(¢).
b. Montrer que, pour tout t € R, ¢(t) > ¢(0). En déduire que ¢’'(0) = 0.
c. Conclure.

Exercice 12.10.
En revenant & I’Exercice 12@7 déterminer la distance de (1,1,1) au plan sur lequel on projette.

Exercice 12.11.

1
Déterminer min/ (t? — a)?dt.
a€R Jq

On peut de fagon analogue définir la notion de symétrie orthogonale.

Définition 12.12. Symétrie orthogonale

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On appelle symétrie orthogonale par rapport a F, et
I'on note sp, la symétrie par rapport a F parallélement a F*.

Remarque 12.8.

X En tant que symétrie, sp est linéaire et vérifie s2 = Idg, F+ = Ker(sp + Idg), F = Ker(sp — IdE). On a
encore sg = 2pr — Id, ol pg est le projecteur orthogonal sur F'.

X On en déduit notamment que si u € E, alors u — sp(u) € FL et u+ sp(u) € F.

X Dans le cas ou E est de dimension finie et F' = H est un hyperplan de F, on dit que sy est la réflexion
d’hyperplan H.

On a enfin le résultat suivant.
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Soit F un espace vectoriel euclidien, et F' un sous-espace vectoriel de E. Les matrices de pr et sp dans une base
orthonormée sont des matrices symétriques.

Preuve. On commence par prouver que si B = (e;) est une base orthonormée de E, et f € L(F), alors le terme

1<il|legn
général de la matrice de f dans la base B est alors a; ; = (f(e;)|e:). O

Remarque 12.9.
Attention, la matrice d’une symétrie n’est pas nécessairement symétrique (il en va de méme des projecteurs).

Par exemple,
1 -2
5o 23)

vérifie S? = I, donc c’est la matrice d’une symétrie, bien qu’elle ne soit pas symétrique.

ﬂ Selection d’exercices

Exercice 12.12.

Orthonormaliser pour le produit scalaire usuel de R? la famille formée des vecteurs a; = (1,0,1), as = (1,1,1),
az = (—1,1,0).

Exercice 12.13.

Pour z € R on pose u (z) = —=e”, v (x) = e” cosz,et w (x) = e sinx, et on note E le R-espace vectoriel engendré par

(u,v,w).

1. Montrer que
2

v (f,9) = (flg) f(x) g(z) e da

définit un produit scalaire dans E.
2. Montrer que (u,v,w) en constitue une base orthonormeée.

™ Jo

Exercice 12.14.

Soit E espace vectoriel muni d’un produit scalaire (.|.). Pour ¢ € FE non nul et A € R, résoudre ’équation (a|z) = A
d’inconnue x € F.

Exercice 12.15.

1. Montrer que ¢ : (A, B) — Tr (AT - B) définit un produit scalaire sur M,, (R).
2. Montrer que les ensembles S,, (R) et A, (R) des matrices respectivement symétriques et antisymétriques réelles
d’ordre n, sont des supplémentaires orthogonaux de M,, (R) pour ce produit scalaire.

Exercice 12.16.
1

Tk

2

Soit n € N* et x1,x2,...,x, des réels strictement positifs de somme 1. Montrer Z > n”.

k=1

Exercice 12.17.

1
1. Montrer que ¢(f,g) = / (fg+ f'g’) est un produit scalaire sur £ = C*([0, 1], R).

0
2. Montrer que V ={f € E, f(0) = f(1) =0} et W ={f € E, f” = f} sont orthogonaux.
3. Montrer que V' et W supplémentaires.

Exercice 12.18.
1
Calculer inf (/ (xlnx — ax — b)2 dx) .
0

(a,b)ER?
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Exercice 12.19.

+oo
1. Montrer que ¢ : (P,Q) — P(t)Q(t)e”" dt est un produit scalaire dans R[X], et calculer ¢(XP, X9) ot p,q € N.

0
2. Déterminer

+o0
inf / (t* — at — b)?e~tdt.
(a,b)eR? Jq

Exercice 12.20.

3 3
Z b X7 | = Z a;b;, et on considére le sous-espace
Jj=0

3
On muni F = R3 [X] du produit scalaire défini par Z a; X"
=0 =0

H={PeFE,P(1) =0}
1. Trouver une base et la dimension de H.
2. Déterminer le projeté orthogonal de X3 sur H.

Exercice 12.21.
Dans R* muni de son produit scalaire usuel, soit P = Vect (u,v) avec u (1,1,1,0) et v (1,0,0,—1).

1. Déterminer une base orthonormée de P.
2. Déterminer la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a P.

Exercice 12.22.

Soit E un espace préhilbertien réel, et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Démontrer les résultats suivants (ils sont
indépendants).

1. (F+Q)" =Ftnagt
2. (FNG)" = FL + G si E est de dimension finie.

Exercice 12.23.
Soit E un espace vectoriel euclidien et x,y € E.

1. Montrer que si (z,y) = ||ly||?, alors il existe un hyperplan H de E tel que y soit le projeté orthogonal de = sur H.
2. Montrer que si ||z|| = ||y||, alors il existe un hyperplan H de E tel que y soit 'image de x par la symétrie orthogonale
par rapport & H.

Exercice 12.24.
Soit E un espace préhilbertien réel.

1. Soient u, v deux vecteurs unitaires de . Montrer v +v L u — v.
2. Soit f un endomorphisme non nul de E conservant l'orthogonalité, c’est-a-dire:

v ly=f(z) L f(y)

Montrer que si u,v sont deux vecteurs unitaires, alors ||f(u)|| = || f(v)]|-
3. En déduire qu’il existe un réel a > 0 tel que || f(z)| = al|z|| pour tout € E. On dira que f est une similitude
vectorielle de rapport a.

Exercice 12.25. Extrait de ECRICOME ECS, 2020
On s’intéresse a la suite de polynomes (7),), appelés polynomes de Tchebychezﬂ, définie par Tp =1, T7 = X et

Yn e N*, To41(X)=2XT,(X) - Th_1(X).
1. a. Expliciter T et Tj.

b. Déterminer, pour tout n € N*, le degré de T,,.
c. Mountrer que, pour tout n € N, (Ty, T4, ..., T),) forme une base de R, [X].

2. Montrer que, pour tout n € Net x € R :
T, (cosx) = cos(nx).
1
3. a. Montrer que pour tout couple (P, Q) € (R[X])?, I'intégrale /

-1

P(H)Q()
Niprs

dt est convergente.
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b. Montrer que 'application
RIX]xR[X] — R

définit un produit scalaire sur R [X].
On notera (.,.) ce produit scalaire et ||.|| la norme associée.

™

c. Montrer que si n et m sont deux entiers naturels distincts, alors / cos(nx) cos(mz)dz = 0.
0
d. Montrer que si n et m sont deux entiers naturels distincts, (T},, T,,) = 0.
(Indication: On pourra procéder au changement de variable t = cos(z) aprés avoir justifié sa validité.)

e. Montrer que:

™

-, sin=>1

2
||TnH =

™, sin=0

f. En déduire une base orthonormée de R, [X] pour le produit scalaire ( , ).

4. Soit n un entier non nul. On définit d,, la distance de X™ a R,,_1[X] par :

d, = inf {||X" — P||: P€Ry_1[X]}.

(X", 1)
_ R
b. Déterminer en particulier la valeur de ds.

a. Montrer alors que : d,, =
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