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Tous les algorithmes de ce chapitre sont au programme officiel ; il faut donc connaitre leur fonctionnement (et savoir les
implémenter) sur le bout de doigts.

- Algorithmes de résolution d’équation de la forme f(z) =0

Dans toute cette section, on considére une fonction f : [a,b] — R continue. On cherche & résoudre I’équation f(x) =0
d’inconnue x € [a,b]. Dans toute la suite, on supposera qu’on est en mesure de justifier de l'existence et unicité d’une
solution ¢ € [a, b], telle que f(c) = 0.

On renvoie notamment pour cela au Chapitre 1 (Section 3) du cours de mathématiques.

n Algorithme de recherche par dichotomie (associé au TVI)

L’algorithme de recherche par dichotomie repose sur I'observation suivante : si f(a)f(b) < 0 alors f change de signe entre
a et b et donc la solution de f(x) = 0 est entre a et b (par application du TVI, car f est continue). Ainsi, a chaque étape
de cet algorithme, on regarde si f change de signe entre 'extrémité de gauche et le milieu de l'intervalle de recherche. Si
oui, on cherche donc a gauche du milieu a 1’étape d’apres, sinon on cherche a droite.

Et on continue jusqu’a ce que la taille de 'intervalle de recherche soit inférieure a la précision voulue. Alors, n’importe quel
élément de l'intervalle de recherche fournit une valeur approchée de la solution. On prendra & nouveau le milieu.

Le détail est précisé et proposé sous forme d’un exercice ci-aprés (voir Exercice.

b—a
i Pour une valeur approchée a ¢ prés, le nombre d’itérations de 1'algorithme est N = {log2 < >—‘
€

def dichotomie TVI(f, a,b, epsilon)
A, B, n = a, b, 0
c=(A+B) /2
while B-A > epsilon
if £(A)*xf(c) < O
B=c
else
A=c
n=n+1
c=(A+B) /2
return c

i On peut aussi demander & la fonction de renvoyer le nombre d’itérations en remplacant la derniére ligne par

return (c, n)

Par exemple, avec cette modification et la fonction f ci-dessous, on obtient une valeur approchée de v/2 & 10~% prés.
def f(x):
return x**2-2
>>> dichotomie TVI(f, 1, 2, 10**x(-4))
(1.414215087890625, 14)
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Cette méthode, robuste, a pour principal défaut sa vitesse de convergente linéaire (donc assez lente). La méthode de
Newton, présentée ci-aprés, elle a une vitesse de convergence quadratique.

n Méthode de Newton

Cette méthode repose sur le développement limité a I'ordre 1 de f au voisinage d’un point zy que ’on suppose prés de
la solution (ce qu’on peut trouver par des estimations grossiéres). On suppose donc que f est dérivable, ce qui garantit
Pexistence du développement limité (et des nombres dérivés).

Au voisinage de zg, on a

f(@) = fao) + f' (o) (x — o).
Un valeur approchée de la solution de f(x) = 0 peut alors étre trouvée en résolvant f(zo) + f'(xo)(x — x9) = 0, ce qui
donne

PO (C)
f'(o)
: o . , B f(xy)
si toutefois f/(zo) # 0. On répéte alors le processus : Ty = xp — Pl
k

11 reste alors toujours la méme question: si 'on cherche une valeur approchée de ¢ € [a,b] & ¢ > 0 prés, quand doit-on
arréter ’algorithme ?

Autrement dit, comment calculer I'entier n tel que z,, soit une approximation de ¢ a e prés? Il faudrait entrer dans des
considérations mathématiques pour répondre & cette question.

L’inégalité de Taylor-Lagrange permet de voir que la convergence de (z,,) vers la solution ¢ de f(x) = 0 est quadratique, a
condition que le point de départ x( soit assez proche de la solution ¢, plus précisément si

_ max, ) | f7(2)]

= Tming g [P @)

En pratique, on utilise souvent une condition naive d’arrét, comme par exemple |f(z,)| < & (on s’arréte lorsque f(z,) est
"suffisamment proche" de 0) ot |2, — Zp41] < € (on s’arréte lorsque l'algorithme semble "stagner").

Evidemment, I'inconvénient de ces conditions d’arrét est que 'on perd le controle de la marge d’erreur (la valeur finale x,,

n’est pas une valeur approchée de ¢ a € prés), mais elles présentent 'avantage de simplifier 'analyse préalable du probléme,
et donnent des résultats satisfaisants si I’on n’est pas trés exigeant sur la valeur approchée recherchée.

|zo — | < 1/K, o

Le code Python suivant est une implémentation de la méthode de Newton avec la condition d’arrét naive |f(z,)| < e.

def Newton(f, fprime, x0, epsilon)
x=x0
n=0
while abs(f(x)) > epsilon
x=x-f(x)/fprime (x)
n=n+1
return (x, n)

On applique alors I'algorithme & la fonction définie par f(x) = 22 —2 partant de xo = 3, afin d’obtenir une valeur approchée

de V2.

Il faut seulement trois itérations (contre 14 avec la méthode par dichotomie) pour une précision a4 10~ et seulement 5 pour
une précision a 10712,
def f(x):
return x**2-2
def fprime(x):
return 2x*x
>>> Newton(f, fprime, 2, 10**x(-4))
(1.4142156862745099, 3)
>>> Newton(f, fprime, 2, 10x*(-12))
(1.4142135623730951, 5)

(22 — 3)?

On illustre les deux méthodes ci-dessous pour résoudre 1'équation f(z) = 0 sur [0,2] avec f: = — 5



Illustration de la recherche par dichotomie
Si ¢y parait trés proche de ¢, on poursuit quand méme
I’algorithme car la taille de 'intervalle & la deuxiéme étape
est encore trop grande... Il faut faire tourner I’algorithme
pendant 15 itérations pour avoir une précision a 1074,

Illustration de la méthode de Newton

Dés la deuxiéme étape, zo est proche de c. Mais on continue
car I’écart entre x; et x5 est encore grand. Néanmoins,
une étape de plus suffit & avoir un écart inférieur a 1074,

o = 1 (ap =0, bg =2)

g = 15 (a1=1,0b=2)

co = 125 (az=1, by =1.5) 9 = 2

c3 = 1125 (ag=1, by = 1.25) o = 1.375

¢y = 11875 (aq =1.125, by = 1.25) Tro = 1.2329545454545454
r3 = 1.2247722036028488

c15 = 1.224761962890625 :

c = 1.224744871391589 c = 1.224744871391589

n Algorithmes de calcul d’une intégrale

n La méthode des rectangles

Soit f une fonction continue définie sur un intervalle [a,b] avec a < b.

b
Pour calculer une valeur approchée de I'intégrale / f(t)dt, on peut procéder comme suit.
a

Soit n € N*.

Posons, pour tout k € [0,n], zp=a + k‘b —a

Il vient alors a = 29 < 1 < -+ < Z, = b : on a subdivisé 'intervalle [a,b] en n intervalles de longueurs égales
[0, z1], [T1, 22, -« -, [Xn—1, Zn).

Géométriquement, 'intégrale fab f(t)dt correspond a laire algébrique délimitée par la courbe représentative de f, 'axe
des abscisses et les droites verticales d’équations x = a et z = b. On peut approcher cette aire en sommant, 'aire des
rectangles dont la base est Uintervalle [xg, zx11] et la hauteur est f(zy), comme indiqué sur les dessins ci dessous (o on a
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pris n = 4 puis n = 8). D’ailleurs, le résultat du cours sur les sommes de Riemann & pas constant (on renvoie au cours de
premiére année ou au début du Chapitre 5) stipule alors que

i S (oeh5) = [

zo Z1 2 3 T4 o T xo T3 T4 x5 xe x7 xg

L’algorithme calcule donc la somme des aires des n rectangles.

def rectangle(f,a,b,n):
S,x=0,a
for k in range(n):
S=S+f (x)
x=x+(b-a)/n
return ((b-a)/n)*S

1
dz
On 'applique ensuite pour obtenir une valeur approchée de 7 via la relation 4 / 122 =7
0 x
On observe que la méthode converge, bien qu’elle soit relativement lente.

def g(x):

return 4/ (1+x*%*2)
>>> rectangle(g,0,1,10%%3) 1000
3.1425924869231237
>>> rectangle(g,0,1,10%%4) 10 000
3.1416926519232278

Intuitivement il est clair que plus n est grand (c’est-a-dire plus le pas b’Ta est petit), plus

Zf(

b
une valeur approchée précise de / ft)de.

a
Mais si 'on souhaite obtenir une valeur approchée & € > 0 prés, quelle valeur de n faut-il choisir? Pour pouvoir y répondre,
il faut étre capable de calculer (ou & défaut de majorer) 'erreur

n—1
a (a—l—kb_a)‘
n
k=0

associée a 'approximation considérée (cela peut étre fait ...).

m Méthode des trapézes

Au lieu d’utiliser des rectangles, on peut construire des trapézes, comme sur le dessin suivant :
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Meéthode des trapézes (ici n = 4)

On approche alors l'intégrale par la somme des aires algébriques des trapézes, qui vaut

S ner — ) % 5 (@) + f@in)) = 250 S () + Slainn)
k=0 k=0

Ceci s'implémente sans difficulté

def trapeze(f,a,b,n):
A,x=0,a
for k in range(n):
A=A+f (x)+f (x+(b-a)/n)
x=x+(b-a)/n
return ((b-a)/(2*n))*A
La méthode des trapézes semble converger plus vite que la méthode des rectangles: pour avoir une valeur approchée de 7 a
10~ prés avec la méthode des trapézes la valeur n = 102 convient, alors que n = 10% ne convient pas pour la méthode des
rectangles.

>>> trapeze(g,0,1,10)
3.1399259889071587

>>> trapeze(g,0,1,100)
3.141575986923126

“ Résolution d’une équation différentielle: la méthode d’Euler

Le calcul explicite des solutions d’une équation différentielle n’est pas toujours aisé, et il existe un grand nombre de cas que
I'on ne sait pas traiter. On dispose néanmoins de méthodes numériques qui permettent d’obtenir une valeur approchée
de la solution, ce qui est suffisant dans le cadre des sciences expérimentales. La plus simple d’entre elles est la méthode d’Euler.

Le Cadre. Considérons une fonction f : R? — R, et I un intervalle non trivial de R. On cherche & déterminer les fonctions
y : I — R qui vérifient ’équation différentielle

Vtel, y'(t) = f(y(t).1).
On a ici affaire & une équation différentielle du premier ordre (non linéaire et a coefficients non constants a priori). On
adme1ﬂ que, si la fonction f est de classe C!, alors quels que soient (yo,t9) € R x I, cette équation posséde une unique
solution y qui vérifie y(ty) = yo.

La méthode : Approximation de la courbe représentative de la solution par une ligne polygonale.

Le principe de la méthode d’Euler est le suivant. Soit y la solution de ’équation différentielle considérée. On commence
par se donner une subdivision (tg, ..., t,) réguliére de I, et on cherche une valeur approchée y; de chacun des réels y(¢;).
En reliant par des segments de droite les points de coordonnées (¢;,y;) on obtient alors une ligne polygonale qui est une
approximation de la courbe représentative de f. A priori, plus le nombre n de points que 'on s’est donné est important,
plus le graphe obtenu sera une approximation de qualité.

Principe de la méthode, ou approximation d’une dérivée par la pente d’une corde.
Naivement, le principe de la méthode peut étre exprimé comme suit: partant d’une valeur approchée de y; de y(t;), il suffit

LCe résultat est une conséquence du théoréme de Cauchy-Lipschitz
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de suivre la tangente en (t;,y(t;)) (& la courbe représentative C, de y) jusqu’a l’abscisse ¢;11; 'ordonnée obtenue est alors
une valeur approchée de y(t;11), que 'on appelle y; 1.
On illustre cette idée par la figure ci-dessous :

A

y3 (et y4)
Y2

Y1

Yo

Pour formaliser cette méthode, on utilise le fait que si y désigne une fonction dérivable sur un intervalle [t;,¢;+1], lorsque la
valeur de h = t;;,1 — t; est "suffisamment petite", on peut écrire:
y(titr) —y(t:) _ y(tit) —y(t)

"(t;) ~ =
y(t) liy1 — b h ’

ce qui équivaut a y(t;11) =~ y(t;) + hy' (t;).

En d’autres termes, si h est "suffisamment petit", c’est-a-dire si ¢; et t;11 sont suffisamment proches, y(t;) + hy'(t;) est une
valeur approchée de y(t;+1), obtenue en suivant la tangente en (¢;,y(¢;)) jusqu’a Pabscisse ¢;11 (on reconnait ’équation de
la tangente en (¢;,y(¢;)) dans le second membre).

Mais ce n’est pas si simple, car on ne connait pas la valeur de 3/ (¢;) et donc pas ’équation de la tangente en (¢;, y(¢;)).
Mais comme y vérifie 'équation y'(t) = f(y(t),t), on en déduit y'(t;) = f(y(t:),t:).

Avec la relation y(t;+1) ~ y(t;) + hy'(t;), on obtient alors y(t;+1) =~ y(t;) + hf(y(t:),t:).

La suite des approximations (y;)o<i<n peut alors étre définie par récurrence, en imitant ce comportement:

Yir1 = Yi + hf(yi, ti) -
Implémentation de la méthode d’Euler.
Considérons une équation différentielle 3/ (t) = f(y(¢),t), & résoudre sur un intervalle [a, b] avec la condition initiale y(a) = «.

On commence par se donner une subdivision (g, ...,t,) de [a,b] de pas constant h = b;—a suffisamment petit, et on
définit alors notre suite d’approximation yg, ..., ¥, en posant

yo=a et Vie[0,n—1], yir1 =i+ hf(ys, ti).

On a ainsi défini par récurrence une suite (yo,. .., yn) qui est une approximation de la suite y(tg),...,y(t,), ou y désigne
la solution de ’équation considérée. En effet, y vérifie la relation

Y(tiv1) = y(ts) + hf(y(t), t:) + o(h),
puisque l'on a y/(t;) = f(y(t:),t;) pour tout entier i € [0, n].
def Euler(f, a, b, yO, h):
liste_y=[yO0]
liste_t=[al
k=0
while liste_t[k]+h<=b:
y=liste_y [k]
t=liste_t [k]
liste_y.append (y+h*f (y,t))
liste_t.append (t+h)
k=k+1
return (liste_t ,liste_y)



On implémente la méthode d’Euler, puis on I'applique a I'équation différentielle y’ = y sur [0, 10] munie de la condition
initiale y(0) = 1 (’équation différentielle est donc ici associée a la fonction définie par f(y,t) = y).

La solution recherchée est donc I’exponentielle, et on représente les valeurs approchées sur un graphe pour observer
lerreur commise.

import matplotlib.pyplot as plt
import math as ma

def f(y,t)
return y

a, b, h=0,10,10**x(-1)
liste_t,liste_y=Euler(f,a,b,1,h)
plt.plot(liste_t, liste_y, label="valeurs approchées")

liste_exp=[ma.exp(t) for t in liste_t]
plt.plot(liste_t, liste_exp, label="valeurs exactes")
plt.legend(loc=2)

plt.show ()
—— valeurs approchées
20000 - valeurs exactes
15000 4
10000 4
5000 +
0 S
0 2 4 6 8 10
Exercice 1.
oy cost | e
Soit y' = T2 @ résoudre sur [0, 10], avec la condition initiale y(0) = 1.
Y
2.00 1
s Le graphique ci-contre fait apparaitre la courbe représen-
' tative de la solution, ainsi que les courbes obtenues en
1501 appliquant la méthode d’Euler, avec les différents pas suivants:
h=2 h=1 h=1 h=1{5ct h= 1.
1.251 On observe bien la convergence de la ligne polygonale vers la
1.004 courbe représentative de la solution.
0751 Ez Ecrire un programme Python qui permet d’obtenir le graphique
— h=05 ci-dessus.
0501 — h=01
—— h=0.01
0.25 1 . . . . .
0
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i Pour associer le nom h = 0.1 & la courbe calculée avec le pas 1/10, on utilisera la commande label="h="+str(h). En
effet, "h="+str (h) est la chaine de caractére h=x ot x est la valeur contenue dans la variable h (qui peut étre un entier, un
réel, une chaine de caracteéres,. .. ).

La commande plt.legend(loc=’best’) permet d’ajouter la légende, & la "meilleure" position possible sur la figure.

Intuitivement, il est clair que plus le pas h est petit, plus approximation de la solution est précise: on peut démontrer
que la méthode converge lorsque h tend vers 0.

En pratique, 'implémentation de la méthode pose d’autre difficultés, des erreurs d’arrondis pouvant apparaitre & chaque
étape: en diminuant la valeur de h on augmente le nombre d’étapes lors de I’exécution de I’algorithme, et ainsi le
nombre d’erreurs commises, ce qui peut faire diverger la méthode.

m Cas des equations d’ordre deux

Dans le cas d’une équation d’ordre deux, il faut d’abord se ramener & une équation d’ordre un avant de pouvoir
appliquer la méthode d’Euler. On utilise pour cela un changement de variable vectoriel, comme I'illustre I'exemple ci-dessous.

Considérons 1'équation différentielle suivante, & résoudre sur 'intervalle I = [a, D] :

(&) : y"(t) + cr(t)y' () + co(t)y(t) = d(t)

ol ¢, ¢g, d sont des fonctions quelconques sur I. On se donne encore les conditions initiales y(0) = « et 3/'(0) = /.

(t) y"(t)
y solution de (&) < y"(t) + c1(H)y' (t) + co(t)y(t) = d(t)
y'(t) y'(t)
= <y’/<t>> ( d(t) = ex(t)y' (1) = colt)y (t))
= Y'(t) = f(Y(1),1)
<= Y solution de (&')

oil on a posé f ((Z?) 7t> = (d(t) B Cl(t;;ll B co(t)u0> et (£): Y'(t) = F(Y(£),1).

On peut alors appliquer la méthode d’Euler a I’équation différentielle Y’ = f(Y,¢), la condition initiale étant Yy = (a, o ) .

/
Considérer la variable vectorielle définie par Y (t) = (y/(t)) . La dérivée de Y est alors Y'(t) = (y (t)> , et on peut écrire:

Yipn =Y +hf(Y;,ts) .

Pour modéliser le vecteur Y (¢), on utilisera un tableau 1D, ce qui permettra d’effectuer naturellement du calcul vectoriel.
i On garde ensuite la premiére colonne de la 1liste_Y en sortie.

On veut appliquer cette méthode a la résolution du probléme de Cauchy, défini sur [0; 10], par

y'+y = 0
(P) y(0) = 1
y'(0) = -1

dont on sait déterminer la solution avec la méthode du cours. En effet, la solution est y : ¢t — cos(t) — sin(t).
On reformule le probléme en

(P y(i; _ J&S) wee 1 ((0) )= (%)

= ]] faut bien s’assurer que ’'on utilise des tableaux 1D donc les listes de la fonction Euler doivent étre converties.

On n’oublie pas non plus d’importer les bibliothéques nécessaires (notamment numpy).

import matplotlib.pyplot as plt
import math as ma
import numpy as np



def Euler(f, a, b, YO, h):

liste_Y=[YO]

liste_t=[al]

k=0

while liste_t [k]+h<=b:
Y=1liste_Y [k]
t=liste_t [k]
liste_y.append (Y+h*f (Y, t))
liste_t.append (t+h)
k=k+1

return (np.array(liste_t) ,np.array(liste_Y))

def £(Y,t)
2.0
return np.array ([Y[1], -Y[0]1) —— yavec Euler
154 y exacte
a, b =20, 10 1.04
YO = np.array([1, -1]) osd \
h = .1 \
T, Y = Euler(f,a,b,Y0,h) 00
-0.5
plt.plot(T, Y[:,0], label="y Euler") 104
-15
Y_e=[ma.cos(t)-ma.sin(t) for t in T]
plt.plot(T, Y_e, label="y exacte") =201

plt.legend(loc=’best’)
plt.show()

= Naturellement, plus le pas est petit, plus la solution est précise, comme on peut encore le voir sur la figure
ci-dessous :

2 <
1 <
0 <
_1 4
2 —— vy Euler avec h=0.2
y Euler avec h=0.1
—— vy Euler avec h=0.05
—3- —— Yy Euler avec h=0.01
—— Yy exacte
0 2 4 6 8 10

Exercice 2.

On s’intéresse au systéme mécanique suivant: un point matériel M de masse m est fixé a 'extrémité d’un ressort de
longueur a vide ¢y et de constante de raideur k. La masse peut coulisser sans frottement horizontalement sur une tige.
On repére la position de la masse sur cette tige par I'abscisse x dont I'axe est confondu avec la tige, et dont I'origine O
est située sur la méme verticale que le point d’attache R fixe du ressort; on appelle d la distance OR.
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o

On peut démontrer que le mouvement est régi par ’équation
kﬁox

*): ma” +kr — —/——— =
™) VT @

. Déterminer, au brouillon, une fonction f : R? — R? telle que 'équation (x) se mette sous la forme Y’ = f(Y,t), avec

Y(t) = (x(t), ' (t))-

. Ecrire une fonction d’en-téte def Euler(f, a, b, xO0, xOprime, h) , qui renvoie deux listes (liste_t,

liste_x) qui permet, en utilisant la méthode d’Euler, de résoudre l'équation Y’ = f(Y,t) sur l'intervalle [a, b] avec
les conditions initiales z(a) = xg et z'(a) = xj,.

. On prend les valeurs numériques suivantes: m = 300g, k = 5N.m~!, £y = 20cm, d = 10cm, z'(0) = Om.s~ 1.

En choisissant judicieusement différentes valeurs de 2(0), montrer qu’avec les valeurs ci-dessus le systéme admet:

X un équilibre instable si x = 0;
X un équilibre stable si x = +/02 — d?.

Annexes et suppléments

N O kW N

1.

. Montrer que, pour tout n € N, on a |¢, — a| <

Exercice 3. Principe de dichotomie

Le but de cet exercice est de présenter une méthode itérative pour trouver une valeur approchée d’une équation du
type f(x) = 0 sur un intervalle [a, b] ot I'on sait que la fonction f est continue, strictement monotone et que f(a)f(b) < 0.

Justifier qu’en effet f(z) = 0 admet une unique solution « €]a, b[.

On construit alors trois suites (ay), (bs) et (¢y,) selon le procédé suivant:

ap = a

bp = b

o a+b
0T T

Puis, supposant a,,, b, et ¢, construits, on définit les termes successifs de la maniére suivante:

X Si f(an)f(cn) =0, alors o = ¢y;
X Si f(an)f(cn) <0, alors an11 = an €t byy1 = Cn;
X Si f(an)f(en) >0, alors ayy1 = ¢y, €t byy1 = by,
Ap41 + bn+1
Enfin, on pose dans tous les cas ¢,11 = — 5
b—a
. Montrer que, pour tout n € N, b,, — a,, = TR

. Montrer que (a,) et (b,) sont adjacentes.
. En déduire que (a,), (by) et (¢,) convergent vers une méme limite £.
. Montrer que la suite (f(a,)f(bn)) converge et préciser le signe de sa limite. En déduire que ¢ = a.

—a

n

. Soit £ > 0 fixé. Combien d’itérations du processus doit-on faire pour obtenir une valeur approchée de o & € prés ?
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