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Question de cours

Soient F un espace euclidien et H un hyperplan de E de vecteur normal . Donner 'expression, en détaillant toutes les
étapes, pour tout z € E de la distance de z & H (en fonction de z et de u).

Exercice 1

Soit E un espace préhilbertien réel, et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Démontrer les résultats suivants.
1. (F+@)" =FtnGgt.
2. (FNG)" = FL + G* si E est de dimension finie.

Exercice 2

Soit E' = M32(R) que 'on munit du produit scalaire

(M,N)=Tr (M'N)
OnposeF:{( fb 2 );(a,b)eR2}.

1. Déterminer une base orthonormée de F+.

2. Calculer la projection de J = 1 1 ) sur Ft.

3. Calculer la distance de J a F.
Exercice 3

Représenter puis déterminer si les ensembles suivants sont ouverts ou fermés :

i A={(z,y) eR*:0< [z 1| <1} ii. C={(z,y) eR?:|z[ < 1,|ly| <1}
ii. B={(z,y)eR*:0<z <y} w. D= {(z,y) €R?:2? +y? < 4}
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Question de cours

Dans R* muni de son produit scalaire canonique, on considére F' le sous-espace vectoriel défini par
F={(z,y,21) € Ri:z+y+t=0et T4+y+22—t=0}.

Déterminer le projeté orthogonal de u = (1,8,1,1) sur F.

Exercice 1: Polynomes de Legendre

Soit E = R,,[X] muni du produit scalaire :

(P.Q) — / PIQWI = (P Q).

0
1. Pour tout k € [0,n], on définit les polynomes Ux(X) = (X2 —1)" et Po(X) = UM (X) = {(X2 - 1)’“} .

a. Déterminer le degré de Pj.
b. Montrer que la famille (P, Py, ..., P,) est une base orthogonale de E. On pourra montrer que pour k > £ :

/_11 [(t2 _ 1)’6] (k) [(tQ - 1)4} (9] dt = (~1)F /_11 (tQ _ 1)k [(t2 B 1)5} (0+k) @

2. a. Montrer que Uy, vérifie I’équation différentielle :
(X?-1) Uy —2X(k — 1)U}, — 2kU;, = 0.
b. En déduire que que Py vérifie I’équation différentielle :
(X?—1) P +2XP, — k(k+1)P, = 0.

3. Calculer || P, pour tout k € [0, n].
1
4. Soit &, 'ensemble des polynémes de degré n de coefficient dominant 1 . Calculer Ignlgn / P(t)2dt.
€ln —1

Exercice 2

Déterminer le domaine de définition et le représenter graphiquement pour chaque fonction suivante

i f1: (x,y)Hx—;y—i—ln(m), ii. fo : (zyy) = V/2—x—y+ /2y



Eléments de solution

(k)
1. Pour tout k € [0, n], on définit le polynome Py (X) = [(X2 — l)k} .

0)(© , 1/ ) .
a. Py = ((X2 — 1) ) =1 est de degré 0. P, = ((X2 — 1) ) = 2X est de degré 1. Plus généralement

(k)

P, = {(XQ _ l)k} _ [X% +R(X)](k)

avec R(X) = (;f) (—1)"*X? € Ryj,_o. Ainsi,

E
=

~
Il
o

Pe= [x% + ROOLY = (x4 + RO(X)
=2k(2k —1)...(k+1)X* + R®(X)

avec R™*) de degré au plus k — 2. Ainsi, deg (Py) = k.
b. La famille (Py, Py, ..., P,) est une famille de n + 1 = dim R,,[X] polynémes non nuls échelonnée en degrés : c’est
donc une base de E. Montrons qu’elle est orthogonale : soit k > ¢ dans [0,n]. Alors en intégrant par parties on

obtient : )
1 (k) (9] (k-1) (0)
[ =07 [ -] :[((ﬂ ~)9 7 (-1 ]
-1 -1
! (k—1) (£+1)
f/ (-0 e -] a
-1
Les nombres A = 1,4 = —1 sont des racines du polyndéme (X 2 _ 1)k de multiplicité k. Les polynomes dérivés
(X2 — 1)(p) avec p € [0,k — 1] admettent donc A = 1,4 = —1 pour racines. Par conséquent le crochet dans

I'intégration par partie est nulle :

(-0 (-0 "1t =0

+1 sont racines
Par conséquent, en itérant k fois cette intégration par parties, on obtient :

1 (tgil)k (k) (t271)e (@dt:i 1 (t271)k (k—1) (thl)e (£+1)dt
[ e =] [ -] L lE=nT e -]

-1

— (1)t /1 (-1~ a

Le polynome (X? — 1)e étant de degré 2¢, sa dérivée d’ordre k + £ > 2¢ est nulle. On obtient (P | P;) = 0 pour tout
k> L. Sik < ¥, la symétrie du produit scalaire donne (Py | P;) = (P | Px). Mais (P | Px) = 0 en échangeant les
noms des indices dans le raisonnement précédent. La famille (P, Py, ..., P,) est donc orthogonale.

2. a. Montrons que Uy, vérifie ’équation différentielle :
(X?-1) Uy —2X(k — 1)U}, — 2kU;, = 0.
XU, = (x2-1)"
X U, =2kX (X2 —1)"".

X Ul =2k (X2 - 1) 26X (k- 1)2X (X2 - 1)
Donc :

(X210 U = 2k (X% —1)" +2kX - (k—1)2X (X2 - 1)

— kU, +2(k — 1)X - 2kX (X2 — 1)
= 2kU,+2(k—-1)X-Uj,

Par conséquent :
(X2 -1 U} —2X(k— 1)U}, —2kU, =0 (x)
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b. X On commence par dériver k fois : (X2 — 1) Uy par la formule de Leibniz :
k
et = =32 (5) -0 e
=0
2
Z ( ) X2 _ (l) U(k £42)
=0

4

k Rk — 1
< ) US4 (1>(2X)U,Ek+1) L REZD 5 ) 5. y®

= (X% —1) P +2kXP, + k(k —1)P;
X On recommence avec 2X (k — 1)U, :
2X (k — 1)U
=20k — 1)XUFY 4 2k(k — YU
=2(k — )X P} + 2k(k — 1) P,

X Et bien-stir : (2kU;,)"*) = 2kP,.
Puisque le polynéme (X? — 1) U}/ — 2X (k — 1)U}, — 2kUj, = 0 est nul, sa dérivée d’ordre k est nulle et on en
déduit :
(X —1) P/ +2kX P + k(k — 1) P+
—2(k—1)XP] —2k(k — 1) Py+
—2kP, =0
= (X?-1)P/ +2XP,+ (-k*— k)P, =0
On en déduit que Py vérifie I’équation différentielle :
(X?—1) P +2XPj, — k(k+1)P, = 0.
3. Calculons || P,||*> pour tout k € [0, n].
1

Il s’agit de calculer / Pk(t)2dt. On reprend les calculs de la Question 1.b. dans le cas k = £. On obtient :

HPkH2 _ /_11 Pk(t)th _ (_1)k /_11 (t2 B 1);€ {(tQ B 1),1 (k+k) »

On a [(t2 - l)k} o = (2k)! donc :

| Pel|® = (—1)’“(%)!/1 G 1)’“ dt

—1

= (2k)! /1 (1—e)" at

-1

= (2k)! /1 (1—t)* (1 +t)kdt

-1
On intégre par parties :

1) k _ 4kt
V()= (1+1) V'(t) = T
Le crochet de cette intégration par parties est nul :

k 1
Py|” = (2k)! 1— P11+ t)Hiat
IR = @b [ =0

{ ut) =(1-0" { () = —k(1 — )+

B k(k—1)...1 ! )
= T E T e /,1(1“) e
(2k)1 (k)2 22k

o (2k)! 2k +1

2
= (k1) ———
T




4. Soit &, 'ensemble des polynémes de degré n de coefficient dominant 1.
1

La borne inférieure suivante Ping / P(t)?dt est bien définie car A = {||P|| : P € &,} est non vide et minoré par 0.
€&n J_q

Cette borne inférieure est méme un minimum, atteint en un multiple de P, = [(X 2 1)"} (n). En effet, si P(X) € &,
est de coefficient dominant 1 alors il existe des scalaires «ay, tels que :

n—1
n!
P(X) = WP” + kzzo o Py

car (PO, P, (2"—7:)!Pn est une base de R, [X] et (2"—;)!Pn est de coefficient dominant 1.
Cette base est orthogonale donc par le théoréme de Pythagore :
'2 n—1 '2
2 n.: 2 2 2 mn: 2
IPIP = Gy 121 + 3 o 1Pl > i 1

nt® 92nn12 2 minore tous les éléments de £, (et est un élément de &, ). Conclusion :

2
Po|l = @oe 2nt1

Ainsi,

n!
(2n)!

f 1 P(t)2dt = ||P,||* = 22 2
1 t t = n = 2 n .
PeE, 1 ®) 171 (2n)122n +1
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Question de cours

Les fonctions suivantes ont-elles une limite (finie) en (0,0) ?

. . 1 . 2?2 — 92 |z + vy
i. f(z,y) = (x+y)sin (M) it. f(x,y) = W iii. f(z,y) = Z+y?

Exercice 1

2m
Calculer min / (t — acos(t) — bsin(t))dt.
0

a,beR

Exercice 2

s . (1 3
On considére la matrice M = (3 10).

1. Montrer que I'application ¢ : (u,v) = X MY est un produit scalaire sur R? (oit X et Y représentent respectivement les
vecteurs colonnes des coordonnées de u et v dans la base canonique).
2. A laide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée & un v bien choisi, montrer que

Va,y €R, (z +4y)* <2 (m2 + 62y + 10y2)
Exercice 3

Dans R* muni de son produit scalaire usuel, soit P = Vect (u,v) avec u (1,1,1,0) et v (1,0,0,—1).

1. Déterminer une base orthonormée de P.
2. Déterminer la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a P.



Eléments de solution

Exercice 2

s . (1 3
On considére la matrice M = (3 10).

1. Montrons que ¢ est un produit scalaire.
X Comme M est symétrique, il est immédiat que ¢ est symétrique.

X La linéarité a droite est immédiate également (c’est celle du produit matriciel) et par symétrie, ¢ est aussi linéaire
a gauche.

X Soit u de coordonnées X = (;) Alors

pluu) = (v y) (:15 130) (gyc)

T+ 3y
() <3x + IOy)

z(z + 3y) + y(3z 4+ 10y) = 22 + 6zy + 10y>
= (x+3y)?+9°>0

donc ¢ est positive.

X Du calcul précédent, on déduit,

ou,u) =0 <= (z+3y)2 +9y> =0

— (z+39)?=0 et 9°=0
— z=y=0
= u=0

et @ est bien définie.
On a bien montré que ¢ était un produit scalaire sur R2.

2. D’aprés les calculs précédents, en notant u = (z,y) et v = (a,b), on a, par Cauchy-Schwarz,
(z(a + 3b) + y(3a + 10b))* = (u,v) < p(u, u)p(v,v) = (2 + 6y + 10y?) (a® + 6ab + 10b7) .

En choisissant v de sorte que a4+ 3b = 1 et 3a+ 10b = 4, ce qui donne b = 1, a = —2 puis a? + 6ab+ 10b> = 2, on obtient
bien
(z +4y)? <2 (x2 + 6zy + 10y2) .



