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Colle PT -8 Jeudi 14/11/2024
Question de cours :

Justifier la convergence et la valeur des intégrales de référence (Proposition 3, 4, 5 et 6)

Exercices :

1) Existe-t-il des matrices A et B de My(K) telles que : AB — BA =1, ? Justifier.
40 _afx
2) Justifier que I'intégrale / = _[ ©

) Vx

+w1 t
3) Etudier la convergence de : J.l 2t

Ji

. vo dt
4) Calculer, pour tout entier naturel n nonnul : /, = IO ey
+1

dx converge et déterminer sa valeur.
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Question de cours :

Calculer, en expliquant la méthode utilisée, une primitive de chacune des fonctions :
5x2+21x+22
(x=1)(x+3)

fix— ; g:ix— ; h:xm—

x2+4x+5 1-x2

Exercices :
1) Dans I’espace vectoriel E=C* (R, R), soient les fonctions définies par :

fitk)y=e* , fr(x) =e** et fo(x)=e*.

1) Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel F' de E défini par :
F =Ve(.t‘(f1> f2> f3)

2) Soit ¢ : FF — F, définie par : Vf € F,o(f) = f" + f' — 3f.
Démontrer que ¢ est un endomorphisme de F'.

3) Déterminer la matrice M de ¢ dans la base (f1, fo, f3)-

4) ¢ est-elle bijective de F dans F'? Si oui, déterminer la matrice de ¢~
dans la base (f1, f2, f3)-

1
2) Justifier que I'intégrale / = J. ;
0 —X

1

dx converge et déterminer sa valeur.
2

+00 eit
1+12

dt

3) Etudier la convergence de : J;

Cl

Question de cours :
Soit fune fonction de classe C' sur [0 ;1]. Montrer que : liIP ) 01 f(t)cos(nt)dt =0
n—->+oo

Exercices :

1)

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE) de rang 1.
Montrer

ffF=u(f)f.

A quelle condition un endomorphisme de rang 1 est-il un projecteur?

+o dx
2) Etudier la convergence de : J S
O 1+ x)Vx

1 d
3) Etablir la convergence de I’intégrale [ = J: —_—

X
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Interrogation orale Lycée VOLTAIRE

PIERRE-ALAIN SALLARD Pour AIT KACI Aniss
chez FrépEric GAUNARD le mar. 12 nov. 24
Classe de PT —2024/2025

Semaine 8

Matrices — Intégration

Question de cours. Calculer, en expliquant la méthode utilisée, une primitive de chacune
des fonctions :

f 1 1 " 5x2 4+ 21x + 22
X =, X —, X -
X2 +4x+5 g 1—x2 (x —1)(x+3)

Exercice 1. Soientn € N*,a € K et E = K” muni de sa base canonique B = (ey, ..., e,,).
k

On pose u; = ey et, pour toutk € [2,n], uy = Z akle;.
i=1

On note P € M,,(K) la matrice de la famille (uy,uy, ..., u,,) dans la base canonique.

1. Démontrer que P est inversible et calculer P~1.

2. En déduire que la famille (11, u,, ..., u,) est une base de E.

Exercice 2.



Interrogation orale Lycée VOLTAIRE

Elements de correction
AIT KACI Aniss

Exercice 1.
a2 g1
0 1 a
On écrit P =
: .ooa
0 -+ - 0 1

Pour trouver P~1, on effectue simultanément sur P et sur I, les operations suivantes sur les
colonnes, en commencant par la fin: V2 < k < n, Cp « Cp —aCy_;. Ainsi, P devient I, et I,,

1 —a 0 - 0
0 1 -—a
devient la matrice | : . .. .. : |=P7!
: o —a
0 -« . 0 1

D’apreés le cours (exemple 10 du cours de F. Gaunard), toute matrice inversible est une matrice
de passage : cela signifie que la famille des u; forme une base de E.

Exercice 2.



Interrogation orale Lycée VOLTAIRE

PIERRE-ALAIN SALLARD Pour BURGER ALEXANDRE
chez FrépEric GAUNARD le mar. 12 nov. 24
Classe de PT —2024/2025

Semaine 8

Matrices — Intégration

Question de cours. Soit f une fonction de classe C! sur [0,1] .
) 1
Montrer que : nl_l)rpoo fo f(t)cos(nt)dt = 0.

Exercice 1.  Soit f € L(R3) ayant pour matrice, dans la base canonique, la matrice A définie

2 1 0
parA=|—-4 -2 0.
0 0 1

1. Déterminer le noyau, le rang et I'image de f.
2. Justifier que Kerf C Imf.

3. Construire B’ = (g4, €5, €3) une base de R3 telle quee; € Kerfete, € Imf.

Donner alors la matrice de f dans cette base B3' ainsi que la matrice de passage de la base
canonique a la base 3.

Exercice 2.



Interrogation orale Lycée VOLTAIRE

Elements de correction
BURGER ALEXANDRE

Exercice 1.

e Notons v = (1, -2;0) : alors Ker f = Vectv, et rg(f) = 2 par le théoreme du rang. On voit
d’une part que f(e;) = vdoncv € Kerf N Imf. On voit d’autre part que f(e3) = e3:
puisque v et e3 ne sont pas colinéaires, Im f = Vect(v,e3).

e D’apres ci-dessus, Ker f = Vectv est clairement inclus dans Im f = Vect(v, e3).

e Onprend ¢y = v € Kerf N Imf, e, = e3, que l'on complete par un troisiéme vecteur
linéairement indépendant des deux premiers : €5 = e, par exemple (par mesure de sim-

0 01 1 00
plicité, car f(e;) = v =¢1). AlorsMatp (f) =10 1 0|, etP=|-2 0 1]
000 0 10

Exercice 2.



Interrogation orale

Lycée VOLTAIRE

PIERRE-ALAIN SALLARD
chez FrépEric GAUNARD

Classe de PT —2024/2025

Semaine 8

Matrices — Intégration

Pour PLATEAU BALTHAZARE
le mar. 12 nov. 24

Question de cours. Soit N € M, (R) une matrice nilpotente d’ordre 2. Quel peut-étre le rang

de N? Montrer que, si rg(N) = 1, alors N est semblable a la matrice

0

o O O

Exercice 1.  Soit f une fonction continue sur [0, 1] a valeurs dans R.

Pour x € [0, 1], on pose G(x) = foxfa) dt — j01<1 — Hf (t) dt.

Montrer que fol G(x)dx =0.

Exercice 2.
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Interrogation orale Lycée VOLTAIRE

Elements de correction
PLATEAU BALTHAZARE

Exercice 1. 1 1
Puisque G'(x) = f(x), on calcule par IPP : [(1 — H)f(t)dt = [(1 — t)G(t)](l) + [G()dt =
0 0

1
—G(0) + [ G(t) dt.
0

1 1
Alors [G(t)dt = G(0) + [(1 —t)f (1) dt = 0.
0 0

Exercice 2.



