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Avant-propos

Un objectif ...

Préparer les oraux de maths de Hec pour un étudiant de prépa ECE, ce n’est pas si
facile. Les ECS sont plus aidés car ils préparent en méme temps les oraux de Hec et de
I’Escp, oraux de maths qui se ressemblent beaucoup et pour lesquels I’Escp fournit des
outils assez développés depuis au moins 1996.

Hec n’a d’ailleurs jamais caché sa préférence a recruter des étudiants de profil ECS.
Les chiffres donnant le nombre de candidats, d’admissibles et d’admis dans les différentes
voies sont extrémement parlants. Il faut donc étre bien préparé et commencer tot, et
surtout ne pas attendre la publication des résultats d’admissibilité.

Dr’ailleurs, préparer ces exercices d’oraux rendra de précieux services a tous ceux qui
souhaitent s’aguerrir pour les écrits. C’est un des moyens les plus efficaces pour passer de
15 a 20 dans vos résultats des épreuves écrites maths hec (ou essec).

Les sources ...

Presque tous les exercices (et questions) sont extraits de planches d’oraux HEC. Du-
rant cet oral, un exercice est donné a préparer pendant 25 a 30 minutes. Ensuite, le candidat
est appelé a exposer sa solution pendant 20 a 25 minutes. Le jury peut intervenir pour ai-
der le candidat ou pour lui demander d’accélérer si celui-ci s’attarde trop sur des parties
faciles. Le jury soumet ensuite une question courte au candidat (dans un autre domaine
que celui couvert par I’exercice). L’ exposé de la solution a la question est donc improvisé,
et cela sur un temps de 5 a 10 minutes. Dans tous les cas, I’exercice ou bien la question
portera sur les probabilités. Les exercices (et questions) marqués “Entrainement” sont de
grands classiques, de sources diverses et perdues dans le temps (extrait de problemes,
échanges entre enseignants, oraux de I’Escp ...).

Les exercices (et questions) sont presque tous datées entre 1996 et 2015.

A partir de 2016, Hec a enfin accepté de publier un échantillon de planches posées aux
oraux, accompagnées de corrigés. Le travail de préparation peut donc s’effectuer directe-
ment avec ces planches qui sont publiques, a disposition des enseignants et des étudiants
de prépas.

Choisir un exercice ...

Les exercices sont classés dans 1’ordre des années de préparation (et donc, le plus
souvent, des années d’oraux de Hec).

Mais chaque exercice et chaque question posseédent une référence a une partie du
programme de deuxieme année de ECE. On peut donc puiser dans ce recueil les exercices
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au fur et a mesure que 1’on avance dans I’année. Pour ceux qui ont déja fait une deuxieme
année, tous les exercices sont directement accessibles.

On remarquera la présence d’assez nombreux exercices (et questions), référencés [Part
0], qui sont accessibles aux étudiants de premiere année, en fin d’année, ou aux étudiants
de deuxieme année, des le début de I’année.

Vers un mode d’emploi ...

Une fois I’exercice choisi, il faut y consacrer au moins 30 minutes de préparation
(comme a I’oral de Hec) et faire un premier bilan. Je conseille de poursuivre par au moins
15 minutes complémentaires, car il est presque impossible de traiter la totalité de I’exer-
cice en 30 minutes.

Ce n’est qu’apres ce temps de préparation que 1’on pourra se référer a la correction.
Celle-ci doit étre travaillée en profondeur, et il ne faut pas hésiter a y consacrer au moins
45 minutes et a compléter ce travail sur le corrigé par un retour sur les parties du cours
mal assimilées.

Pour les questions, il convient de les aborder frontalement en essayant d’exposer tout
de suite une solution. Si cela s’avere trop difficile, un regard rapide sur le corrigé peut
permettre de lancer le travail (ce qui correspond a une indication donnée par le jury un jour
d’oral). On peut consacrer 15 a 30 minutes a chaque question pour en profiter pleinement
et retravailler le corrigé 5 a 15 minutes ensuite.

Bonnes maths!

Martin Canu

Professeur en prépa Hec puis ECE2 de 1990 a 2020
au lycée Gustave Flaubert Rouen



Chapitre 1

Exercices

1.1 Algebre

Exercice 1  [Part 4] Entralnement

R? est muni de sa base canonique (i, j, k).
Soit f et g deux endomorphismes tels que fog = go f.

1) Le résultat de cette question pourra étre admis dans un premier temps.
Montrer que si x est un vecteur propre de f associé a une valeur propre A dont
I’espace propre est de dimension 1, alors il est vecteur propre de g.

31 -1
2) SoitA=| —1 3 1 | lamatricede f dans (i, j, k).
02 2

1
Onpose ey =i+k,ep = E(i+j)’ e3=j+ket B = ey, ere3).
Montrer que % est une base de R® et donner la matrice de f dans 2.

3) On cherche la forme de la matrice de g dans A.
Montrer I’existence de 2 réels a et ¢ tels que g(e1) = a.ej et g(e3) = c.e3.
Montrer que u = g(ey) — a.e est un vecteur propre de f.
En déduire la forme de la matrice de g dans A.

dans 4, f et g commutent-ils ?

o &
o O O

a
4) Réciproquement, si g a pour matrice [ 0
0

S) Trouver la forme générale des matrices M qui commutent avec A.

Exercice 2  [Part 1] Entrainement

OnnoteI:((l) ?).SoitA:(? Z)E//ZQ(R),avecb#O.Ondéﬁnit:

CA)={M e .#(R) /] AM=MA} et RA)={Xec.#(R)/X*=A}



. . o X1 X2
1) a: SoitM = < Y X ) € #(R).
Montrer que : M € C(A) <= (bxz=cxy et bx; = (a—d)xy+bxs).
b: Montrer que C(A) est le sous espace vectoriel de .#>(R) engendré par A et .
2) a: Montrer que R(A) C C(A).
b: Montrer qu’il existe un couple unique (7,8) € R?, que I’on déterminera, tel
que A2 = 1A — §1.

3) Pour les matrices A; suivantes (1 < i < 3), indiquer le nombre d’éléments de R(A;)
et lorsqu’il n’est pas vide, donner le produit et la somme de ses éléments :

0 —I 0 1 2 2
vV o) = (To) =35

Exercice 3  [Part4] Entralnement
Soit E = R3[X] ’ensemble des polyndomes de degré inférieur ou égal a 3. Soit ¢ 1’appli-
cation de E dans E définie par :

¢:P—Q avec Q(X)=6P(0)X>+3P"(0)X*+6P(0)X + P"(0)

1) Rappeler la dimension de I’espace vectoriel E
2) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
3) Choisir une base de E et donner la matrice B de ¢ dans cette base.

4) Calculer B> le plus simplement possible.
Quelles sont les valeurs propres de B ?
B est-elle diagonalisable ?

Exercice 4 [Part4] Entrainement

Soit a, b, et ¢ trois réels non nuls tels que a®> +b* +c> = 1.

a*> ab ac

SoitA= [ ab b* bc | € .#;(R).
ac be c?
On note f I’endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique de R est A.
1) Déterminer une base B; de ker f.
2) Déterminer une base B, de Im f.
3) Montrer que la famille constituée par les vecteurs de B et ceux de B, est une base
de R®.
4) En déduire que f est diagonalisable.

Exercice 5 [Part 4] HEC 2001 oral voie E
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On considére les matrices suivantes :

=78 =G0 =0

1) a: Les matrices A et B sont-elles diagonalisables ?
b: Déterminez les valeurs propres de A et B.

2) On veut déterminer les matrices M, carrées d’ordre 2 a coefficients réels, vérifiant

les conditions :
M?—3M?>+3M =A

(S) et
M?+2M =B

On dira qu’une telle matrice est solution du systéme (S). On suppose que le systeme
(S) a des solutions et on note M 1’une d’elles.

a: Etablir les égalités : (M —1)> =A—Tet (M+1)> =B+1.

b: En déduire que les matrices M — I et M + I ne sont pas inversibles.

¢: En déduire que la matrice M est diagonalisable et vérifie I’égalité M? = 1I.

d: Déterminer toutes les solutions du systeme ().

3) On veut déterminer les matrices M carrées d’ordre 2 a coefficients réels vérifiant
I’égalité :
M —3M*+3M = A

Notons M une telle matrice (s’il en existe).

a: Montrer qu’il existe deux réels a et b et une matrice P inversible tels qu’on a

. 1 a -1
M—P(O b)P

b: En déduire que la matrice M2 — 4M + 71 est inversible.
c: Etablir les égalités : (M +1)(M?> —4M +71) = A+71.
d: Déterminer toutes les matrices M vérifiant I’égalité : M> —3M> +3M = A

Exercice 6  [Part 1] Entrainement

Cours : Formule du bindme : énoncé, une démonstration ?

1) On considere un entier naturel N non nul et a toute suite réelle finie a = (ag, ay, . .. ,an)
on associe la suite @ = (ap, ay,...,ay) ou, pour tout entier n tel que 0 < n < N, ay,
est défini par 1’égalité :

n
~ n k
an = Z (=1)"ax
i—o \K

Pour tout entier naturel n tel que 0 < n < N, calculer a, dans les cas suivants :

a: Pour tout entier naturel ntel que 0 <n <N, a, =¢" ou g est un réel fixé.



b: Pour tout entier naturel ntelque 0 <n < N, a, =n".

. n N .
c: Pour tout entier naturel ntel que 0 <n <N, a,= ( ) ol p est un entier

naturel fixé.

)

~

2) Pour tout suite finie a = (ag,ay,...,ay), vérifier que a = a.

3) Dans cette question, on suppose que N = 3 et on note ® I’application qui a tout
élément a = (ag,a1,az,a3) de R* associe I’élément @ = (dy, a1, a,a3) de R*.

a: Vérifier que @ est linéaire et donner sa matrice M relativement a la base cano-
nique de R*.

b: Justifier I’inversibilité de M et déterminer M~ !.

c: On note F I’ensemble des éléments a = (ag,a;,az,a3) de R* vérifiant a = a.
Déterminer la dimension de F.

Exercice 7  [Part 1] HEC 1999 oral voie E

On considére un entier naturel n non nul et on note .#,(R) I’espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n a coefficients réels. L’élément de .#,(R) dont tous les coefficients sont
nuls est noté O,,.

1) Etant donné un élément B de .#,(R), on considere 1’application de .#,(R) dans
lui-méme noté ®p, qui a toute matrice M de .#,(R) associe (M) = MB — BM.

a: Vérifier que ®p est un endomorphisme de .7, (R).

1 , ) )
), déterminer les matrices A

b: Dans le cas particulier o n =2 et B = (O 0

telles que ®p(A) = A.
Que vaut A2 pour une telle matrice ?

2) On considere deux éléments A et B de .#,(R) vérifiant: AB— BA = A.

a: Montrer que : A’B — BA? = 2A?
puis que, pour tout entier naturel k, AKB — BA* = kA

b: Dans le cas ot A¥ est non nulle, comment interpréter 1’égalité précédente vis
a vis de I’endomorphisme ®p ?

¢: En déduire qu’il existe un entier naturel p tel que A? = 0,,.

3) On considére les endomorphismes f et g de R[X] définis, pour tout polyndme P
par :
f(P)=P etg(P)=XP.

a: Déterminer I’application fog—go f.

b: En déduire qu’on peut trouver un endomorphisme %z de R[X] tel que foh—ho
f=r

c: Existe-t-il un entier naturel p tel que f? soit I’endomorphisme nul ?

d: Comparer ces derniers résultats avec les résultats de la question 2.
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Exercice 8 [Part 1] HEC 2002 oral voie E
0 0 0 a
0 0 0 a

Sia=(aj,az,as,aq) est élément de R*, on pose M(a) = 0 0 0 a
3

ay a, a3 ag
On note F le sous ensemble de .#(R) constitué des matrices M(a) quand a parcourt R?.
1 00O
1 00
010
0000
1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de .#4(R) et en donner la dimension.

0
On note J = 0

2) Soit (e, e,e3,e4) la base canonique de R*. Pour i € [[1,4], on pose M; = M(e;).
Montrer que pour tout élément i de [[1,4], la matrice M; + J est inversible et que la
famille (M; 4 J)1<i<4 est libre.

3) Soit a € R*. Montrer que si pour tout réel 8 non nul, la matrice M(a) + 6J est non
inversible, alors a = (0,0,0,0)

4) Soit G un sous espace vectoriel de .#4(R) contenant J et ne contenant aucune ma-
trice inversible.

a: Déterminer GN F et en déduire que la dimension de G est inférieure ou égale
al2.

b: Existe-t-il un sous espace vectoriel de .#4(R) de dimension 12 ne contenant
aucune matrice inversible et contenant J ?

Exercice 9  [Part 1] HEC 2005 oral voie E
Soit7 € R et A(¢) la matrice

—t t 1-—2¢

On note .# 1’ensemble de ces matrices lorsque ¢ décrit R.
1) Montrer que . est stable par produit matriciel.

2) Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles A(t) est inversible.
Montrer que dans ce cas, A(t)_1 appartient encore a ./ .

3
e

2
d’inconnue X € .Z .

4) Soit C = A(—1). Déterminer C" pour n entier naturel.

3) Résoudre I’équation

Exercice 10  [Part 4] Entralnement

On considere deux endomorphismes de R" oun > 2



1) Montrer que I’on a : kerg C ker(fog) et Im(fog) C Imf.

2) Montrer que si f o g est bijectif, alors f et g le sont aussi.

3) Soit A # 0. Montrer que A est valeur propre de g o f si et seulement si il 1’est aussi
de fog

4) Montrer que fog et go f ont les mémes valeurs propres.

Exercice 11  [Part 1] Entralnement
Pour A matrice de .#,(R), (n > 1), on pose C(A) = {M € .#,(R) | MA =AM}.

1) Montrer que C(A) est un sous espace vectoriel de .#,(R) de dimension supérieure
ou égale a 2.

2) On suppose que C(A) = .#,(R). On suppose R" muni de sa base canonique (e;) et
f I’endomorphisme dont la matrice est A.

a: Soit g I’endomorphisme tel que g(e;) = e; et g(ej) = O pour i # j.
Montrer qu’il existe ¢; tel que f(e;) = oye;

b: Montrer que les ¢; sont tous égaux.

c: Déterminer A

Exercice 12  [Part 4] Entrainement

Soit f une application linéaire de R® dans R? et g linéaire de R? dans R°.
On note A et B les matrices de f et g dans les bases canoniques respectives.

1) En utilisant Img, montrer que dim/m(go f) < 3.
Que peut-on en déduire pour go f?
Donner une valeur propre de go f.

2) On suppose que AB = (? (1)) .

a: Soit X € R? non nul, montrer que BX n’est pas nul.
b: Montrer que si A est valeur propre de AB, alors il est valeur propre de BA.

c: En déduire que BA est diagonalisable

Exercice 13  [Part 1] Entrainement
Soit A € #,(R), (n > 1). On cherche les matrices M de .#,(R) telles que AM —MA = A
1) Montrer que si I’équation proposée admet au moins une solution, elle en admet une
infinité.
2) Soit M une solution de I’équation.
a: Montrer que, pour tout entier naturel p : APM — MAP = pAP.

b: En considérant I’endomorphisme ¢ de .#,(R) défini par ¢ (N) = NM — MN,
montrer qu’il existe un entier  tel que A =0
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3) SoitA € .#,(R) telle que A"~ ! # 0 et A” = 0 et u I’endomorphisme canoniquement
associé a A.

a: Montrer qu’il existe un vecteur x tel que (x,u(x),u?(x),...,u" ' (x)) soit une
base de R".

b: Ecrire la matrice de u dans cette base.

Exercice 14  [Part 4] Entrainement
Soit A € ,(R), symétrique, dont tous les termes sont des 1 et des O et telle que :
kK1 1 ... 1
I k£ 1 ... 1
Az = avec k > 2.
I ... 1 k

1) Montrer que (1,1,...,1) est vecteur propre de A.
2) Montrer que n = k> — k+ 1 et en déduire que n est nécessairement impair.

3) Déterminer les valeurs propres éventuelles de A.

Exercice 15 [Part 4] HEC 2006 oral voie E
011
SoitA=11 0 1
001

1) La matrice A est-elle diagonalisable ?
La matrice A est-elle inversible ?

2) Déterminer tous les entiers naturels p et g tels que A2PT! = A%,

3) Existe-t-il un entier n € N tel que M" = A si

012
aM=|111
1 23
0 1 O
b: M=1|1 -1 1
0 1 1
Exercice 16  [Part4] HEC 2006 oral voie E
-1 0 1
Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canoniques’écritA=| 0 0 O
1 0 —1

1) Définition et propriétés des matrices de passage.

2) Donner une base et la dimension de ker f.



3) Donner une base et la dimension de Imf.

4) Donner les valeurs propres et les sous espaces propres de f ?

5) f est-il diagonalisable ?

6) Calculer A" pour n € N*.

7) On note I la matrice de I’identité. Déterminer les réels a tels que (A —al)?> = 1.

Exercice 17  [Part 1] HEC 2007 oral voie E
On donne les fonctions suivantes définies sur R :
fixr—1
giXx—>Xx

h:x+—— xIn|x| pour x # 0 et h(0) =0
On pose E = Vect (f,g,h).
1) Montrer que (f,g,h) est une base de E.

2) Soit Z I’application de E dans E définie par Z(u) = (gu)’. Montrer que Z est un
endomorphisme de E et donner sa matrice dans la base du 1).

3) M est-elle inversible ? Si oui, déterminer son inverse en minimisant les calculs.
4) Résoudre I’équation Z(u) = a+bg+ h ot a et b sont des réels fixés.

5) Déterminer une primitive de A.

Exercice 18  [Part 4] HEC 2007 oral voie E
Soit E I’ensemble des suites réelles et F 1’application qui a toute suite (u,) associe la suite
(vn) avec vy, = 41 — Uy.

1) Montrer que F est linéaire.

2) Calculer les images de F' d’une suite arithmétique, géométrique, arithmético géo-
métrique.

3) Donner une condition nécessaire et suffisante sur (u,) pour que la série de terme
général v, converge.

4) Trouver ker f et Im f

5) Soit S I’ensemble des suites vérifiant: Vne N  wu,12 = Su, 11 — 6u,.
Montrer que S est stable par F.
Montrer que la restriction de F' a S est un automorphisme.

6) Déterminer les valeurs propres de F.

Exercice 19  [Part 4] HEC 2007 oral voie E

Soit £ un R espace vectoriel de dimension finie. On note, pour tout endomorphisme u de
E et pour tout r de N* :

uozidE et u =uo...ou

r fois
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On commence par considérer un endomorphisme non nul de E tel que, pour tout x € E, il
existe r(x) € N* tel que u"™) = 0.
1) Donner deux conditions suffisantes de diagonalisabilit¢ d’une matrice réelle (en
toute généralité).

1

2) Montrer qu’il existe r € N* tel que u” soit nulle et que «”~" ne soit pas 1’application

nulle.
3) Déterminer les valeurs propres de I’endomorphisme u ; est-il diagonalisable ?

r—1 Ltk
4) Onpose: v=) —.
i—o k!
Montrer que v est un automorphisme de E. Exprimer I'inverse de v en fonction de

u.
5) Donner une relation simple entre keru et ker(v — id).

6) Déterminer les valeurs propres de v.

Exercice 20 [Part 4] HEC 2007 oral voie E

Question de cours : Donner une condition nécessaire et suffisante de diagonalisibilité
d’une matrice.

On considere I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique de R* estla
matrice

1 -1 -1 1
-1 -1 1 -1
M=1_1 1 -1

1 -1 -1 -1
1) Justifier que f est diagonalisable.

2) Montrer que —2 est valeur propre de f et déterminer la dimension du sous espace
propre E_; associé.

3) Calculer f((1,—1,—1,1)). En déduire une autre valeur propre ainsi que le sous
espace propre associé.

4) Déterminer une base Z de R* dans laquelle la matrice M’ de f est diagonale. Soit
P la matrice de passage de la base canonique de R* 2 la base %. Calculer M"°.

5) Calculer M" pour tout entier naturel .
6) On considere les suites (u,), (v,), (wy) et (t,) définies par ug, vo, wo et 1y et

( 1
Up+1 = Z(_”n_vn_wn +tn)
Vn+l = Z(_un_vn‘l‘wn_tn)
Wnel = Z(_Mn+vn_wn_tn>
1
[P | = _(un_Vn_Wn_tn>

\ 4
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Calculer u,, v, w; ett, en fonction de ug, vo, wy, Iy et n.
Que dire de leurs limites respectives ?

Exercice 21  [Part 4] HEC 2008 oral voie E

1) Question de cours : donner la définition d’une valeur propre et d’un vecteur propre
pour un endomorphisme.

Dans I’exercice, on note C° I’espace vectoriel des fonctions continues de R dans
R.

Soit ® I’application définie sur C°, qui, a toute fonction f de C” associe la fonction
g = D(f) définie par :

VxeR  gx) :/Oxf(t) di

2) Rappeler pourquoi, pour toute fonction f de C°, ®(f) est dérivable et expliciter sa
fonction dérivée.

3) Vérifier que @ est un endomorphisme de C°.

4) Donner un exemple de fonction continue sur R et non dérivable sur R.
L’ application P est-elle surjective ? injective ?

5) Recherche des valeurs propres de .
On suppose que ® admet une valeur propre A non nulle. Soit f une la fonction
propre associée a A. Montrer que f est dérivable sur R.
En dérivant la fonction x — f (x)e_%, montrer que f ne peut étre que la fonction
nulle.
Conclure alors que @ n’admet aucune valeur propre.

6) Pour toute fonction f de C, on pose : Fy = ®(f) etVn € N* F, = ®(F,_1).
Montrer que F, est de classe C"! sur R et préciser la valeur de ses dérivées succes-

sives en 0.
o C(x—1)"
En déduire que : VxR F,(x) = / ' f(t) dt
o n!
Exercice 22  [Part 4] HEC 2008 oral voie E
2 1 a
Pour tout réel a, on note A(a) la matrice | 1 1+4+a 1
a 1 2

1) Question de cours : rappeler la définition d’une matrice diagonalisable.
On admet la propriété suivante dans .#,(R) :  ‘(AB) ='BA.
Montrer que si une matrice est diagonalisable, sa transposée est également diago-
nalisable.

2) a: Justifier le fait que, pour tout réel a, la matrice A(a) est diagonalisable.
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b: Montrer que a est valeur propre de A(a) et déterminer le sous espace propre

associé.
1 1
c: SoitUy=|1])etUy=| 0 |.Calculer A(a)U; et A(a)U,
1 —1

d: Diagonaliser A(a).

3) Soit (xn)neN> (Vn)nen €t (zn)nen trois suites réelles vérifiant, pour tout n entier

naturel ,

Xnt1 = 2Xp+Yn

Yn+l =Xn+Yn+ 2

Zntl = Yn+22n
Xn

a: Sil’on pose, pour toutn € N, X;, = | y, |, quelle relation a-t-on entre X,, | et
n
X, ?

b: Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur xg, yo et zo pour
que les suites (x,), (v,) et (z,) soient bornées. Que peut-on dire alors de ces
trois suites ?

4) a: Montrer que si B et B’ sont deux matrices semblables de .#3(R) et qu’il existe
C € .#5(R) telle que C2 = B, alors il existe C' € .#4(R) telle que C'> = B'.

b: Montrer que si B et C sont deux matrices de .#3(R) telles que C?> = B, alors

BC =CB.
30
c¢: Sia € R, déterminer les matrices de .#3(R) commutant avec la matrice [ 0 6
0 0
d: Existe-t-il une matrice de .#;(R) telle que M> = A(3)?
Exercice 23  [Part 4] HEC 2009 oral voie E
1 a b
Soient (a,b,c) eR*etA= [0 1 ¢
0 0 1

On pose N =A —1I et M = N> — N (ou I désigne la matrice identité de .#(R).

Soient u et v les endomorphismes de R® associés canoniquement aux matrices N et M.

1) Question de cours : Matrices semblables, définition et propriétés.

2) Etudier la diagonalisabilité de A.

3) Montrer que A est inversible et exprimer A~! en fonction de 7 et de M.

]
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4) On suppose dans cette question que le rang de u est égal a 2.

a: Montrer I’existence d’un vecteur x de R? tel que Z = (u?(x), u(x),x) soit une
base de R>.

En déduire que N est semblable a

S o O
(= el
S - O

b: Exprimer la matrice de v dans la base 2 et en déduire que M et N sont sem-
blables.

c¢: Conclure que A et A~! sont aussi semblables.

Exercice 24  [Part 4] HEC 2009 oral voie BL

Soit x un nombre réel et M(x) la matrice de .#3(R) définie par :

Onnote E = {M(x)/x € R}.

1) Question de cours : Définition et propriétés des matrices inversibles.
2) L’ensemble E est-il un sous-espace vectoriel de .Z3(R) ?
3) L’ensemble E est-il stable par :
e la multiplication par un scalaire ?
e [’addition des matrices ?
e la multiplication des matrices ?
4) Les éléments de E sont-ils inversibles ? Si oui, leur inverse appartient-il a E ?
5) Les éléments de E sont-ils diagonalisables ?

6) Exprimer [M(1)]" en fonction de I’entier naturel n.

Exercice 25 [Part 4] HEC 2011 oral voie E
Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel non nul et R, [X] 1’espace vectoriel des po-
lyndmes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n. Onnote M = (m; ;) ; yye[1 n1]2
la matrice de .#,1(R) de terme général :

I sij=i+1
mj j = n+1—j sii=j+1
0 dans tous les autres cas

et u I’endomorphisme de R,[X] dont la matrice dans la base canonique (1,X,...,X") est
égale a M.
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1) Question de cours : Rappeler la définition d’un vecteur propre d’un endomor-
phisme.
Enoncer la propriété relative a une famille de vecteurs propres d’un endomorphisme
associés a des valeurs propres distinctes.

2) a: Calculer u(X*) pour k € [[0,n].

b: En déduire I’expression de u(P) pour P € R,[X], en fonction notamment de P
etde P

3) Pour k € [[0,n]], on pose P(X) = (X — )X + 1)k,
a: Calculer u(P).
b: En déduire que (Py, Py, ..., P,) est une base de R,,[X].

¢: L’endomorphisme u est-il diagonalisable ? Préciser ses valeurs propres et les
espaces propres associés.

4) Dans cette question, on suppose que n = 3.

a: Expliciter M et déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible
P telles que P~'MP = D.

b: Déterminer les matrices commutant avec D.

c: Existe-t-il un endomorphisme v de R3[X] tel que vov =u?

Exercice 206  [Part 4] HEC 2015 oral voie E

1) Question de cours : Condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme
soit diagonalisable.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On note Z la base canonique de R”.

Soit v un vecteur de R" de coordonnées vi,vs,...,v, dans la base £ telles que
n

Z Vi = 2.

i=1

On considére ’application f définie sur R"” qui, a tout x = (x1,x2,,...,%,) € R,

associe f(x) avec
flx)=x— (in) v

2) a: Montrer que f est un endomorphisme de R".
b: Déterminer f o f. L’endomorphisme f est-il bijectif ?
c¢: Quelles sont les valeurs propres possibles de f?

3) a: Déterminer les valeurs propres de f.

b: Quels sont les sous-espaces propres de f ? L’endomorphisme f est-il diagona-
lisable ?

4) a: Ecrire la matrice M de f dans la base 2.
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Vi VI ... Vi 0 0 . 0
. Vo Vo ... V) 0 0 . 0
b: Montrer que les matrices V = | | . .| et D= .
Vi Vi ... Yy 00 ... 2
sont semblables.
Exercice 27  [Part 4] HEC 2015 oral voie E

1) Question de cours : Définition d’un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Dans tout I’exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 1. Si p € N, on note R, [X]
I’ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a p.

On note I, la matrice identité de .#,(R). On rappelle que si A € .#,(R) et P(X) =
p

Z a;X* un polynéme de R, [X], alors P(A) désigne la matrice agl, +ajA + ... +apAP.

k=0

2) Soit A et Q deux matrices de .#,(R). On suppose que la matrice Q est inversible,
d’inverse notée Q1.
Soit P un polyndme a coefficients réels. Expliciter P(Q~! A Q) en fonction de P(A),
QetQ L.
3) a: Soit x1,x2,...,x, des réels deux a deux distincts et soit ¢ 1’application de
R,_1[X] dans R" qui, a tout polynéme P de R,,_ [X] associe le n-uplet (P(x1),P(x2),...,P(x,)).
Autrement dit : VP € R,_1[X] ¢@(P) = (P(x1),P(x2),...,P(xy)).
Montrer que I’application ¢ est bijective.

b: Soit A1,42,...,A, des réels non nuls et deux a deux distincts et 7' = (#; ;) (i j)elin]? €
»(R) une matrice triagulaire telle que pour tout i € [1,n], t;; = A;.
Etablir I’existence d’un unique polyndme P € R,,_ [X] tel que :
pour touti € [I,n],ona: A; x P(4;) = 1.
Que vaut T x P(T) ? Conclure.

4) Déterminer un polyndme P € Ry [X] tel que V¥(a,b,c) € R?, 'inverse de la matrice

1 a b
A=10 2 ¢ soit égal a P(A).
0 0 3
1.2 Analyse
Exercice 28 [Part 0] Entralnement

1
Soit f la fonction définie par f(x) = —In (— — 1).
x

1) Etudier f et montrer que le point de coordonnées (1/2,0) est centre de symétrie.
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2) Montrer que f admet une application réciproque notée g.
Donner le sens de variations de g, montrer qu’elle est dérivable et calculer g'(0).
Calculer g(y) en fonction de y.
1
3) Soit h définie par h(x) = .
) par h(x) = g
Montrer que 1’équation A(x) = x admet une seule solution dans R notée a.

4) On définit la suite (u,) par :

{ Up+1 = h(un)
1
u = =
T 2
1
Montrer que, pour tout z on a : |u, 1 —a| < §|un —al.
En déduire la convergence de la suite (u,). Donner une méthode du calcul de a a €
pres.
Exercice 29  [Part 3] Entralnement

. Foo 2 /2
Pour n € N, on définit : [,, = / Xle /2 dx.
0
1) Prouver ’existence de 1,,.

2) Pour tout n € N, calculer I, et I,

3) a: Montrer que, pour toutn € N* :
~+oo ~+oo
/ 2 gy — / Ol /2 gy
0 0

n+2

n 1 [t 1
b: Montrer que : n~ 2 I,y —n_%lln = 5/ x”e_”xz/z(x—f- ——2)dx
0 X
, 1
c: Etudier les variations de la fonction f(x) = x+ — — 2. En déduire :
x

0 < Vnly < Iy

1 2
4) Montrer que : 1 — . <Van4d™" ( n) <1
n n
Conclure !

Exercice 30 [Part 6] Entrainement

Soit E={(x,y) €R* /x>0etO<y<letx+y<2}
et E' ={(x,y) €R?> /x>0et0<y<letx+y<2}.
On admet que E est un ouvert de R? et que E’ est un fermé de R2. Soit f la fonction
définie sur E par :
flxy)=x+y = 20" +x+7Ty
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1) Représenter graphiquement I’ensemble E’.
2) Montrer que f n’admet pas d’extremum (local) dans I’ouvert E.

3) Déterminer les extremums de f dansk’.
En déduire un encadrement de f sur E’.

Exercice 31  [Part 0] Entralnement

Cours : rappeler les propriétés d’une fonction continue sur un segment.

Soit @ € R.

Question préliminaire : Etudier la fonction g, définie par g4 (x) = x> — ax.

1) Montrer que I’application / définie par /(x) = [x* — otx| est continue sur R.
En déduire que max |x* — oix| existe. On note f(a) ce nombre.

x€[0,1]
2) Montrer que si o < 0, alors f(a) > 1.
1
Montrer que si & > 1, alors f(a) > 2

3) Soit a €]0,1].
o>
Montrer que f(@) = max (T’ 1— Ot).

En déduire min f(a).
o€lo,1]

4) Calculer min f(«).
aeR

Exercice 32  [Part 3] Entrainement

~+o0 e*l‘
1) ] Montrer que I'intégrale / - dt converge si et seulement si x € R}
. ~+oo e—t
On pose alors, pour x € R} f(x) = / e dt
X

2) Montrer que f est de classe C* sur R et calculer sa dérivée f'.
En déduire les variations de f.
3) Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +co.

4) En effectuant une intégration par parties, montrer que

1 1 1
Vx € RS —e (1 — —) <flx) < —e™
X X

X

En déduire un équivalent simple de f(x) au voisinage de +oo.

| )
5) On pose, pour x €]0,1[, g(x) = / te dt.

X
Montrer I’existence de lim g(x).
x—0

En déduire un équivalent simple de f(x) quand x tend vers 0.
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Exercice 33  [Part 2] Entralnement
, In(k
1) Etudier la convergence de la série ) %
In(x)

2) Soit f(x) = —2. Etudier cette fonction.
x

3) Démontrer la proposition suivante :

n n n
Wn>3, / In(7) +ln(2) < Z In(k) </ In(z) N In(2) N In(3)
3t 2 =k 3t 2 3
" In(k
et en déduire un équivalent simple de §,, = Z n](c ) .
k=1

4) On se propose de démontrer I’existence d’un nombre c tel que

S, = =In%(n) 4+ c+£(n) ot &(n) tend vers 0 quand n tend vers Iinfini.

2
In(n)  In(n) (ln(n))

a: Démontrer que : Vn € N*, In?(n) —In*(n—1) =2

n n? n?
1 1

b: On pose u, = n(n) _ E[lnz(n) —In?(n—1)].
n
! In?(n)

Dé t =85,—851—
émontrer que kZ’z u, =S, — 8 5
c: Conclure.
Exercice 34  [Part 3] HEC 1999 oral voie E

Pour tout réel a strictement positif et tout entier naturel n, on pose :
o0
I(a) = / (1 — ') di
0

1) Justifier la convergence de ’intégrale impropre définissant ,,(a).
1

:n+l

b: En déduire que, pour tout réel a vérifiant a > 1, on a lirf I,(a) =0.
n——+oo

2) a: Montrer que, pour tout entier naturel n, on a I,(1)

3) a: Alaide d’une intégration par parties, montrer que
Va>0 VneN (n+1)(,(a)—ILi(a)) =al,ti(a)
b: En déduire I, (a) en fonction de I,,(a).
4) Pour tout réel a vérifiant @ > 1 et tout entier naturel n, on pose : S,(a) = Zn: Ik(a).
k=0

1 n+1
: P I’égalité : S, =——— ,(a).
a: Prouver 1’égalité w(a) o | w(a)
b: Montrer que, pour tout réel a vérifiant a > 1, la suite de terme général S, (a)

est convergente.
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c: Ecrire une fonction Scilab qui renvoie la valeur de S,,(a) (on utilisera 1’en-téte
function y=S(n,a)).

Exercice 35 [Part 2] HEC 2000 oral voie E

Pour tout entier naturel » non nul, on pose :

I 1
Uy = | ————dt
’ /o (T+e4)
1) a: Montrer que la suite (u,),cn+* €st monotone.
b: Montrer que la suite (u,),c y+ est convergente. On note ¢ sa limite.
2) a: Pour tout élément a de |0, 1] et tout entier naturel n non nul, prouver I’inéga-
lité :
1
(1+a*)"

b: Pour tout élément a de |0, 1], prouver I’inégalité : ¢ < a.

U, <a+

¢: En déduire la valeur de /.

3) a: Pour tout entier naturel non nul, établir 1’égalité :
1 4
Uy = %+4n /0 (l—kttw dt
b: En déduire, pour tout entier naturel » non nul, I’égalité :
1 Up
Upt1 — Un = 22 an
c: Prouver la convergence de la série de terme général % (n € N¥).

4) Déterminer la nature de la série de terme général u,, (n € N*).

Exercice 36  [Part 2] HEC 2001 oral voie E
Pour tout réel x de | — 1, 4-oo[, on pose f(x) = In(1 +x).
1) a: Pour tout entier naturel n et tout réel x de | — 1, 4-o|, calculer f (n) (x).

b: Pour tout entier naturel n, justifier I’égalité

no(_1\k—1 1
In2 = ZL_,_% A (1—2)" 04D (1) ar

k=1 k
(_1 k—1
¢: En déduire que la série de terme général — est convergente et donner
sa somme.
2n 1
2) Pour tout entier naturel » non nul, on pose H,, = Z % et u, = Z z
k=1 k=n+1
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a: Quelle est la limite de la suite (H,),cn* ?
b: A I’aide d’un encadrement, déterminer la limite de la suite (u,),cy*-
n242n 1
3) Pour tout entier naturel n, on pose v,, = Z o
k=n2+1
a: Déterminer la limite de la suite (v;),eN-

b: Déterminer la nature de la série de terme général v,, .

Exercice 37  [Part 3] HEC 2002 oral voie E

1) a: Donner le développement limité 4 1’ordre 4 en O de la fonction x — In(1 +x?)

b: Trouver des équivalents simples de In(1 + x?) quand x tend vers oo et quand
x tend vers 0

2) Soit f la fonction définie sur I’intervalle I =]0, 4o par

1

Vx>0 = ——

a: Montrer que f admet sur I une primitive de la forme x — alnx +bIn(1 +x?),
ou a et b sont des constantes que I’on déterminera.

—+oo
b: Soitx un réel strictement positif. Justifier la convergence de I’intégrale f(t)dt
X

1 1
et montrer que sa valeur est égale a F(x) = 3 In (1 -+ —2)
x

oo |
¢: Démontrer la convergence et I’égalité des intégrales / F(t)dtet / e dt
0
Exercice 38 [Part 0] HEC 2005 oral voie E

Pour n € N*, on pose

1 1
In:/ X X dx
O (14x) (145 (142)
(I+x) (145 +-
Etudier la suite (I,),cn+» montrer que
I dx
meN < [ S
" "= Jo 1+xIn(n)

et déterminer la limite de la suite (1,),,cn*-

Exercice 39  [part 0] HEC 2005 oral voie E
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Soit a € R™. On se propose de déterminer les fonctions f trois fois dérivables sur un
intervalle [0, 2a] a valeurs réelles et telles que

wewa L0=r(5)es(o-3)

Montrer qu’il existe ¢ € [0,2a] tel que f”(c) = max (f”(¢)) et prouver que f”(c) =

1€[0,24a]
(€
f <2>f .
Déterminer alors les solutions f.
Exercice 40  [Part 3] Entralnement

1) Etudier la fonction f : x —

x z .. Ve
1 sur R™* et vérifier qu’elle est bornée.
e —

2) Montrer que :

X xXe
Vx>0 VneN* =xe "y ey ——r
X n 1 xe e "+

3) Etudier la convergence des intégrales

+oo +oo xef(n+1)x
J= / fx)dx et I= / X i
0 0

e —1
o . o1 1
4) Déterminer la limite de /,, quand n tend vers +oo et en admettant que Z 2=
k=1

déduire la valeur de J

Exercice 41  [part 0] Entrainement (court)

Lo
O I, = d

n pose I, /0 T u

1) Montrer que la suite (1,) est monotone et convergente vers 1

2) A l’aide d’une intégration par parties, déterminer la limite de n(1—1,) et en déduire
un équivalent de 7,,.

Exercice 42  [part 0] Entrainement

)
Pour tout réel x, on pose F(x) = / e dt.
0

1) Montrer que F est une bijection de R dans R.
2) Montrer en utilisant F~! qu’il existe une unique application f de R dans R telle
que :

f(x) 2
Vx € R / e dt=1
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3) Montrer que f est dérivable et que la droite d’équation y = x est asymptote a la
courbe de f en +oo.

Exercice 43  [part 2] Entrainement

1) Montrer que, pour x positif assez petit,ona: 0 <x—In(14x) < x%.
2) A I’aide d’intégrales, montrer qu’il existe deux réels a et b tels que

Y VA~ an®
k=1

1 k
3) Trouver la limite de : H <1 + —)
k=1

Exercice 44  [Part 3] Entralnement

On considere la fonction f définie sur R™ par :
X e*f
xX)=x | —=dtsix#0 et 0)=0
f@) = [ drsin 7(0)

1) Montrer que f est bien définie et de classe C! sur R,

x ,—1
2) Montrer que I’intégrale / —= dt est convergente et préciser sa valeur en utilisant

0 Vit
2

le changement de variable t = %

3) Déduire de 2) un équivalent simple de f en +oo

Exercice 45 [Part 3] Entralnement

x*Inx

x2—1

1) Montrer que 1’on peut prolonger f en une fonction continue sur [0, 1] (que I’on
notera f également).

On considere la fonction f : x +—

2) Montrer que, pour tout n € N*, on a :

/lf(x)dxz — i/leklnxdx+/1x2"f(x) dx
0 = /o 0

1
3) Montrer que / x?"f(x) dx tend vers 0 quand 7 tend vers oo,
0

4) Conclure.
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Exercice 46  [Part 3] HEC 2006 oral eco

Soit E 1’ensemble des fonctions f de R™ dans R de classe C? telles que
VxeRT  f(x)— (14+xM)f(x)=0

On admet que E contient une unique fonction fy vérifiant f,(0) = f}(0) = 1.
1) Rappeler la définition et les propriétés des fonctions convexes et montrer que fg est
convexe.

2) Montrer que : VxeRY  fo(t) > 1.
~+oo
3) Montrer I’existence de I’intégrale ——— dt
0

f3(2)
~+oo
4) On définit f; par : Vx€RT fi(x) = fo(x) /

Montrer que f; € E et que f] est bornée.

dt.

1
f3(@)

Exercice 47  [Part 6] Hec 2006 oral voie E

Soit a > 0 et f définie sur (R**)? par f(x,y) = x> +y> + a
Xy
Déterminer les extremas de f.

Exercice 48  [part 0] HEC 2006 oral voie E
n .k

Z %) e " est dérivable et

1) Montrer que la fonction g, définie sur R par g,(x) = (
k=0

calculer sa dérivée.

2) Montrer que, pour tout n € N, I’équation

admet une solution et une seule dans R™.
Dans la suite, on note a,, cette solution.

3) Ecrire une fonction Scilab permettant de calculer g, (x), puis une autre permettant
d’obtenir une valeur approchée de a,, & 1072 pres.

4) La suite de terme général a, est-elle monotone ?

Exercice 49  [Part 3] HEC 2008 oral voie E (adapté)

1) Question de cours : définition du développement limité a I’ordre 2 d’une fonction
au voisinage de 0. Cas d’une fonction de classe C? au voisinage de 0.

Soit f la fonction définie par f(x) = e~ et F la primitive de f sur R vérifiant
F(0)=0.
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2) Etudier les variations de F et tracer sa courbe représentative dans un repere ortho-
normé.

1
o —(xt)? .
3) a: Montrer que, pour tout x réel, I'intégrale / e~ ) dr existe.
0

1
On définit alors la fonction G par : G(x) = / e 0’ dp.
0

b: Démontrer que G est dérivable sur R* et que sa dérivée est donnée par :

2
. xe ™ — F(x)
En déduire les variations de G.

c: Montrer que G est continue en 0 et que liI_P G(x) =0.
X——o0

d: Vérifier que G est dérivable et que G’ est continue sur R.

4) a: Montrer que G vérifie :
Vxe R xG'(x)+G(x) = f(x)
b: On veut prouver que G est ’'unique fonction g dérivable sur R telle que :

WWER xg(x)+e) = f¥)  (E)

Soit G| une fonction réelle dérivable sur R et vérifiant I’équation (E).

On pose H = G — Gj.

Déterminer H (x) pour x > 0, puis pour x < 0. Conclure en utilisant la conti-
nuité de H en 0.

Exercice 50  [part 0] HEC 2009 oral voie E

On considere la suite réelle (u,),cn définie par :

26 24
+

up=3, uy =29/9etVvne N, u,» =9—
Up+1 UnUp+1

(1).

1) Question de cours : Enoncer les résultats concernant les suites récurrentes linéaires
d’ordre 2.

2) Ecrire une fonction Scilab permettant de calculer la valeur du terme u, pour tout
n € N (parametre de la fonction).

3) Montrer qu’il existe une unique suite réelle (a,),cn & valeurs dans N* telle que :

010:3
a
vne N, u, = ntl

an
Vn € N, ay13 =9a,2 —26a,1 + 24a, (2)

4) Prouver que pour tout n € N, a, = 2" +3" 44" (3).
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5) Expliciter u, en fonction de n, puis lim u,,.

n— o0
Exercice 51  [Part 3] HEC 2010 oral voie BL
+oo e*l‘ d
Soit H définie par : H(x :/ t
P =) 20+

1) Question de cours : Citer des conditions suffisantes de convergence pour une inté-
grale impropre.

2) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles H (x) est convergente.

3) Etudier les variations de H sur |0, +oof et déterminer sa limite en oo

~+o0
4) Démontrer que H(t) dt converge et exprimer cette intégrale en fonction de

H(0). ’
5) Soit (x,) la suite définie par : xg = 1 et x,1 = H(xy,).
a: Prouverque: VneN x,cR™.
b: Montrer qu’il existe un unique o > 0 tel que H(at) = a.
c: Montrerque: VneN |x,—al < %|xn —al.

d: En déduire que (x,) est convergente.

Exercice 52 [Part 2] HEC 2011 oral voie E

On admet la propriété & suivante :
si la suite (uy,),cn converge vers le nombre réel L, alors la suite (V,),,cn+ définie par :

1
V, = ;(uo—i—ul —|—...—|—un_1)
converge aussi vers L.

On se donne deux nombres réels a et B tels que 0 < a < fB.
Soit (uy),en la suite réelle définie par :

1+ a.uy,

>0 et VneN, = gy - Felln
uo n Upi1 = Up 1+ﬁ-un

1) Question de cours : Convergence et divergence des suites réelles monotones.
2) Dans cette question seulement, on suppose & = 1 et f§ = 2.

a: Etudier les variations de la fonction f définie sur R™ par :

b: Etudier la convergence de la suite (1,,).
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3) Dans le cas général, prouver que la suite (u,,) converge et donner sa limite.

4) On pose v, = —. Prouver que la suite (v, — v,),en converge vers B — o.
Un

5) En utilisant la propriété &2, déduire du résultat précédent un équivalent de u, de la

forme — lorsque n tend vers +oo, ol g est un réel strictement positif.
q.n

Exercice 53  [Part 0] HEC 2011 oral voie BL

On considere la suite (u,) définie par la donnée de son premier terme uy # 1 et par la
relation de récurrence :

uz+ 1

u, — 1

1) Question de cours : Enoncer le principe du raisonnement par récurrence.

2
, 1
2) Etudier les variations de la fonction f définie sur R — {1} par f(x) = s
x j—

vneN Up+1 =

signe de f(x) — x.
Donner I’allure de la courbe représentative de f.
Justifier que la suite (u,) est bien définie.

3) On suppose dans cette question que ug > 1.
Montrer que pour tout entier naturel n non nul, u, >2(1+ ﬂ)
Montrer que la suite (u,) est croissante et déterminer sa limite.

4) Etudier de méme le cas ot ug < 1.
Montrer que le suite (u,) est monotone. Etudier la nature de cette suite.

Exercice 54  [Part 2] HEC 2011 oral voie BL

uestion de cours : Crite érie 3 itifs.
1 tion d Criteres de convergence d’une série a termes positifs

Pour tout entier n > 2, on considére la fonction f,, définie sur [0, 1], & valeurs réelles,
par :

fal®) = (1 =)/
1
On pose, pourn > 2, u,, = 1 —/ Su(x) dx
0

2) a: Etudier les variations de la fonction f; sur [0, 1].
Calculer la dérivée seconde de f; et en déduire que f;, est une fonction concave.

b: Montrer que la courbe représentative de f,, dans le plan rapporté a un repere
orthonormé, est symétrique par rapport a la premiere bissectrice.

1 1/n
c: Montrer que 1’unique point fixe de f, sur [0, 1] a pour abscisse x,, = (5) .

Xn
3) On pose, pour toutn =2 : v, = (1 —x,)? et w, = / (1 — fu(x)) dx.
0

A I’aide de la représentation graphique de f,,, montrer que : u, = v, + 2w,
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4) a: Quelle est la nature de la série de terme général v,, ?

b: Etablir, pour tout réel y positif, la relation :

1—
_ ]/”——y
1 Y - n—1
1+Zyk/}’l
k=1
c: En dédui r 0< < 2
: En déduire que ’'on a : <w, < ———.
q n (n—|—1)2

d: Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

Exercice b5  [Part 2] HEC 2012 oral voie E

1) Question de cours : Définition d’une série convergente. Pour quels x réels la série
de terme général (In(x))" est-elle convergente ? Calculer alors sa somme.

2) Pour tout entier n > 1, on note f;, la fonction définie sur I’intervalle |0, 4-oo] par :

ful) = (In(@))" —x

a: Calculer les dérivées premiéres et seconde f;, et f,/ de la fonction f;,.
b: Montrer que la fonction f| ne s’annule jamais.
c: Justifier I’existence d’un réel a €]0, 1] vérifiant I’égalité :  fo(a) = 0.

3) On suppose maintenant que n > 3 et on s’intéresse aux solutions de I’équation
(E;)  fu(x) =0 sur I'intervalle |1, +oo[.

a: Dresser le tableau de variations de f, sur |1,4-oo[ et montrer que (E,) admet
deux racines notées u, et v, sur |1, oo (avec u, < vy).

b: Calculer lim v,.
n—r—+oo

c: Montrer que la suite (u,),>3 est convergente et calculer sa limite.

Exercice 56  [Part 2] HEC 2012 oral voie E

1) Question de cours : Convexité d’une fonction définie sur un intervalle de R.

X
2) a: Justifier que, pour tout x dans R, ’intégrale / exp(tz) dt est convergente.
0

On pose f(x) = /Oxexp(tz) dt

b: Montrer que f est de classe C? sur R. Etudier la parité et la convexité de f.

c: Etudier les variations de f sur R et tracer I’allure de la courbe représentative
de f dans un repere orthogonal du plan.

s . . . 7z poR l
3) a: Etablir, pour tout n € N*, I’existence d’un unique réel u,, vérifiant f(u,) = —.
n

b: Montrer que la suite (u,),cn+ est décroissante et convergente.
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: Déterminer lim u,.

n—+oo
4) a: Etablir pour tout u € [0,In(2)] I’encadrement : I+u<exp(u) <1+2u.
b: En interprétant le résultat de la question 3) ¢, montrer qu’il existe un entier
naturel ng tel que pour tout n > ng, on a :
Up 1 Un
/ (1+2)dr<-< / (1+2¢%) dr.
0 n Jo
¢: Montrer que gril nuz =0 et en déduire un équivalent de u,, quand » tend vers
n oo
o0,
Exercice 57  [Part 3] HEC 2017 oral voie E
2
Soit f la fonction définie sur R™ par : Vx>0 flx)= xx ]
e p—
1) a: Question de cours : rappeler la définition de la continuité en un point d’une

b:

fonction réelle d’une variable réelle.

Montrer que f se prolonge de maniere unique en une fonction continue sur
R™.

2) Justifier, pour n € N*, 1’égalité :

3)

4)

5)

: Justifier, pour tout n € N*, I’inégalité Z s < o

oo )
/ t2e "dt = =
0 n

: Etablir, pour tout 7 > 0, I’inégalité : fr) <zt

—+oo
: Justifier, pour tout n € N, la convergence de I’intégrale / f®)e™ dr.
0

~+o0
. - —nt g,
: Montrer que n1—1>1:Ii-loo A f(t)e ™ dr=0.
n
: Etablir, pour tout ¢ > 0, I’égalité : flt)y=1¢% Z e M4 f(r)e ™.
k=1
o0 o0 1
En déduire I’égalité : / flt)dt=2 Z -
0 i1k
=2 1

2
k=n+1

Compléter le script Scilab suivant, pour que la fonction approx affiche une

~+o0
valeur approchée de I’intégrale I = / f(t) dt avec une précision epsilon
0

entrée en argument.

function I=approx(epsilon)
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end
disp(I,’intégrale = ’)
endfunction

1.3 Probabilités

Exercice 58  [Part 7] Entralnement
2x
Soit f la fonction définie par f(x) = / e dt.
X
1) Etudier la parité de f (en utilisant un changement de variable).

2) Trouver le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

3) En encadrant e pour ¢ > 1, majorer f(x) et en déduire la limite de f(x) quand x
tend vers I’infini.

4) Etudier les variations de f et préciser d’éventuels points d’inflexion.

5) Soit X une V.A.R. suivant une loi normale centrée d’écart type ©.
Trouver a > 0 pour que P(a < X < 2a) soit maximal.

Exercice 59  [Part 7] Entralnement

Pour tout réel m, on note f,, la fonction définie sur R par :

fm (x) _ e—|x—m|

: Etudier cette fonction : continuité, dérivabilité, variations, limites,...

1) a
b: Représenter graphiquement fj.
Comment peut-on en déduire la représentation de f,, ?
~+o0
2) a: Calculer / fm(2) dt.

b: Déterminer ’'unique réel k tel que k. f;;, soit une densité de probabilité.

(]

: Soit X;,, une variable aléatoire admettant k. f,, pour densité.
Montrer que X, a une espérance et une variance et calculer ses moments.

d: Déterminer la fonction de répartition F;,, de X, et donner I’allure de la repré-
sentation graphique de F;,.

3) Une entreprise vend de la farine conditionnée en sac. Le poids, en kilogrammes,
d’un sac quelconque est une variable aléatoire X de méme loi que X».

a: Quelle est la probabilité qu’un sac pese plus de 20 kilos ? moins de 20 kilos ?
b: Quelle est la probabilité que le poids d’un sac soit compris entre 18 et 22 kilos.

c¢: Quelle est la probabilité que le poids d’un sac soit supérieur a 21 kilos, sachant
qu’il est supérieur a 20 kilos ?



Préparation aux oraux hec voie E 29

d: Comment choisir a pour que la probabilité de I’événement “I’écart |X — 20|

entre le poids d’un sac et sa moyenne est inférieur a " soit supérieur ou égales
a0,9?

Exercice 60  [Part 8] Entrainement

Deux compagnies GUEPE et ABEILLE affretent chacune 1000 navires.
Le colit de remplacement est de 10 millions d’euros pour chaque navire. La probabilité
qu’un navire coule est de 0,001.

Soit X le nombre de navires perdus par GUEPE et Y le nombre de navires perdus par
ABEILLE.

1) Déterminer les lois de X et de Y. Calculer la probabilité pour que le nombre de
navires perdus par ABEILLE soit k. Calculer E(X), E(Y), V(X) et V(Y).

2) Par quelle loi peut-on approcher les lois de X et de Y ?
Trouver le montant des réserves financieres que doit posséder chaque compagnie
pour honorer ses contrats avec une probabilité supérieure a 0,999. Donner une mé-
thode d’évaluation de ces réserves.

3) Les 2 compagnies fusionnent. Que se passe-t-il ?

Exercice 61 [Part 0] Entralnement

Soit N et n deux entiers naturels non nuls. On considére N + 1 urnes numérotées de 0 a V.
L’urne & contient k boules rouges et N — k boules blanches.
On choisit au hasard une urne et on tire avec remise dans cette urne.

On note R; I’événement : “obtenir une boule rouge au i tirage"
et AjI’'événement : Ry NRyN...NR;.

1) Calculer P(Ry), P(A1) et P(A).

2) On note p,, la probabilité conditionnelle Py, (R, 1)
a: Calculer p; en fonction de N.
b: Calculer P(A,) puis p, en fonction de N et n.

3) Calculer lim p,.
n——+oo

4) Calculer i n-
) acuerN_lg}wp

Exercice 62 [Part 8] Entratnement (court)

Avant le dépouillement d’une élection ou 2 candidats A et B sont en lice, on veut estimer
la proportion de voix obtenues par A.

Pour cela, on répete n fois I’expérience suivante : on retire un bulletin des urnes, on note
pour qui il est et on le remet.

On note X,, le nombre de bulletins pour A parmi les n
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et on note ¥, = —=.

On note u, = P(\nYn —p|>0,01).

Soit @ un nombre compris entre 0 et 1. On cherche le nombre de bulletins qu’il suffit
de dépouiller pour que u, < a, c’est a dire pour connaitre p a 0,01 pres avec un risque
d’erreur inférieur a a.

Trouver la loi de X, ainsi que son espérance et sa variance.

n
Montrer que V(X,) < —

Trouver un majorant de u, ne dépendant que de n.

Comment faut-il choisir n pour réaliser la condition du début avec a =0,1?

Exercice 63  [Part 5] HEC 1999 oral voie E
I+a 1—a
Soit a et b appartenant a ]0, 1[. Onpose M = | 4 2 b1 %_b
—~ 5

Soit f € .Z(R?) dont la matrice relativement 2 la base canonique est M.
1) Déterminer les vecteurs de R? invariants par f.

1
2) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. Calculer M" pour a = 3

2
th="=.
4r=3

3) Un castor bigame possede deux maisons. L’une sur une ile au milieu de la Loire,
I’autre sur la rive droite. Chaque jour a midi, il essaie de changer de maison : il
effectue donc une tentative par jour, mais compte tenu du courant, il n’est pas siir
d’aboutir (auquel cas il rebrousse chemin).

Il a une chance sur 6 de pouvoir quitter 1’ile pour atteindre la rive et une chance sur
3 de pouvoir quitter la rive pour aller sur I'ile.

Sachant que le premier juillet 99, il se dore au soleil levant sur 1’ile, quelle est la
probabilité qu’il soit sur I’1le le 3 juillet 99 au soir ? le 20 Aot au soir ?

Exercice 64  [Part 0] Entralnement

. 7’ o 7z 2z n
On admet que, pour tout entier naturel fixé, la série de terme général (k>x" converge

absolument pour tout réel x de | — 1,+1] et que

2 (0= e

n=k

2
Soit p un nombre réel tel que 0 < p < 3
n

Dans un pays, la probabilité g, qu’une famille ait exactement n enfants est % quand

n>l.

Par ailleurs, la probabilité, a chaque naissance d’avoir un gargcon est 5
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1) Calculer la probabilité g qu’une famille ait au moins un enfant.
Calculer la probabilité gy qu’une famille n’ait aucun enfant.

2) Soit n un entier donné (n > 1) et k un entier tel que 0 < k < n.
On considéere une famille donnée de »n enfants.
Calculer la probabilité pour qu’une famille ait exactement k gargons.

3) On suppose k > 1. Calculer la probabilité pour qu’une famille ait exactement k
garcons.

4) Calculer la probabilité pour qu’une famille n’ait aucun garcon.

Exercice 65  [Part 0] Entralnement

Un arbre produit des fleurs ; N désigne le nombre aléatoire de centaine de fleurs pour une
saison. N + 1 suit une loi géométrique de parametre p

1) Calculer E(N),V(N)

2) Une année I’arbre produit 1000 fleurs. Déterminer p pour que P(N = 10) soit maxi-
mum.

3) La probabilité qu’une fleur donne un fruit est 2/3. La probabilité qu’un fruit soit
mangé avant maturation est 1/4.
Calculer la probabilité qu’une fleur donne un fruit mur

4) Soit r < n. Calculer la probabilité conditionnelle de 1’événement (N = n), sachant
que r fruits sont arrivés a maturation.

Exercice 66  [Part 5] Entrainement
Cours : Rappeler la définition et les propriétés du coefficient de corrélation linéaire.
On considere un couple de variables aléatoires X et Y suivant la méme loi de Bernoulli :

PX=0)=PY =0)=gq PX=1)=P¥=1)=p=1—gq
1) Prouver que les données précédentes ne suffisent pas a déterminer la loi du couple
(X,Y).

2) Démontrer que I’ensemble des lois possibles pour le couple (X,Y) s’identifie a une
partie de I’ensemble des solutions du systeme linéaire suivant d’inconnues a, b, c,d :

I 1 0 0\ /a q
oo 1 1|[e] |[p
1 010 c_q(*)
o101/ \a p

3) Par un raisonnement probabiliste, déterminer une solution particuliere du systeme
(%)-

4) Toujours par un raisonnement probabiliste, démontrer que la matrice du systeme
(%) n’est pas inversible.
Déterminer alors une base de son noyau.
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5) Quelles sont les lois possibles pour le couple (X,Y)?

6) Le réel p étant fixé, quelles sont les valeurs possibles pour le coefficient de corréla-
tion linéaire de X et Y ?
On notera en particulier r,,;,(p) la valeur minimale du coefficient de corrélation
linéaire.

7) Déterminer r,,;, 5 ) Comment calculer le minimum de r,,;,(p) lorsque p varie

entre Oet 1?

Exercice 67 [Part 7] HEC 1999 oral voie E

On consideére une suite (X,),cn* de variables aléatoires indépendantes, définies sur un
espace probabilisé (Q,.o7, P), toutes de méme loi uniforme sur le segment [0, 1].
Pour tout entier naturel n et tout élément @ de €, on réordonne par ordre croissant les
réels X (@), X2(w), ..., Xon+1(®), et on note M, (@) le terme médian, i.e. le (n+ 1)-eme
dans I’ordre croissant.

1) Pour tout réel x de [0, 1], exprimer P(M,, < x) a ’aide d’une somme de termes.

2) En considérant les variables X; = 1 —X; (k € N*), montrer que la variable M, est
1
d’espérance égale a 5
3) Prouver I’égalité :

E(M,) = /O p(My > ) d

4) a: Pour tous les entiers naturels k et m tels que 0 < k < m, calculer I'intégrale :

1
lim = / xk(l —x)m*k dx
0

b: Retrouver ainsi, par un calcul, la valeur de I’espérance de M,,.

Exercice 68  [Part 5] HEC 2001 oral voie E

Une urne contient 3 jetons numérotés 1, 2 et 3. Dans cette urne, on effectue des tirages
successifs, chaque tirage se déroulant selon le protocole suivant :
on tire au hasard un jeton parmi les 3 et on le replace dans I’urne apres avoir changé son
numéro par un numéro choisi au hasard entre 1, 2 et 3 (il se peut donc que le jeton garde
le méme numéro).
On note X, le nombre de numéros distincts présents dans 1’urne aprés le n'“ tirage. Ainsi
Xo =3.

1) Déterminer la loi de X ainsi que son espérance.

2) Pour tout entier naturel n on pose p, = P(X, = 1), g, = P(X,, =2), r, = P(X, = 3).

Pour tout entier naturel n prouver la relation :

Pn+1 Pn
Gni1 | =A | qn
41 T'n
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310
A= ) 6 6 6

0 2 3
3) Montrer que la suite (g, ),en* €st constante.
Déterminer p, pour tout entier naturel .
Déterminer r, pour tout entier naturel n.

Déterminer I’espérance de X;,.

R 8o T8

4) Déduire de la question précédente, sans nouveau calcul, que la matrice A ad-

met 1 comme valeur propre et déterminer un vecteur propre associé a cette
valeur propre.

1
b: Vérifierque | 0 | est vecteur propre de A et que A est non inversible.
—1

5) Comment, a I’aide de la matrice A, retrouver les résultats du 3) ?

Exercice 69 [Part 7] HEC 2002 oral voie E
1) Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p €)0, 1].
Etablir I’égalité :
~+oo
=) P(X >k)
k=0
2) Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans N, possédant une espérance.

a: Pour tout entier n établir 1’égalité :

n n
Y P(Y>k)= Z —(n+1)P(Y > n)
k=0 k=1
—+oo
b: Déterminer la limite suivante :  lim Z kP(Y =k).
n—4-oo
k=n+1
~+oo
c: En déduire I’égalité : E(Y)= Z P(Y > k)
k=0

3) Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parameétre A. Etablir
I’égalité :

E(X) = /;wp(x > 1) di

4) Soit Y une variable possédant une densité notée f nulle sur | — e, 0] et continue sur
R™. On suppose que Y posséde une espérance.

a: Pour tout réel positif 7, établir 1’égalité :

T T
/ tf(t)dt = —-TP(Y > T)+/ P(Y >1t)dt
0 0
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b: Déterminer la limite suivante : Tlim TP(Y >T)
— oo
o0
c: En déduire I’égalité : E(Y)= / P(X >1)dt
0
Exercice 70  [Part 0] HEC 2005 oral voie E

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,A, P) et a valeurs dans

N. Pour tout ® € Q, on pose Y (®) = @ si X(w) estpairetY(w) = 1_%“0) sinon.
1) Déterminer [Y = 0] et, pour chaque k € Z, [Y = k|.
2) Soit p €]0, 1[. On suppose que la loi de X est donnée par :
Vk e N, P(X =k)=p(1—p)*
Déterminer alors la loi de Y ainsi que son espérance mathématique
Exercice 71  [Part 0] HEC 2005 oral voie E

Une urne contient des boules numérotées de 1 a n.
On effectue des tirages avec remise tant que les numéros obtenus forment une suite stric-
tement décroissante.

1) Déterminer la loi de la variable aléatoire X représentant le nombre de tirages effec-
tués.

2) Déterminer son espérance mathématique et la limite de cette espérance quand » tend
vers +oo

On pourra utiliser sans démonstration la formule suivante :

~+oo
si X admet une espérance, alors E(X)= Z P(X > k)
k=0

Exercice 72 [Part 5] Entrainement (court)

On met n jetons numérotées au hasard dans n boites numérotées (un seul jeton dans chaque
boite).

Soit X le nombre de coincidences entre les numéros des jetons et des boites.

Soit Xj la variable valant 1 si le k-ieme jeton est dans la k-ieéme boite et O sinon.

1) Déterminer la loi de X;.
2) Pour i différent de j, déterminer la loi de X;X;

3) Déterminer I’espérance et la variance de X

Exercice 73 [Part 5] Entratnement (court)

On considere la fonction Scilab suivante :
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function y=X(m)
N:=floor (1+m*rand())
y=0
for i =1:N
y=y+floor (2*rand())
end
endfunction

On fixe m € N*.

1) Quelle est la loi suivie par la variable locale N ? Préciser X (Q).
Calculer pour tout couple d’entiers (i, k) la probabilité Py_z) (X = i).
En déduire la loi de X (on ne cherchera pas a simplifier la somme obtenue).

2) Calculer E(X)

Exercice 74 [Part 5] Entratnement (court)

Un immeuble de p étages est équipé d’un ascenseur. N personnes montent dans 1’ascen-
seur au rez de chaussée et descendent chacune a un étage au hasard et de facon indépen-
dante.
Soit X le nombre d’arréts de 1’ascenseur.
On note X; la variable valant 1 si I’ascenseur s’arréte a 1’étage i et O sinon.

1) Déterminer P(X; = 0).

2) Calculer E(X).

3) Déterminer pour i différent de j : P(X; =0NX; =0).

En déduire P(X;X; = 0)
4) Calculer V(X)

Exercice 75 [Part 7] Entratnement (court)

Soit X une variable aléatoire a densité f continue sur R et strictement positive.
1) Montrer qu’il existe m unique tel que P(X < m) = P(X > m) (m est appelé médiane
de X).

2) On suppose que X possede une espérance et une variance.
Exprimer V(X) a I’aide d’une intégrale et en déduire que |m — E(X)| < 1/2V(X)

Exercice 76  [Part 5] Entrainement

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme €2, a valeurs dans N telle que
Y <X.

On suppose que X a une espérance et que P(X = n) > 0 pour tout n € N.

On suppose de plus que la loi conditionnelle de Y sachant X = n est la loi uniforme sur

[0; .
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1) Sans chercher a la déterminer, montrer que X —Y et Y ont la méme loi.
2) On suppose que Y + 1 suit une loi géométrique de parametre p.
a: En calculant P(Y =n) — P(Y = n+ 1), déterminer P(X = n).

b: Montrer que X —Y et Y sont indépendantes.

Exercice 77  [Part 7] Hec 2006 oral voie E

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a densités continues.
Soient U = min(X,Y) et V = max(X,Y).
Soit Fy, Fy, Fy et Fy les fonctions de répartition de X, Y, U et V respectivement.

1) Définition et propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire.

2) Montrer que : VieR Fy(t)=1—(1—Fx(t))(1—F(1)).

3) Etablir une relation analogue entre Fy, Fx et Fy.

4) On suppose a présent que X et Y suivent la loi exponentielle de parametre 1.
a: Quelle est laloi de U ? Que vaut P(U = X)?

1
b: Montrer que V a méme loi que Z = X + EY . En déduire I’espérance et la

variance de V.

Exercice 78  [Part 9] HEC 2006 oral voie E

0
Soit 6 € [-2,2] et X une variable aléatoire a densité fy définie par  fp(x) =0x— —+1

2
six € [0,1] et fo(x) = O sinon.
1) Donner la définition et des exemples d’estimateurs.

2) Montrer que X admet une espérance et une variance que I’on déterminera.
o0
3) Onadmetque: VneN / wFe™"du = k!
0
Montrer que la variable aléatoire Y = —In(X) admet une espérance et une variance
que I’on calculera (on pourra effectuer le changement de variable défini par la fonc-
tion x — —In(x) sur un intervalle adéquat).

4) On considere un échantillon de n variables aléatoires indépendantes de méme loi

—~ Xi+...+X —~ 1
que X et on pose X, = At etT, =12(X, — 5)
n

Montrer que 7, est un estimateur sans biais de 6.

Exercice 79  [Part 8] HEC 2006 oral voie E

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi de Ber-
noulli de parametre p €]0, 1[.
Onpose Y, =X, Xr1etU,=Y1+...4+Y,.

1) Déterminer la loi de ¥,,.
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2) Les variables Y; sont-elles deux a deux indépendantes ?
3) Calculer E(U,) et V(U,).

, U,
4) Etudier la convergence de la suite ( —n> .
n

Exercice 80 [Part 5] HEC 2006 oral voie E
Soient Xi, X3, ..., X, n variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi définie
par :

1
PX;=-1)=PX;=0)=PX;=1)= 3

On définit alors des variables (Y;)1<i<n et (Zi)1<i<n par:
e Y;=1s1X;=1etY; =0 sinon
e Z;=1siX;=0etZ; =0 sinon

n n
Onpose Ty =Y Vi, 1 =Y Z,etU =Ty + 1.
i=1 i=1
Déterminer Pz, —;, )n(7,=r,) (Xi

Déterminer Py—y) (T =11) (0 < 1) < k< n) et expliquer ce résultat.

Exercice 81 [Part 0] HEC 2006 oral voie E

On dispose de 7 euros. Chaque semaine a lieu une loterie de 100 billets dont 10 sont
gagnants. Chaque billet codite 1 euro.

1) Dans cette question, on veut maximiser la chance de gagner au moins une fois.
Discuter I’affirmation “On a intérét a acheter sept billets la premiere semaine plutdt
que d’acheter un billet pendant sept semaines".

2) On veut maximiser le nombre de billets gagnants achetés. Discuter 1’affirmation
“On a intérét a acheter sept billets la premiere semaine plutdt que d’acheter un
billet pendant sept semaines".

Exercice 82  [Part 0] HEC 2006 oral voie E
Vous disposez d’une trousse contenant 10 stylos dont un seul fonctionne.

1) Vous en essayez un (au hasard), puis, s’il y a échec, un deuxieme, puis, s’il y a
échec, vous remettez le premier et vous tirez au hasard le troisieme, puis, s’il y a
échec, vous remettez le deuxieme et vous tirez au hasard le quatrieme, puis, ...
Combien devrez-vous effectuer d’essais de stylo en moyenne pour trouver le bon ?

2) Vous les essayez I’un apres I’autre jusqu’a trouver celui qui fonctionne. Combien
d’essais de stylo en moyenne ?

3) Méme question si on suppose qu’a chaque essai infructueux, vous remettez (a tort)
le stylo dans la trousse et que vous tirez au hasard a nouveau.
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Exercice 83  [Part 8] HEC 2006 oral voie E

Dans un programme de calcul, I’opérateur décide d’utiliser J chiffres significatifs apres la
virgule et d’arrondir tous les résultats d’opérations a cette configuration (donc 2 0.5 10~/
pres) .

On suppose qu’il fait 10® opérations élémentaires successives, que les erreurs commises
pour chacune sont indépendantes, de loi uniforme sur [—0.5 107/,0.5 10~/] et que I’erreur
sur le résultat final est la somme des erreurs commises sur chaque opération.

Déterminer une valeur approchée de la probabilité pour que I’erreur finale soit inférieure
ou égale, en valeur absolue, a 0.5 10~7/*3. On donne 2F(\/§) —1~0.92 ou F estla
fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Exercice 84  [Part 0] HEC 2006 oral voie S
Cours : Rappeler la définition et les propriétés du coefficient de corrélation linéaire.
Soitn e N* et E = {1,2,...,n}.

1) On choisit de facon équiprobable deux éléments A et B de #(E).
Déterminer la probabilité pourque: A C B

2) Soit k € N. Déterminer la probabilité pour que : Card(ANB) = k.
3) Soit X la v.a.r. définie par : X = Card(ANB). Déterminer E(X).
4) Calculer S = Z Card(ANB)

(A,B)e 2 (E)?

Exercice 85 [Part 7] HEC 2006 oral voie S

Un composant électronique a une durée de vie X, variable aléatoire positive de densité f.
Pour tout réel t € R, on définit la fiabilité de ce composant a I’instant ¢ par

R(t)=P(X >1)
et on définit le taux de défaillance par

P t<X<t+x
h(t) = lim b<x) )
x—0 X

1) Quel lien existe-t-il entre R et ¢ ?

2) Montrer que, pour tout ¢ strictement positif :
(1)
h(t) = —[In(R(1))]' = 575

3) On suppose que X suit une loi exponentielle de parametre A. Montrer que, pour s et
t strictement positifs, on a

Px-n)(X >t+s)=P(X >5s)
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4) Montrer qu’un composant qui a un taux de défaillance constant a une durée de vie
exponentielle.

5) On considere n composants électroniques de durée de vie indépendantes et de méme
loi X. On note N(z) le nombre de composants encore en marche a la date 7. Quelle
est la loi de N(z)?

Montrer que, pour tout# > 0, on a

E(N(@) - E(N(+x)
O 0)

Commenter ce résultat.

Exercice 86  [Part 7] Entralnement

Pour une variable aléatoire X de densité f, possédant une espérance et telle que

VxeR /+mf(t)dt7é()

on pose :

1) Montrer que M(x) > x.
2) On suppose que, dans cette question seulement, f est définie par :

a+1
f(x):£<@> six>xpetOsinon (a>1).
X0 \ X
Calculer M (x).
3) On suppose dans cette question que X (Q) = [xg, +oo[ et que M (x) = kx pour x > xg
ouk > 1.

a: Montrer que H et G sont dérivables et calculer leur dérivée.

b: Montrer que G(x) = xG' (x) pour x > xo.

c: Pour x > xp, on pose I(x) = XFT G(x).
Calculer I’ (x) et en déduire la valeur de G(x).

Exercice 87 [Part9] HEC 2007 oral voie E

Question de cours : Définition d’un estimateur ; du biais et du risque quadratique.

On considere n variables aléatoires réelles (n > 2), indépendants X, ...X,, de méme loi
de densité :

3x% .
f@(x): ? S1Xx € [0,9]
0 sinon

ol 0 est un paramétre strictement positif. On pose S =X +...+ X, et T = Max(X,...,X,).
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1) Calculer E(S) et V(S).
2) Calculer P(T < t). En déduire une densité de T, puis E(T) et V(T).
3) On suppose maintenant que 6 est un parametre inconnu qu’on se propose d’estimer.

a: Montrer qu’il existe des constantes réelles a et b telles que S’ = aS et T' = bT
soient des estimateurs sans biais de 6. Calculer V(S') et V(T”).

b: Entre les deux estimateurs de 0, S’ et 77, lequel doit-on préférer ?

Exercice 88 [Part 7] HEC 2007 oral voie E

On considere deux types de composants électroniques, dont la durée de vie X, exprimée
en heures, est une variable aléatoire de densité f telle que

f<t>:{ t% sit > 10

0 sinon

1) Rappeler les qualités d’une densité de probabilité ; en déduire la valeur du réel c.
2) Déterminer les réels m pour lesquels P(X < m) = P(X > m).

3) Quelle est la probabilité que, sur un lot de 5 composants du type précédent, 3 au
moins fonctionnent durant au moins 15 heures ?
Deux machines A et B sont équipées de composants du type précédent. Plus préci-
sément :

— A contient deux composants et cesse de fonctionner des que 1’un de ces com-
posants est défectueux ;

— B contient également deux composants mais un seul de ces composants suffit
a le faire fonctionner.

On note T4 et T les durées de fonctionnement de ces machines.
4) Déterminer une densité pour chacune des variables Ty et Tp.

5) Pour chacune des variables T4 et Tp, indiquer si elle possede une espérance et, le
cas échéant, la calculer.

Exercice 89  [Part 0] HEC 2007 oral voie E

Question de cours : Rappeler la formule des probabilités totales.

On lance deux pieces truquées : la piece 1 donne pile avec une probabilité p; et la piece
2 donne pile avec une probabilité p,. On effectue les lancers de la fagon suivante : on
choisit une piece au hasard et on lance la piece choisie. Si on obtient pile, on relance la
méme piece et ainsi de suite jusqu’a ce que I’on obtienne face; a ce moment, on change
de piece; plus généralement; dés que 1’on obtient face, on change de piece. On suppose
que p; et py sont dans |0, 1].

1) Quelle est la probabilité de lancer la piece 1 au n-ieme lancer ?
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2) Quelle est la probabilité, notée r,, d’obtenir pile au n-ieme lancer ?

3) Calculer: L= lim r,.

n—r—+oo

1 |
4) Dans cette question, on suppose p| = 3 et pr = 6 Ecrire un script Scilab permettant

de calculer la valeur du rang ng a partir duquel :  |r,, —L| < 1079,

Exercice 90  [Part 7] HEC 2007 oral voie E

Soit &¢ > 0 et xg > 0 et f la fonction de R dans R définie par :

a [xp\ o+l . .
— — _ > —
f(x) o ( . > six > x et f(x) =0 sinon

1) a: Donner la définition d’une variable aléatoire a densité et vérifier que la fonc-
tion f est bien la densité de probabilité d’une variable réelle X.
Déterminer la fonction de répartition de X et donner I’allure de son graphe.
On dit que X suit une loi de Pareto de parametres xg et O,

b: Pour quelles valeurs de « la variable X admet-elle une espérance et une va-
riance ?
Calculer I’espérance de X quand elle existe.

c: On suppose ¢ > 1 et on pose, pour tout x > xg :

/x+mtf(t) dt
/;mf(t) dt

Mx(x) =

Calculer Mx (x).

2) On se propose d’établir une réciproque de la propriété précédente. Soit xq et ¥ une
variable aléatoire a valeurs dans [xg,+oo[, de densité & continue, a valeurs stricte-
ment positives, admettant une espérance et telle qu’il existe un réel £ > 1 vérifiant :

/x +w th(t) dt
/x +Mh(t) dt

a: On pose, pour tout x > xo, G(x)= /+wh(t) dt.
1—k '
k
b: En calculant, pour tout x > xq, la dérivée de la fonction x — xﬁ G(x), déter-

miner la valeur de G(x), puis la fonction de répartition de Y.
Quelle loi retrouve-t-on ?

Vx > xo My (x) = = kx

Montrer que :  G(x) = xG'(x).
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Exercice 91  [Part 5] HEC 2007 oral voie E

Une coccinelle se déplace sur un tétraedre régulier (c’est a dire une pyramide dont chacune
des 4 faces est un triangle) PORS en longeant les arétes. Elle est placée a ’instant n = 0
sur le sommet P.

On suppose que si elle se trouve sur un sommet a I’instant 7, elle sera sur 1’'un des trois
autres sommets a I’instant n 4 1 de fagon équiprobable.

Pour tout n € N, on note p,, (respectivement g,, r, et s,) la probabilité que la coccinelle
se trouve sur le sommet P ( respectivement Q, R et S) a I’instant n.

Pn

qn

I'n

Sn

Déterminer une matrice carrée A € .#4(R), indépendante de n, telle que X, | = AX,
pour tout n € N*.

1) On définit la matrice colonne X, par X,, =

2) Montrer que cette matrice est diagonalisable.

3) Calculer A" pour tout n € N*; donner une expression de p,, gy, r, et s, en fonction
de n.

4) On note T le temps nécessaire a la coccinelle pour visiter au moins 3 sommets
distincts du tétragdre.
Déterminer la loi de 7. Calculer son espérance.

5) On note U le temps nécessaire a la coccinelle pour visiter tous les sommets du
tétraedre.

Montrer que pour ¢ >3, P(U =/{)= =

6) Déterminer I’espérance de U, si elle existe.

Exercice 92  [Part 7] Entralnement

Question de cours : Définition d’une loi uniforme sur U'intervalle [a,b] (a < b).
Donner une densité, la fonction de répartition d’une telle loi. Simulation.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, 1].
Onpose Y =Min(X,1-X) et Z=Max(X,1-X).
1) Expliciter la fonction de répartition de Y. En déduire une densité, puis E(Y) si elle
existe.

2) Expliciter la fonction de répartition de Z. En déduire une densité, puis E(Z) si elle
existe.

3) Méme question pour R = 7

4) Ecrire un script Scilab permettant d’obtenir une simulation de la variable Z et I’es-
timation de son espérance, si elle existe.

Exercice 93  [Part 7] HEC 2007 oral voie S
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Pour une variable a densité, énoncer les propriétés caractéristiques d’une fonction de ré-
partition.

Les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (Q,.o7, P).
Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur I'intervalle [0, 1].

2U
0] X=—In{ ——|.
n pose n(1+U)

1) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
2) En déduire une densité de la variable X.

3) Calculer E(X) en justifiant son existence.

1
4) Soit V une variable aléatoire de Bernoulli, de parametre 7 indépendante de U.

Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire ¥ = VX + (1 —V)X2.
5) Ecrire un algorithme de simulation de la variable ¥

6) Soit B la variable de Bernoulli de paramétre @ = P(U > 1/2).
On pose Z = BX.

a: Z est-elle une variable a densité ?

b: Ecrire un algorithme de simulation de Z

Exercice 94  [Part 5] HEC 2008 oral voie E

1) Question de cours : donner le formule de la variance d’'une somme finie de va-
riables aléatoires prenant un nombre fini de valeurs.

Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi, a va-
leurs dans {—1,1}, définies sur un méme espace probabilisé (,.27, P). On pose,
pour tout n € N*, p = P(X,, = 1), et on suppose que p €0, 1].

n
2) Pour tout n € N*, on pose ¥, = HX,-.
i=1
a: Déterminer les lois de Y5 et de Y3.
b: On pose, pour n > 1, P(Y,, = 1) = p,. Déterminer une relation de récurrence
entre p,. et p,, puis la valeur de p,, pour toutn > 1.

c: Existe-t-il des valeurs de n pour lesquelles les variables Y, et ¥, sont indé-
pendantes ?

n
3) On pose S, = ZXi' Déterminer la loi de S, son espérance et sa variance.
i=1
(Indication : on pourra se ramener a des variables X! (1 < i < n) indépendantes
suivant une loi de Bernoulli).

4) Ecrire une fonction Scilab permettant de simuler la loi de S,,.

Exercice 95  [Part 5] HEC 2008 oral voie E



1) Question de cours : définition et propriétés de la loi de Bernoulli et de la loi bino-
miale.

Une urne contient 2n boules (n € N*) de couleurs toutes différentes. La moitié
d’entre elles sont marquées du chiffre zéro et les autres sont numérotées de 1 a n.
On extrait simultanément n boules de cette urne, obtenant ce qu’on appelle une poi-
gnée. On suppose que toutes les poignées sont équiprobables. Pour i entier compris
entre 1 et n, on note X; la variable aléatoire réelle qui prend la valeur 1 si la boule i
se trouve dans la poignée et 0 sinon.

2) Déterminer la loi de probabilité de X;.
3) Pour tout (i, j) € [1,n]? tel que i # j, calculer la covariance du couple (X;,X;).

4) On note S la variable aléatoire réelle prenant pour valeur la somme des numéros
portés par les boules figurant dans la poignée.

a: Exprimer S en fonction X1, X», ..., X,.
b: En déduire I’espérance et la variance de S.

5) On désigne par Z la variable aléatoire réelle donnant le nombre de boules portant
le numéro O au sein de la poignée. Donner la loi de probabilité de Z, puis son
espérance.

Exercice 96  [Part 9] HEC 2008 oral voie E

1) Question de cours : définition d’un estimateur et définir la notion de risque qua-
dratique.

Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On sait que N est au moins égal a
deux, mais on ne connait pas sa valeur exacte et on cherche a I’estimer. Pour cela, on
effectue n tirages avec remise (n € N*) et on note Z; le numéro de la boule obtenue
au k-ieme tirage (1 < k£ < n). On modélise I’expérience par un espace probabilisé
(Q, 4, P).

2) On pose, pour tout n € N*, M,, = . zn: Zk.
Déterminer I’expression d’un estimgt:elur sans biais de N, fonction de M,, et dont la
suite des variances converge vers 0 lorsque 7 tend vers —+oo.
3) Onnote S, =Max(Z,,2,...,Z,).
a: Déterminer la fonction de répartition de Sj,.

b: Montrer que pour toute variable aléatoire Y a valeurs dans {1,2,...,N}, on a
la relation :

E®Y)= i P(Y > k)
k=1

N

: En dédui : E(S,)>=N-—
c: En déduire que (Sn) .
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d: En déduire que S, est un estimateur de N, dont I’espérance converge vers N
lorsque n tend vers —+oo.

Exercice 97  [Part 5] HEC 2009 oral voie E
On étudie la vente d’un certain type de produit sur internet sur trois sites A, B, C et on fait
les constatations suivantes :

e si un client choisit le site A pour un achat, il choisit indifféremment A, B ou C pour
I’achat suivant,

e si un client fait un achat aupres du site B, il fait I’achat suivant sur le méme site B,

e si un client fait un achat sur le site C, il choisira pour I’achat suivant le site A
avec une probabilité 1/12, le site B avec une probabilité 7/12 et le site C avec une
probabilité 1/3.

Au départ le client choisit au hasard I’un des trois sites.

On suppose que I’expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, o7, P).

Pour n € N*, on désigne par p,, g, et r, les probabilités pour que, au n-ieéme achat, le
client se fournisse respectivement aupres de A, B et C.

1) Question de cours : Enoncer la formule des probabilités totales.

2) Quelles sont les valeurs de py, g1 et ry ?

3) Pour tout n € N*, donner une relation entre p,, g, et r,,.

4) Exprimer p, 1, respectivement g, et r,,+1, en fonction des trois réels p,, g, et r.
S) Pour n > 2, exprimer p, en fonction de r,, et r,,_1.

6) Prouver que la suite (r,),cn* est une suite récurrente linéaire. Donner 1’expression
de r,, puis p, et g, en fonction de n.

7) Etudier la convergence des trois suites (7),ents (Pn)nen: €t (Gn)nen®-

Exercice 98  [Part 0] HEC 2009 oral voie E

1) Question de cours : Loi géométrique, espérance et variance.
2) Soit x un réel de |0, 1].
a: Etablir, pour tout n € Nx, I’égalité :

X ] —" nook
dt = —.
T P

X tn
b: Montrer que lim / dt=0.
n——+eo Jq —1

1
k

£ 3 L. . X0 r el s
¢: En déduire la convergence de la série de terme général E ainsi que 1’égalité :

too Lk
Z —=—In(1-x)
k=1 k
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3) Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q, <7, p) qui
suit une loi géométrique de parametre p (0 < p < 1).

O Y =—.
n pose ¥

a: Déterminer Y (Q) et la loi de probabilité de Y.

b: Etablir, pour tout entier m de N*, I’existence du moment d’ordre m, E(Y™), de
Y.

c: Calculer E(Y) en fonction de p.

Exercice 99  [Part 5] HEC 2009 oral voie E

Une urne contient des boules blanches, noires et rouges. Les proportions respectives de
ces boules sont b pour les blanches, n pour les noires et » pour les rouges (b+n+r=1).
On effectue dans cette urne des tirages successifs indépendants avec remise. Les pro-
portions des boules restent ainsi les mémes au cours de I’expérience.
On modélise I’expérience par un espace probabilisé (Q, <7, p).

1) Question de cours : Loi d’un couple de variables aléatoires réelles discretes. Lois
marginales.

2) Pour k € N*, on note Z; la variable aléatoire qui prend la valeur +1 si une boule
blanche est tirée au k-ieme tirage, —1 si une boule noire est tirée au k-ieme tirage et
0 s1 une boule rouge est tirée au k-ieme tirage. On note Sy = Z; + - - - + Z;.

a: Trouver la loi de probabilité de S;. Calculer son espérance et sa variance. En
déduire I’espérance et la variance de Sk.

b: Pour tout réel ¢ strictement positif et pour tout k de N*, on pose gi (¢) = E (¢5).
Expliciter gi(¢) en fonction de 7 et de k.

c¢: Montrer que g (1) = E(Sk) et retrouver le résultat de la question (a).

3) a: On note X; la variable aléatoire représentant le numéro du tirage auquel une
boule blanche sort pour la premiere fois. Trouver la loi de probabilité de Xj.
Calculer son espérance et sa variance.

b: Sachant que X; =k, quelle est la probabilité de tirer une boule rouge a chacun
des k — 1 premiers tirages ?

¢: On note W la variable aléatoire représentant le nombre de boules rouges tirées
avant I’obtention de la premiere boule blanche. Quelle est la loi conditionnelle
de W sachant X; = k?

d: En déduire la loi de W (sous forme d’une somme qu’on ne cherchera pas a
calculer).

4) On note Y] la variable aléatoire représentant le numéro du tirage auquel une boule
noire sort pour la premiere fois.
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a: Trouver, pour tout couple d’entiers strictement positifs (k, ), la probabilité de
I’événement {X; =k, Y| = [} (On pourra distinguer selon que k > [, k =1 ou
k < 1). Les variables aléatoires X et Y7 sont elles indépendantes ?

b: On se place, pour cette question, dans le cas particulier ou r = 0 (c’est-a-dire
qu’il n’y a pas de boule rouge). Calculer alors la covariance de X et Y.

Exercice 100  [Part 5] HEC 2010 oral voie E

Soit n un entier naturel non nul. Un jardinier plante n bulbes de tulipes dans son jardin.
Chaque bulbe a une probabilité p €]0, 1] de donner une fleur. Lorsqu’une tulipe fleurit
une année, elle refleurit toutes les années suivantes. Par contre si un bulbe n’a pas donné
de fleur une année, il a toujours une probabilité p de donner une fleur I’année suivante.
On suppose de plus que les floraisons des différents bulbes sont indépendants. On pose

q=1-p.

On suppose que I’expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, .7, p).
On appelle T la variable aléatoire réelle correspondant au nombre d’années nécessaires
pour que tous les bulbes fleurissent.

1) Question de cours : Loi géométrique, définition, propriétés.

2) Pour tout i € [[1,n]], on définit la variable aléatoire 7}, égale au nombre d’années
nécessaires pour que le ~-ieme bulbe fleurisse.

a: Déterminer la loi de 7j,.

b: Exprimer T en fonction de Ty, T3, ...,T,. En déduire la loi de T.

n

3) a: Calculer lim Z (Z) (=) N (V.

N—r+eo =
- k(M) N0 kg1
b: Calculer i 2 —1 E I~
alcu erN_IgFIOOk:l( ) (k> j_l(‘I)

c: En déduire E(T) sous forme d’une somme.

Exercice 101 [Part 7] HEC 2010 oral voie E

I) Question de cours : Comparaison de fonctions au voisinage de 1’infini.

BN

II) Soit g la fonction définie sur R™* & valeurs réelles telle que :
Vx €]0, 400  g(x) = x(Inx)?

1) Montrer que g réalise une bijection de |1, oo dans ]0, +co].
Soit & la bijection réciproque de la restriction de g a ’intervalle |1, +oo].
2) a: Montrer que : Vx>0 In(h(x))+2In(In(h(x)) =Inx

b: En déduire un équivalent simple de /(x) lorsque x tend vers +oo.
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III) Soit X une variable aléatoire de densité f définie par :

1
sifx]<—etx#0
e

0 sinon

1) Vérifier que f est bien une densité.
2) Montrer que X possede une espérance et la calculer.

3) X possede-t-elle une variance ?

Exercice 102  [Part 5] HEC 2010 oral voie E

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,.<7,p) , qui suit la loi
binomiale #(n, p),avecn >2et0 < p < 1. On définit sur (Q, <7, p) une variable aléatoire
Y de la fagon suivante :

e pour tout k € [[1,n]], la réalisation de I’événement (X = k) entraine celle de 1’évé-
nement (Y = k)

e la loi conditionnelle de Y sachant (X = 0) est la loi uniforme sur [[1,#]].

1) Question de cours : Le modele binomial.
2) Déterminer la loi de probabilité de Y.
3) Calculer I’espérance E(Y).
4) a: Déterminer la loi de probabilité conditionnelle de Y sachant (X # 0).

b: Calculer I’espérance, notée E(Y /X # 0), de la loi conditionnelle de Y sachant

(X #0).

Exercice 103  [Part 7] HEC 2010 oral voie E

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé
(Q,<,p) .

1) Question de cours : Espérance et variance d’une variable aléatoire discrete finie;
définition et interprétation.

2) Soient a et b deux réels tels que a < b. On considere une variable aléatoire X (dis-
créte ou possédant une densité) prenant toutes ses valeurs dans I’intervalle [a,b] et
ayant un moment d’ordre 2.

a: Montrer que, pour tout réel A, on a larelation :  V(X) < E([X —A]?).
(b—a)®
R
3) Dans la suite, X est une variable discrete ayant un moment d’ordre 2.

b: En déduire que: V(X) <

a: On suppose que X suit une loi uniforme sur {a,b}, c’est a dire :

P(X=a)=P(X =b) =5

Montrer qu’il y a égalité dans I’inégalité précédente.
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. b—a)?
b: Etude d’une réciproque : on suppose que V(X) = (b-a) .

Montrer que X (Q) = {a, b}, puis que X suit une loi uniforme sur {a,b}.

4) Que signifie le résultat précédent? (on pourra s’appuyer sur I’interprétation de la
variance).

Exercice 104  [Part 5] HEC 2010 oral voie E

Soient n un entier supérieur ou égal a 2, et p et ¢ deux réels de |0, 1] tels que p+¢g = 1.
On considere deux variables aléatoires discretes X et Y définies sur un méme espace
probabilisé (Q, .7, p). La loi du couple (X,Y) est donnée par :

Pour tout (j,k) telsque 0 < j<netl <k<n

(”) Pt sik=j, j#£0

k
P(x=jnlr=k)=1 ¢ o
n
L 0 sik#£jetj#0

1) Question de cours : Loi d’un couple de variables aléatoires discretes. Lois margi-
nales, lois conditionnelles.

2) a: Déterminer les lois marginales de X et Y respectivement.
b: Calculer E(X)

3) Soit junentiertelque 0 < j < n
a: Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant (X = j).

b: Calculer I’espérance conditionnelle, notée E(Y /X = j) de laloi conditionnelle
de Y sachant (X = j).

4) a: Montrer que, pour tout ¢ €]0,1[,ona:
P([X = 1]N[Y = 1)) £ P(X = 1]) x P([¥ = 1]

Conclure.

b: Calculer Cov(X,Y). Montrer qu’il existe une valeur de ¢ pour laquelle Cov(X,Y) =
0.

c¢: Conclure.

Exercice 105  [Part 7] HEC 2010 oral voie E

1) Question de cours : Moment d’ordre r d’une variable aléatoire a densité ; définition,
existence.

2) Montrer qu’il existe deux réels A et B, indépendants de x tels que, pour tout réel
1 A B
x>0,ona: = —+ .
x(x+1) x  x+1
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3) On pose :
k
f)=q x(x+1)

0 sinon

six>1

ou k est un parametre réel.

a: Déterminer k pour que f soit une densité d’une variable aléatoire X.
Donner I’expression de la fonction de répartition de X.

b: X admet-elle une espérance ?

4) a: Déterminer laloi de T = | X | ol | X | désigne la partie entiere de X.

~+oo
b: En déduire la valeur de Z In (1 +

n=1

1
n(n+2) ) '
5) Déterminer laloide Z = —

6) a: DéterminerlaloideY =X —|X]|.
b: Montrer que, pour tout entier r > 1, Y admet un moment d’ordre r.
c: Calculer E(Y).

Exercice 106  [Part 9] HEC 2010 oral voie E

1) Question de cours : Définition d’un estimateur, d’un estimateur sans biais d’un pa-
rametre réel inconnu 0.

Soit Z une variable aléatoire discréte d’espérance E(Z) =60 (6 € R") et de va-
riance V(Z) = 1.

Pour n € N*, on dispose d’un n-échantillon (Z;,2,,...,Z,) de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi que Z, définies sur le méme espace probabilisé (Q,.o7, p).

N .
On pose : = - Z . On suppose que 6 est inconnu.
i’l -

2) a: La variable Z, est-elle un estimateur sans biais de 6 ?
b: Quel est le risque quadratique de Z, en 6 ?
n
3) Soient B, B2, ..., B, des réels non nuls et ¥, = Z B,Z;
j=1

a: Déterminer la condition que doivent vérifier les réels 1, B, ..., B pour que,
pour tout 6 € R* on ait: E(Y,,) =07

On suppose dans la suite, que cette condition est vérifiée.

b: Calculer Cov(Z,,Y,) et V(Z,), ou Cov désigne la covariance et V la variance.
En déduire que V(Z,) < V(Y,,). Interprétation.
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4) Soient o4, 0, ..., O des réels non nuls.

n
On définit la variable aléatoire U, par: U, = Z o;Z;,
j=1

1
et on suppose que E(U,) =0 et V(U,) = —

3 .

Montrer que U,, = Z, avec une probabilité égale a 1.

Exercice 107  [Part 5] HEC 2010 oral voie BL

1) Soit N un entier de N*. On lance N fois une piece équilibrée. Soit (Q, Z(Q),p)
I’espace probabilisé associé a cette expérience.
On désigne par X (respectivement Y') la variable égale au nombre de “face" (respec-
tivement de “pile") obtenus.

a: Question de cours : Définition de la covariance de deux variables aléatoires
discrétes définies sur un espace probabilisé (Q,.o7,p).

b: Calculer Cov(X,Y). X etY sont-elles indépendantes ?

Dans la suite de ’exercice, le nombre N de parties est une variable aléa-
toire définie sur .
On modélise I’expérience par ’espace probabilisé (Q,.o7,p).

2) On suppose que N suit une loi géométrique de parametre 5

a: Calculer P(X =0).
b: Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

3) Dans cette question, on suppose que la variable aléatoire N suit une loi de Poisson
de parametre A > 0.

a: Déterminer les lois de X et de Y. Rappeler les valeurs de 1’espérance et de la
variance de X.

b: En déduire la valeur de Cov(X,Y).

c: Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 108  [Part 8] HEC 2011 oral voie E
Soit f la fonction définie sur R par :
— 1

VxeR f(x)= 7

1) Question de cours : rappeler la définition d’une densité de probabilité.

2) Vérifier que f est une densité de probabilité.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, .7, P) dont f est
une densité de probabilité.
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3) a: Déterminer I’espérance E(X) de X.

b: A-t-on, pour tout réel s, pour tout réel ¢ tels que ¢ > s,
Pix>q) (X >1]) = P(X > 1—5])?

4) Pour tout entier n > 1 et tout réel x, on pose :

H,(x) :/x FO(+r.eM) ar

—o0

Montrer que H,, est une fonction de répartition.

5) Soit X,, une variable aléatoire définie sur (Q,.c7, P), de fonction de répartition H,,.
Montrer que la suite (X,),cn+ converge en loi vers X.

Exercice 109  [Part 7] HEC 2011 oral voie E

1) Question de cours : variable aléatoire a densité. Propriétés de sa fonction de répar-
tition.

On considere une densité de probabilité f, nulle sur R™, continue sur R™*, associée
a une variable aléatoire X. On suppose que X est définie sur un espace probabilisé
(Q, 27, P) et on note F la fonction de répartition de X.

2) Montrer que F possede une unique primitive s’annulant en 0. On note Hy cette
fonction. Montrer que H est de classe cl.

3) Donner H dans les cas suivants :
a: f(x)=0six<0et f(x)=e *six>0.

b: f(x)=0six<0et f(x) = (H}x)z six > 0.
C: f(X):OSIX<Oth(X):WSIX>O

Dans chacun des cas, étudier I’existence d’une direction asymptotique et d’une
asymptote oblique pour la courbe représentative de Hy lorsque x tend vers +oo.

4) On suppose que X admet une espérance ¢.

X
a: En intégrant par parties / tf(t) dt, montrer que Hy(x) ~ x au voisinage de
0

o0,
En déduire que la courbe représentative de Hy admet une direction asympto-
tique en +-oo.

b: A-t-on toujours une asymptote ?

Exercice 110  [Part 5] HEC 2011 oral voie E

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé
(Q,47,P). Soit p €]0,1[etg=1—p.
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1) Question de cours : Indépendance de n variables aléatoires discretes (n € N*).

2) On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piece de monnaie. On
suppose qu’a chaque lancer, la probabilité d’obtenir « Pile »est égale a p. On notera
« P »et « F»les événements (Obtenir « Pile ») et (Obtenir « Face »).

On définit les variables aléatoires X; et X, de la facon suivante : X; vaut k si le
premier « Pile »de rang impair s’obtient au rang 2k — 1 (entier qui représente le k-
ieme nombre impair de N*); X, vaut & si le premier « Pile »de rang pair s’obtient
au rang 2k (entier qui représente le k-iéme nombre pair de N*).

Par exemple, si I’on obient « (FEPEFFEPP,...) », alors X prend la valeur 4 et X»
prend la valeur 1.

On posera X| = 0 (respectivement X, = 0) si « Pile »n’apparait a aucun rang impair
(respectivement a aucun rang pair).

a: Prouver que P(X; =0) =P(X, =0) =0.

b: Calculer P(X; = 1) et P(X, = 1). Déterminer les lois de X; et X,. Les variables
aléatoires sont-elles indépendantes ?

c¢: Déterminer la loi de la variable aléatoire ¥ égale au minimum de X; et de X>.
3) Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p.

X+1
a: Montrer que la variable aléatoire ¥ = {%J suit une loi géométrique (|x|

désigne la partie entiere du nombre réel x.).

b: Montrer que les variables Y et 2Y — X sont indépendantes.

Exercice 111  [Part §] HEC 2011 oral voie E

Soit (X,),en+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace pro-
babilisé (Q, <7, P) telles que, pour tout n € N*, X,, suit la loi exponentielle de parameétre
— (d’espérance n).

n

Pour tout x réel, on note |x| sa partie entiére.
Pour n € N*, soient :

Y, = LXnJ et Zy=X,— LXnJ
1) Question de cours : Définition de la convergence en loi d’une suite de variables
aléatoires.
2) Déterminer la loi de ¥, et son espérance.
3) Déterminer Z,(Q) et montrer que
l—e

Vie[0,1] P(Z,<t)= :
1l—e™n

4) Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,) converge en loi vers une variable
aléatoire Z dont on précisera la loi.
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5) Soitn € N* et N, la variable aléatoire définie par :
k
N, = card {k € [[1,n] tel que X; < —}
n

ol card(A) désigne le nombre d’éléments de I’ensemble A.
a: Reconnaitre la loi de N, et donner son espérance et sa variance.

b: Montrer que la suite de variables aléatoires (N,) converge en loi vers une
variable aléatoire N dont on précisera la loi.

Exercice 112  [Part 9] HEC 2011 oral voie E

1) Question de cours : Estimateur, biais, risque quadratique.

Soit a, b,et c trois réels strictement positifs et soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=0six<0, f(x)=csixe][0,a], f(x) zésixe [a,+oo]

2) Déterminer b et ¢ en fonction de a pour que f soit une densité de probabilité conti-
nue sur R™.
On suppose b et ¢ ainsi définis dans la suite de I’exercice et X est une variable aléa-
toire définie sur un espace probabilisé (,.o7, P) de densité f.
Donner une allure de la représentation de f.

3) Pour quelles valeurs de k € N*, X admet-elle un moment d’ordre k.
4) Déterminer I’espérance et la variance de X si elles existent.

5) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On

pose :
1 n

T,=-)Y X
iz

a: Montrer que (7,) est un estimateur de a.
b: Construire a partir de (7},) un estimateur (S,) sans biais de a.

c¢: Quel est le risque quadratique de (S,) ?

Exercice 113  [Part 5] HEC 2013 oral voie E

1) Question de cours : le schéma binomial.

Soit (X;),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace
1
probabilisé (Q, .7, P), de méme loi de Bernoulli de paramétre %

n
1
On pose pour toutn € N*: W, = Z kXy et s,= n(nz-l- )
k=1

2) a: Calculer I’espérance E(W,) et la variance V (W,) de la variable W,,.
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b: Calculer les probabilités P(W, = 0) et P(W, = s,,).
c: Calculer suivant les valeurs de n, la probabilité P(W,, = 3).
3) Montrer que, pour tout k € [0,s,]],ona: P(W,=k)=P(W,=s,—k).

4) a: Déterminer pour tout j € [[0,s,]], la loi de probabilité conditionnelle de W,
sachant (W, = j).

b: En déduire les relations :

(1
SP(W =) sik<n
1 1 .

P(Wyy1 =k) = 5P(Wn:k)+§P(Wn:k—n—1) sin+1<k<sy

1 .
EP(Wn:k—n—l) sisp+ 1 <k<s,uy

\

Exercice 114  [Part 8] HEC 2013 (année 0) oral voie E

Soit (X,),cn+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace pro-

babilisé (Q,.o7, P) telles que pour tout n € N*, X, suit une loi exponentielle de paramétre
1

n
Pour tout n € N*, on pose : Y,=|X,] et Z,=X,-Y,
1) Question de cours : Définition de la convergence en loi d’une suite de variables
aléatoires.
2) Déterminer la loi de Y;, et son espérance.

3) Déterminer Z,(Q) et montrer que :
1—et/n

—e n

N

4) Ecrire un script Scilab permettant de saisir I’entier n au clavier, de simuler Z,, d’ob-
tenir une échantillon de 1000 valeurs de Z, ainsi simulée et d’en tracer un histo-
gramme avec 10 classes.

On exécute ce script trois fois en donnant successivement 1, 50, et 100 comme
valeurs de n. On obtient les trois graphiques suivants.

Interpréter les résultats de ces graphiques, faire une conjecture, puis la prouver.

5) Soit n € N* et N, la variable définie par :

k
N, :card{k € [L;n], Xi< r_z}

a: Reconnaitre la loi de N,,, donner son espérance et sa variance.
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b: Montrer que la suite (N,) converge en loi vers une variable aléatoire dont on
précisera la loi.

c¢: Proposer un programme Scilab permettant de mettre le phénomene précédent
en évidence.

Exercice 115  [Part 8] HEC 2016 oral voie E

1) Question de cours : loi faible des grands nombres.

Soit (X;),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace
probabilisé (Q, <7, P), de loi uniforme sur [0, 1].

2) Pour tout n € N*, on note U, la variable aléatoire min(X1,Xz,...,X,).
a: Déterminer la fonction de répartition de U,,.

b: Démontrer que, pour tout € > 0, la probabilité P(U, > ¢€) tend vers 0 quand n
tend vers oo,

3) Compléter la deuxieme ligne du code Scilab suivant pour que la fonction minu
simule la variable Uy, pour la valeur k du parametre.

function u=minu(k)
X= ...

u=min (x)

endfunction
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4) Soit p €]0, 1] et Z une variable aléatoire telle que, pour toutx € R :

PZ<x) =Y pll-p) P <)
k=1

(on admet qu’il existe une telle variable aléatoire et qu’elle possede une densité).

1—
a: Justifier, pour tout x €]0, 1[, ’égalité : P(Z<x)=1— M
p+(1—p)x

b: En déduire une densité de Z.

5) a: Justifier que le fonction Scilab suivante fournit une simulation de la variable
Z de la question précédente.

function z=geomin(p)
z=minu(grand(1,1,’geom’,p))
endfunction

b: De quel nombre réel les instructions suivantes fournissent-elles une valeur
approchée et pourquoi ?

p=0.5

R=[]

for k=1:10000
R=[R,geomin (p)]

end
disp(mean(R))
Exercice 116 [Part 7] HEC 2017 oral voie E

1) Question de cours :
a: Définition et représentation graphique de la fonction partie entiere.

b: Donner un programme Scilab permettant de représenter la fonction partie en-

tiere sur I’intervalle —5 +5
272

Pour n € N*, on note X,, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, <7, P)
dont une densité est donnée par :

le—f/" sit >0
n

fn(t) =
0 sinon

2) Reconnaitre la loi de X;,, puis en donner I’espérance et la variance.
3) Pour tout n € N*, on pose u, = P(|X, — E(X,)| < 1).
a: Montrer que u, = (¢%/" — 1)e~(+1D/n,
a
b: Déterminer un équivalent de u, lorsque n tend vers +oo, de la forme — ou o

n
est un réel que I’on déterminera.
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1
4) Pour tout kK € N, on considere I’événement A;, = [IH— 3 <X, <k+1|.

. 1 .
a: Exprimer I’événement B, = (Xn — X > 5) en fonction des événements Ay

(k€ N).
b: Pour tout n € N*, on pose : v, = P(By,). Calculer v, puis hIE V.
n—r o0
5) On suppose désormais que les variables X, X, ..., X;, ...sont indépendantes et,

pour tout n € N*, on pose M,, = min(X1,Xa,...,X,).
a: Déterminer la loi de M,,.

b: Pour toutn € N*, on pose w, = P (|M,, — E(M,)| < 1). Calculer w,, puis lil‘JIrl Wh.
n—r—+o0



Chapitre 2

Questions courtes

2.1 Algebre

Question 1  [Part 4] Entrafnement

Soit f € Z(E), avec E de dimension finie. On suppose que f> = f. Montrer que f est
diagonalisable.

Question 2 [Part 4]

Entrainement
1 b ¢
Déterminer les coefficients de la matrice A= [ 1 b ¢’ | en sachant que A admet
1 b// c//
1 1 1
comme vecteurs propres Vi=| 1| , Vo= 0 | etV3=1| —1
—1 0

Question 3 [Part 1] HEC 1998 oral voie E

Soit A € #,(R) vérifiant A’A A =1I,. Montrer que A est symétrique, puis déterminer A.

Question 4  [Part 4] HEC 1998 oral voie E

A et B sont deux matrices semblables de .#,,(R). On suppose que A est inversible. La
matrice B est-elle inversible 7

Prouver qu'il existe deux matrices X et ¥ de .#,(R), telles que XY =A et YX = B.

Réciproquement, on suppose qu'il existe deux matrices X et Y de .#,(R), telles que
XY =A et YX = B, prouver que A et B sont semblables.

Question 5  [Part 4] HEC 1998 oral voie E

59
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I -1 -1

Soit M= | -1 1 —1]. Cette matrice est-elle inversible 7 diagonalisable ? Détermi-
-1 -1 1

ner les sous espaces propres.

Question 6  [Part 4] HEC 1998 oral voie E
1 23

Soit A= |2 4 6 ]. Cette matrice est-elle diagonalisable ? Déterminer son rang, puis
3609

ses éléments propres.

Question 7 [Part 1 (Scilab)] HEC 1998 oral voie E

. ;. . . . n
Proposer une fonction écrite en Scilab permettant de calculer le coefficient ( )
p

Question 8  [Part 4] HEC 2005 oral voie E

A tout triplet de nombres réels (a,b,c), on associe la matrice

M(a,b,c) =

S =
a = O
—_ O O

1) Une telle matrice M(a,b,c) est-elle diagonalisable 7 inversible ?
2) Calculer (M — I3)", pour n € N*.
3) Déterminer M" en fonction de I3, M et M?, pour n € N puis pour n € Z

Question 9 [Part 4] Hec 2005 oral voie E
1) La matrice
13 -9 45
A=1]1-3 3 -11
-3 2 -10

est-elle diagonalisable ?
2) Déterminer une matrice P inversible et trois réels a, b et c tels que

a
PlAP= |0
0

Question 10  [Part 1] Entrafnement

Soit f et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie E.
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1) Montrer que dimIm(f+g) < dimImf +dimImg.

2) On suppose f + g bijectif et go f =0.
Déterminer dim/mf + dimImg.

Question 11  [Part 4] HEC 2006 oral voie S
Soit M la matrice de .#4(R) définie par :

—oc oo
ohs~OO
cocwvo

[am—
coc oL

1) Déterminer les entiers n € N tels que M" soit inversible.

2) Déterminer les entiers n € N tels que M" soit diagonalisable.

Question 12 [Part 4] HEC 2006 oral voie S

Soit f un endomorphisme de R? tel que f* = f% et dont 1 et —1 sont valeurs propres.
Montrer que f est diagonalisable.

Question 13  [Part 4] HEC 2007 oral voie E

On considére I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique de R* est
la matrice

-1 -1 -1 1
1 -1 1 -1
M=1_1 1 1
1 -1 —1 —1

1) Montrer que f est diagonalisable.

2) On admet que les valeurs propres de M sont 2 et —2.
Calculer M™ pour tout n € N.

Question 14  [Part 1] HEC 2007 oral voie E

1) Donner s'il en existe un exemple de trois vecteurs de R? tels que deux quelconques
d’entre eux soient linéairement indépendants. Existe-t-il un endomorphisme de R>
dont ces trois vecteurs soient des vecteurs propres ?

2) Soit f un endomorphisme de R" et .% une famille de n+ 1 vecteurs propres de f
s'il en existe.

a: .7 peut-elle étre une famille libre ?
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b: On suppose que toute sous-famille de n vecteurs de .# est libre. Démontrer
que les n+ 1 vecteurs propres associés respectivement aux n+ 1 vecteurs de
F sont égales.
Que peut-on en conclure pour f7

Question 15  [Part 1] HEC 2007 oral voie E
Soit u et v deux endomorphismes de R? dont les matrices respectives dans la base
canonique (ey,ez) de R? sont notées A et B. On suppose que AB = (g 8) et BA =

01
0 0/

1) v peut-il étre bijectif ? Déterminer Im v.

2) Déterminer keru.

3) Donner la forme des matrices A et B.

Question 16  [Part 4] HEC 2008 oral voie E

0o 1 -1
Soit A la matrice de .#3(R) telle que A= | -1 2 -1
I -1 2
1) a: Trouver une relation entre A%, A et I (matrice d'identité).
b: En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

2) Calculer les valeurs propres possibles de A.

3) A est-elle diagonalisable ?

Question 17  [Part 1] HEC 2009 oral voie E

1 2
Soit la matriceA=| 3 4
-1 4

1) Existe-t-il B € .#,3(R) telle que AB=1517

2) Existe-t-il C € #,3(R) telle que CA=15L7

Question 18  [Part 4] HEC 2009 oral voie E
Soit n un entier > 2 et (x1, x2,...,x,) € R"—{(0,...,0)}.

X1
X2
Onpose:X=| " |, pusB= XXetA=X X.

Xn
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1) Ecrire la matrice B.

2) Déterminer les vecteurs propres et les sous-espaces propres de la matrice A.

Question 19  [Part 1] HEC 2010 oral voie E

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1. Déterminer les endomorphismes f
de E diagonalisables qui vérifient Imf C Kerf.

Question 20  [Part 4] HEC 2010 oral voie E
On note & = (ey,e,e3) la base canonique de R>.
1 -1 1
Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base Zest M= |1 0 0
0 1 O
Calculer f(e1 +ex+e3), f(ea) et f(—ej +e3).
1 0 O
Montrer que M est semblable a la matrice M= |0 0 —1
01 0
M est-elle diagonalisable ?
Question 21  [Part 4] HEC 2010 oral voie E
Soit A une matrice symétrique réelle d'ordre n (n € N*), et vérifiant AF = I,.
Que peut-on dire de A dans les cas suivants :
e k est un entier naturel impair?
e k est un entier naturel pair, non nul?
Question 22  [Part 1] HEC 2010 oral voie E
01 ... 1
1 0 ... 1
Soitn>2etA=| .| € #,(R). Calculer A=
11 ...0
Question 23  [Part 1] HEC 2010 oral voie BL

Soient E un espace vectoriel réel de dimension 5 et f un endomorphisme non nul de E
tel que

fof=0gE (1)

1) Montrer que le rang de f est inférieur ou égal a 2 (on rappelle que le rang de f
est la dimension de I'image de f).
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2) Montrer qu'il existe des endomorphismes de E vérifiant (1), dont le rang est égal

a 1 (respectivement égal a 2).

Question 24  [Part 4]

Soit n un entier > 2 et (ay,az,...,a,) € R"—{(0,0,...,0)}.

ai

. . as
On considére la matrice colonne X = | " | € #,1(R).

Ap
On pose B=X X et A= 'XX.

HEC 2011 oral voie E

On désigne par u I'endomorphisme de R" canoniquement associé a B.

1) Expliciter la matrice B et la matrice A.

2) Quel est le rang de u? Déterminer son noyau.
3) B est-elle diagonalisable ?

4) Calculer BX pour k € N*.

Question 25  [Part 1]
a b b

HEC 2011 oral voie E

Soit E I'ensemble des matrices M, = | b a b | ol (a,b) prend toute valeur de RZ.

b b a

1) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 2.
Calculer le produit M, x My pour (a,b,d’,b') € R*.

Vérifier que ce produit appartient a E.
2) Calculer M?, pour n € N*.

Question 26  [Part 4]

HEC 2011 oral voie E

On note E4 I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égale a 4
et on consideére |'application A qui, a un polyndme P de E4 associe le polynéme Q = A(P)

défini par:  Q(x) = P(x+2) — P(x).

1) Vérifier que I'application A est un endomorphisme de Ejy.
Expliciter la matrice de A dans la base canonique de Ejy.

2) Déterminer le noyau de A. On pourra prouver que si P € KerA, alors P(x) = P(0)

a une infinité de racines.

3) L'endomorphisme A est-il diagonalisable ?

4) Existe-t-il un polynéme Q appartenant a E4 ayant un unique antécédent par A7

Question 27  [Part 4]

HEC 2011 oral voie E
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1 2 =2
SoitA=1[2 1 -2
2 2 =3

1) Calculer A2—1.

2) A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.

Question 28  [Part 4] HEC 2017 oral voie E

On considere les deux sous espaces vectoriels F et G de R? définis par :

F =Vect{(1,1,1)}
{ G = Vect{(1,-1,0),(0,2,1)}

1) Trouver un endomorphisme de R? dont I'image est F et le noyau G.

2) Peut-on le choisir diagonalisable ?

Question 29  [Part 4] HEC 2017 oral voie E

Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace proba-
bilisé (,.e7, P), suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1].

1) a: Calculer, pour tout n € N, la probabilité P(|nU| = [nV]).
b: En déduire la probabilité P(U =V).

. : . U 1
2) Soit A la matrice aléatoire (O V)

a: Quelle est la probabilité que A soit inversible ?

b: Quelle est la probabilité que A soit diagonalisable ?

2.2 Analyse

Question 30  [Part 0] Entrafnement

1
Soit f définie par:  VxeR, f(x)= E(ex—e*x).
Montrer que f est une bijection de R dans R et déterminer (f~1)".

Question 31  [Part 3] Entrafnement

1
Etudier la convergence de I'intégrale : [ :/ (Inx)" dx  (pour n € N).
0

Calculer I,,.
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Question 32  [Part 3] Entrafnement
X

e —1 .

Montrer que I'on peut prolonger f par continuité sur R. Etudier la dérivabilité de f.

Déterminer les branches infinies.

Soit f la fonction définie par f(x) =

Question 33  [Part 7] Entrafnement
2x 2
On pose f(x) :/ e 2dt
0
Montrer que f réalise une bijection de R dans un intervalle | — o, @] ot @ est un réel

positif que I'on déterminera.
Résoudre I'équation (E) f(x) =1

Question 34  [Part 0] HEC 1998 oral voie E
Ecrire une fonction Scilab qui, pour tout réel @ € R™ et tout entier n € N* renvoie le
n (—l)kak
nombre Z i
k=0
Question 35  [Part (] HEC 2005 oral voie E

Etudier la fonction

2x 1
— —_— dt
! /x Vit 412 +1

Ensemble de définition, continuité, dérivée, limites, graphe.

Question 36  [Part 0] HEC 2006 oral voie S
Soit pour n € N*, Pi(x)=x"4+x—1

1) Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique x, €]0, 1 tel que P,(x) =0 (on
définit ainsi une suite de réels (x,)).

2) Etudier la monotonie de la suite (x,)

3) Montrer que la suite (x;,) converge vers un réel que I'on précisera.

Inn
4) Montrer que, pour toutne N* : 1 —x, < —.
n

Question 37  [Part 6] HEC 2007 oral voie E

Un agriculteur souhaite améliorer le rendement de son exploitation en utilisant de I'en-
grais. Une étude a montré que le rendement, en tonnes par hectare, pour la variété de
blé cultivée est donnée par

f(B,N) = 120B — 8B> +4BN — 2N
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B désigne la quantité de semences de blé utilisée, N la quantité d'engrais utilisée.
1) Déterminer les extremums de la fonction f'; donner leur nature.

2) Sion suppose de plus qu’'une contrainte de budget impose B+ 2N = 23, déterminer
I'optimum de rendement.

Question 38  [Part 2] HEC 2007 oral voie E
1) Etudier la limite éventuelle de la suite (u,),en définie par ug €]0,1] et
Up
VneN ntl =1
" el * n+1

2) Déterminer deux réels a et b tels que, pour n voisin de o :

a b 1
un:1+—+—2+0 —
n n n

Question 39  [Part 6] HEC 2008 oral voie E
Soit f la fonction définie par
V(x,y) ER* f(x,y)=x+y’—3xy+1

1) Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 et d'ordre 2 de f
2) Déterminer les points critiques de f
3) La fonction f a-t-elle des extrema locaux?

Question 40  [Part 3] HEC 2009 oral voie E
1) Montrer que pour z > 0, l'intégrale

est convergente.

2) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que J(z) est équivalent en +oo 3
e—Z

<

Question 41  [Part (] HEC 2010 oral voie E

Etudier la convergence de la suite (u,),cn+ définie par :

1 & k
Vn e N*, un:—aZkln (l—l——)
n® &= n

ou o est un nombre réel,



68

1) dans le cas ol a =2,

2) dans le cas ou o # 2

Question 42  [Part 6] HEC 2010 oral voie E

Soit f la fonction définie sur R™* x R™™, 4 valeurs réelles, par :

2
f@ﬂzi%%;ﬂ

1) Montrer que f est de classe C> sur R™* x R™,
2) Déterminer les points critiques de f.

3) Quelle est la nature de ces points critiques ?

Question 43  [Part 3] HEC 2013 oral voie E
i k
On pose pour tout n € N* : Sp=Y KIn (—)
k=1 n

. : .S
1) Déterminer lim —'31
n—-+4oo 1

- - 1 & o, k+1
2) En déduire la limite quand n tend vers +oode  — Z k“In
=

Question 44  [Part 6] Entrainement
Rechercher les extremums locaux de la fonction f définie sur R? par :

flxy) =x>+y* —x

Discuter le caractére local ou global de ces éventuels extremums.

Question 45  [Part 6] HEC 2013 oral voie E (année 0)
1) On se place dans R?, ot on définit E = {(x,y) € R?, |x|+|y|=1}.
a: Représenter graphiquement I'ensemble E.

b: Déterminer parmi les éléments de E les éléments dont la distance a I'origine
est maximale.

c: Déterminer parmi les éléments de E les éléments dont la distance a |'origine
est minimale.

2) On définit F = {(x,y) € R?, max(|x|,|y|]) =1}.
Reprendre les mémes questions pour I'ensemble F.
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Question 46  [Part (] HEC 2016 oral voie E

Pour n € N, soit f, la fonction définie sur l'intervalle [0, 1] par :

o2 1 2
Vx € [0,1] fn(x):/ e dt—/ e " dt
0 X
1) Montrer que la fonction f, est strictement monotone sur [0, 1]
. Cn 2 1 2
2) a: Etablir I'existence d'un unique réel, noté ¢,, tel que / e dt:/ e " dt.
0 Cn

b: Montrer que la suite (¢,),en €st convergente.

2.3 Probabilités

Question 47  [Part 0] Entrafnement

On joue a pile ou face jusqu'a obtenir “pile". S'il a fallu n jets de la piéce, on tire ensuite
une boule au hasard dans une urne contenant des boules numérotées de 1 a n. Soit X le
numéro de la boule obtenue.

Simuler la variable aléatoire X.

Aprés avoir déterminé I'ensemble des valeurs possibles de X, écrire P(X = k) sous forme
d'une série.

Déterminer P(X = 1).

Question 48  [Part 0] Entrainement

On considére une suite d'épreuves indépendantes, la probabilité du succes étant p (p €
10,1[) a chaque épreuve.

Soit n € N*, on note X, la v.a.r. égale au nombre d'essais pour obtenir n succes.
Simuler la v.a.r. X,.

Déterminer la loi de X,.

n
Pour n > 1, on pose Y =
—

T Déterminer E(Y).

Question 49  [Part 0] Entrainement

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On extrait les boules de cette urne au
hasard, une par une sans remise jusqu'a obtenir les trois boules numérotées 1, 2 et 3.
Soit X le nombre aléatoire de tirages justes nécessaires.

Déterminer la loi de X et calculer son espérance.

Question 50  [Part 7] HEC 1998 oral voie E
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Soit X une v.a.r. suivant une loi uniforme sur I'intervalle [0, 1].
1 _x?

V21

Déterminer la fonction de répartition de loi de la v.a.r. Y =

Donner E(Y).

Question 51  [Part 0] HEC 1998 oral voie E
Une personne a égaré un document qu’elle cherche dans une armoire contenant n tiroirs
1
(n > 2). La probabilité que le document se trouve dans |'armoire est X

Elle ouvre p tiroirs (1 < p <n—1) et constate que le document ne s'y trouve pas.
Quelle est la probabilité que le document soit dans I'armoire ?

Question 52  [Part 0] HEC 1998 oral voie E

Soit X une v.a.r. suivant une loi géométrique de paramétre p. la v.a.r. X admet-t-elle

une espérance ? Si oui, laquelle ?

Question 53  [Part (] Entrainement (court)

Un mobile se déplace entre deux points A et B. A l'instant 0, il est en A.

On note A,, I'événement “le mobile se trouve en A a l'instant n" et B, I'événement “le
mobile se trouve en B a l'instant n".

On note a, = P(Ay) et b, = P(By).

On suppose que l'on a :

36 € [0,1] P(A,NA,+1) =0 ay et P(B,NB,11) =6 by
1) Trouver une relation entre a,. et a,

On utilisera la formule des probabilités totales.

2) En déduire I'expression de a, en fonction de n et de 0 puis sa limite lorsque n tend
vers |'infini.

Question 54  [Part 0] Entrainement

Dans le plan euclidien, on appelle “chemin" de O(0,0) a A,(n,n) (ou n € N) une ligne
brisée de O a A, formée de segments de longueur 1 et dont les changements de direction
ne se font que vers le haut ou vers la droite.

Dénombrer le nombre de chemins différents de O a A,,.

Question 55  [Part §] HEC 2006 oral voie S

En utilisant une variable aléatoire discrete usuelle, montrer que lorsque n tend vers I'infini,
n nk
k'

k=0
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est équivalent a Ee”

Question 56  [Part 5] HEC 2007 oral voie E

Soit X et Y deux variables aléatoires binomiales de paramétres (n,1/2) indépendantes.
Calculer P(X =7Y).

Question 57  [Part (] HEC 2007 oral voie E

Soient A, B et C des événements de méme probabilité p et tels que PANBNC) =0

2
1) Prouver que p < 3

2
2) p peut-il prendre la valeur 3 ?

3) On suppose en outre que A, B et C sont indépendants deux a deux. Prouver

I'inégalité : p < 7

Question 58  [Part 5] HEC 2007 oral voie E

Soient n et N des entiers non nuls.
Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On effectue N tirages avec remise dans
cette urne.

1) Soit F; la variable aléatoire égale au nombre de fois ol le jeton i a été tiré.
Déterminer la loi de F;
n

Onpose: F=) F.

i=1
Déterminer la loi de F', son espérance et sa variance.
Les variables F; sont-elles deux a deux indépendantes ?

2) Pour tout i € [[1,n]], on note X; la variable aléatoire égale a O si le jeton i n'a pas
été tiré et égale a 1 s'il a été tiré au moins une fois. Déterminer la loi de X;, son
espérance et sa variance.

Pour tout (i, j) € [[1,n]]>, déterminer la probabilité : Pix,—0)(X; =0).
Les variables X; et X; sont-elles indépendantes ?

Question 59  [Part 7] Hec 2008 oral voie E
On définit la fonction ¢ par: VxeR @(x) = ke M.

1) Déterminer le réel k pour @ soit une densité.

2) Déterminer la fonction de répartition.

3) Justifier I'existence de E(X) et de V(X) et les calculer.
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Question 60  [Part 7] HEC 2008 oral voie E

1) Vérifier que la fonction F définie sur R par F(x) = —, Vérifie les propriétés

d'une fonction de répartition.

2) Déterminer la loi du maximum de deux variables aléatoires indépendantes définies
sur un méme espace (Q, <7, P), et de méme loi de fonction de répartition F.
Généraliser a n variables.

Question 61  [Part 9] HEC 2008 oral voie E

Les variables considérées dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, .o/, P).
Soit a un réel strictement positif et X une variable de loi uniforme sur [0,2a].

1) Soit n € N*. On considére n variables indépendantes X1, ..., X,, qui ont toutes la
méme loi que X.
On pose : M, = max(Xy,...,X,).

Déterminer la loi de M,, et calculer son espérance et sa variance.

1
2) En déduire que U, = %Mn est un estimateur sans biais de E(X).
n

X1+...+Xn?
—

Est-il préférable a I'estimateur V,, =

Question 62  [Part 5] HEC 2009 oral voie E

Soit X et X, deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q,.<7, p), indé-

pendantes et de loi géométrique de parameétres p; et p, respectivement (p; €]0,1[,i =
1,2).
OnposeU=X|+Xp et T =X; —X.

1) On suppose que p| # p». Les variables aléatoires U et T sont-elles indépendantes 7

2) On suppose que p; = p, = p. Les variables aléatoires U et T sont-elles indépen-
dantes ?

Question 63  [Part 0] HEC 2009 oral voie E

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre A > 0. On désigne
I'espérance par E.

. 1
1) Etablir I'existence de E | —— ).
1+X

1 1
2) Montrer que E (H—X> < min (1, I)

Question 64  [Part 0] HEC 2009 oral voie BL
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Une urne contient n boules numérotées 1,2,...,n (n>3). On tire les boules une a une
sans remise. Quelle est la probabilité que les boules numérotées 1, 2, 3 sortent dans cet
ordre?

Question 65  [Part 5] HEC 2010 oral voie E

Soient X et Y définies sur un méme espace probabilisé (Q, <7, p), indépendantes, suivant
la loi géométrique de paramétre p € [0,1].

Pour tout @ € Q, on pose : M(o) = <X((D) 0 )

1) Déterminer P({w € Q,M(w)inversible}).
2) Déterminer P({w € Q,M(w)diagonalisable}).

Question 66  [Part 5] HEC 2010 oral voie BL

Soient n € N* et p €]0,1].

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur le méme espace probabilisé
(Q,7,p) et suivant toutes deux la loi binomiale de paramétres n et p.

Soit Z=X+Y et ng un entier de [[1,2n].

Déterminer la loi conditionnelle de X sachant [Z = ng|. Reconnaitre cette loi.

Question 67  [Part 0] HEC 2011 oral voie E

n souris (minimum 3) sont lachées en direction de 3 cages, chaque cage pouvant contenir
les n souris et chaque souris allant dans une cage au hasard.

1) Calculer la probabilité pour qu'une cage au moins reste vide.

2) Soit X le nombre aléatoire égale au nombre de cages restées vides. Calculer I'es-
pérance de X.

Question 68  [Part 5] HEC 2011 oral voie E

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q,<7,P), a
valeurs dans N*, indépendantes et telles que :

VieN*, PX=i)=P¥ =i)=—

1) Reconnaitre la loi de X et de Y.

2) Déterminer la loi de la variable aléatoire Z=X +7Y et la loi de X conditionnellement
a (X+Y =k), k étant un entier supérieur ou égal a 2 fixé.

3) Calculer P(X =Y) et P(X >7Y).
4) Calculer P(X >2Y) et P>y (X > 2Y).
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Question 69  [Part 0] HEC 2011 oral voie BL

Soit n un entier > 2 et k un entier de [1,n— 1]

Une urne contient k boules blanches et n — k boules noires.

On les tire toutes une a une sans remise.

Soit X la variable aléatoire égale au rang de la derniére boule blanche tirée.

Donner la loi de X.
n+1
k+1

Calculer son espérance et sa variance. On rappelle la formule :
Question 70  [Part 0] HEC 2011 oral voie BL

VneN*, Vke[0,n], (I;) + <k;: 1) ot (Z)

Soit n € N*, avec n > 2. On lance n piéces de monnaie équilibrées. On définit les événe-
ments :

A : « On obtient Face au plus une fois »,

B : « On obtient Face au moins une fois et Pile au moins une fois ».

Monter qu'il existe une valeur de n pour laquelle A et B sont indépendants.

Question 71  [Part §] HEC 2012 oral voie E

Soit p un réel de ]0,1[ et ¢ =1 — p. Soit (X,),en+ une suite de variables aléatoires
indépendantes définies sur un espace probabilisé (Q,<7,P), de méme loi de Bernoulli

A(p).
Pour tout entier n € N*, on définit pour tout k € [[1,n] la variable aléatoire ¥} = X; +

Xiet1-
1) a: Calculez Cov(Yy, Y1) pour tout k € [[1,n]]

1
b: Montrer que : 0 < Cov(¥;,Yii1) < 2

2) Calculer Cov(Y,Y;) pour tout couple (k, /) tel que 1 <k << n.

>£> =0

Question 72  [Part 5] HEC 2012 oral voie E

3) Soit € un réel strictement positif fixé.

1 n
—ZYk—2p
=

n— oo

Montrer que : lim P (

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, .27, P) suivant une loi
géométrique de parametre p €]0,1]) et Y une variable aléatoire telle que :
si X est impair

0
Y=49Xx :
3 si X est pair
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Déterminer la loi de Y, puis calculer I'espérance de Y.

Question 73 [Part 7] HEC 2015 oral voie E

Soit X une variable aléatoire admettant une densité f strictement positive sur R et
possédant une espérance.

Pour tout o €]0,1[, on note hq la fonction définie sur R par : hq(t) = |t|+ (200 — 1)t.
Pour tout ¢ € R, on pose : L(q) = E (ha(X —q)).

1) Etablir I'existence d'un unique réel go en lequel la fonction L est minimale.

1
2) On suppose que o = 3 et que X suit la loi 47(0,1). Calculer gq.

Question 74  [Part 5] Hec 2015 oral voie E

Soit X1, X5, ..., X, n variables aléatoires telles que pour tout k € [[1,n]], X; suit une loi
de Bernoulli de parametre py avec 0 < pp < 1.
n2

n
On pose Y = ZXk. Montrer que V(Y) < R
k=1
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Chapitre 3

Corrigés des exercices

3.1 Algebre

Corrigé exercice 1 Entrainement

1) C’est une question classique.Si x est un vecteur propre de f associé a une valeur
propre A, on a donc f(x) = A x. Le sous espace propre Vp(A) est Vect(x), car il
est de dimension 1 et x # O

Donc : gg(x)] =g[f(x)] =g(A x) = Ag(x).
e Si g(x) = Og, x est vecteur propre de g associé a la valeur propre O.
o Si g(x) # O, g(x) est vecteur propre de f associé a la valeur propre A donc

g(x) € Vect (x)
On a donc Jk € R tel que g(x) = k x, ce qui signifie que x est vecteur propre

de g.
On a donc répondu a la question.
1 1/2 0
2) Soit P la matrice de passage de € = (i, j, k) a = (e1,ez,e3). P=[0 1/2 1
1 0 1

On montre facilement que P est inversible (en la pivotant, par exemple), donc A est
bien une base.

1 1/2 0
EnnotantX; = |0 |, X1 = [ 1/2 | et X3 = | 1 | les vecteurs colonne des compo-
1 0 1
santes de ey, e; et e3 dans la base canonique € .
2
f(e1) a pour composantes dans € le vecteur colonne AX; soit | 0
2
Donc f(ey) =2e). De méme f(e3) = 4es.
2
f(e2) a pour composantes | 1 |, donc f(ey) =2e;+e.
1
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La matrice A’ de f dans B est donc : Al=10 2 0
0 0 4

3) On vient de voir que e et ez sont des vecteurs propres de f associés aux valeurs
propres 2 et 4. D’aprés la matrice A, 2 et 4 sont les seules valeurs propres de
f. C’est facile de vérifier que les sous espaces propres associées sont Vect(ey) et
Vect(e3) (en faisant les calculs avec A’, ¢’est immédiat).
D’apres la question 1), on a donc g(e) = a.e; et g(e3) = c.e3.
Soit u=g(ey) —a.es.
fu) = flglez) —aes] = (fog)(e2) —af(ez) = (go f)(e2) —af(e2) = g(2.€2) —
2a.€2
Donc f(u) =2g(ex) —2a.e; et ainsi f(u) = 2u. u est bien un vecteur propre de f
associé a la valeur propre 2.

a b 0
Donc u=b.ey et, ainsi, g(e;) = b.e; +a.ey. On aura donc B=matz(g)=10 a 0
0 0 ¢
2a 2b+a O
4) Il suffit de calculer Ax B et BxA. Ontrouve AXB=BxA=| 0 2a 0
0 0 4c
Donc fog=go f et donc oui, | et g commutent.
5) Ona:
M commute avec A <= fog=gof
a b 0
< mat.p(g)=|0 a 0] =B
0 0 c
~— P 'MP=B
< M=PBP"!
Les matrices qui conviennent sont donc de la forme PBP~!
Corrigé exercice 2 Entrainement

1) a: Regardons la condition AM = MA

)

—cxp+bxy =
AM =MA <= (S) cxp+ (d —a)x3 —cxy
—bx;+(a—d)xx+bxy = 0

on fait Ly < bl 4 cL3

—cxo+bxy =
= {—bx1+(a—d)x2—|—bx4 =

I
o

o o

— d
C’est le résultat cherché. On a donc M = % <a c d 8> +x4l = %A+ (x4 — %) I
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2)

3)

b: Sot F = Vect(I,A). D’apres ce qui précéde, on a C(A) C F.
La réciproque est évidente, donc C(A) = F.
: SiX € R(A), XA = X3 = AX, donc X € C(A). On a bien R(A) C C(A).

b: Un calcul simple donne A*> = (a+d)A + (bc — ad)l, ce qui répond a la ques-
tion.

L

On commence par remarquer que pour les 3 matrices A;, lle coefficient b est non
nul.

X?=A — (A+y)*=A
{xz(bc—ad)+y2 =

— Pla+d) +2xy = 1
2 2

) . x+y = 0
e Pour Ay : (S) devient { 2y = 1
Pas de solution. >

) . —x“+y* = 0
e Pour A, : (S) devient 2y = 1
Xx=youx=—yetx’=-oux’= 1

2 2

1 1
On a donc deux solutions : x=y=—=oux=y=——=
V2 V2

Le produit est égal a —A; et la somme est nulle.

422 —
e Pour Az : (S)deviem‘{ 44y 0

J— — 2:
5x2+2xy = 1-Y—2x0ux— 2x et donc, 9x° =1

oux®=1 1 1
On a4 solutions : My = A3z —2I, My = —A3+2I, M5 = g(Ag +2I) My = g(Ag +2I).
On a une somme nulle et le produit donne P = M\ M>)M3My = M12M32. =A3A3 = A%.

Corrigé exercice 3 Entrainement

1) C’estdu cours: dim(E)=4.
2) Soit Py et P, deux polynomes de E, a et B deux réels.

Posons Q = ¢(aP, + BP).

Q(X)= = 6(aP|(0)+BPy(0)X> +3(aPy(0) + BPy(0))X>
+6(aP1(0) +BP2(0)X + (aP”(0) +BP"(0))

= (6P1 (0)X3 +3P/(0)X? 4+ 6P (0)X + P]"(0))
+0t(6P5(0)X> + 3P (0)X2 + 6P, (0)X + P (0))

Donc ¢(oPy + BP) = ad(P) + BO(P2) et ¢ est linéaire.
Par définition, ¢ (P) est un polynéme de E. Donc ¢ est bien un endomorphisme de
E.

3) Prenons € = (Eo,E1,E>,E3) la base canonique de E (avec E;(X) = X').

0 (Ep) = Qo avec Qp(X) = 0X> +0X2 +6X +0 = 6X
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O(E1) = Q) avec Q1(X)

= 6X3+0X2+0X +0=6X3

0 (Ey) = 0y avec Q2(X) = 0X> +6X% +6X +0 = 6X°

¢ (E3) = Q3 avec Q3(X)

=0X>+0X2+0X +6=6

Donc B =maty () =

0 006

6
0
0
0

0
0
0
6

0
6
6
0

o o OO

9°(1
0°(X
¢3 (X7) = <6X2)

4)

9} (X7) = 6¢ (1) = 36¢(X)

)= 2( X) = 60(6X3) =36 x6=216

)= (6X3)—36¢( ) =216X
2

6¢(6X?) = 216X

Done
On a un polynéme annulateur p(x) = x> — 6.

Si A est une valeur propre de B, 1> = 6> donc A = 6.

Donc A = 6 est la seule valeur propre possible. Or 6 est bien valeur propre (car

¢ (X?) = 6X2. Donc

=216X3

spec(B)

= {6}

Si B était diagonalisable, on aurait B semblable a 6idg et donc B semblable a 61 ce
qui n’est pas le cas (car seul 61 est semblable a 6l).

Donc ’B n’est pas diagonalisable ‘

Corrigé exercice 4 Entrainement
a

1) On peut commencer par remarquer que A = X 'X avec X = | b | et que XX =
c

a*+b*+c! =1 : c’est assez connu.

X
ugy
<

On peut conclure :

a2

<= ab
ac

1 1
Onfait Ly < —Ly L+ ELZ L3+ —Lj
a C

— (a b

ab ac | 0O
b> bc | 0O
be ¢ | 0

1

c |0)

ker(f) est le plan vectoriel de base By = (uy,up) avecuy | —a | etup | 0

b c

0 —a

2) D’apres le théoréeme du rang, Im f est de dimension 1. On remarque que les trois

a

vecteurs colonne de A sont colinéaires au vecteur uz | b

c
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a
Donc Imf est la droite vectorielle de base usz avec uz | b
c

3) Supposons xuy + yup + zuz = 0, en composant par f on obtient zf(uz) = 0. Or
f(u3) a pour composante X 'XX = (a®> +b* +c*)X = X (tiens, u3 est un vecteur
propre!). donc z = 0. Puis, comme (uy,uy) est une famille libre, x =0 et y = 0.
Donc (uy,up,u3) est une famille libre de R® donc une base.

4) uy et up sont des vecteurs propres associés a la valeur propre 0, et on a vu que
uz est aussi vecteur propre associé a la valeur propre 1. B = (uy,un,u3) est donc

0 00
une base propre. On aura D = matz(f) = [0 0 0] avec D =P~ 'AP et P =
0 01
b ¢ a
—a 0 b
0 —a c
Corrigé exercice 5 HEC 2001 oral voie E

1) a: A et B sont diagonalisables car symétriques.

b: Cherchons les valeurs propres :

(A — AI) non inversible
(—=3—-21)>—4>=0

A valeur propre de A <—>

<~ 3

— (-3-A—-4)(-3-1+4)=0
= 7

e

A valeur propre de B <= (B — AI) non inversible
—= (1-1)?-22=0
<~ (B-A)(-1-21)=0
< A=30ur=-1

Donc spec(A) = {—17,1} et spec(B) = {—1,3}

2) a: Onutilise le bindme de Newton : (M —1)> =M> —3M*+3M —1=A—1
(M+1)?=M*+2M+1=B+1.

b: 1 est valeur propre de A donc A — I n’est pas inversible donc (M;)? n’est pas
inversible.
Or (M —1)3 = (M—1)>(M —1). Si M —1I était inversible, (M —I)* le serait
aussi et (M —I)(M —1I)? le serait aussi : impossible. Donc M — I n’est pas
inversible. Méme raisonnement pour justifier que M + I n’est pas inversible.

c: Il en résulte que 1 et —1 sont valeurs propres de M (les seules car elle ne peut
pas en avoir plus).
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3)

Donc spec(M) = {—1,1}. M est diagonalisable (2 valeurs propres distinctes)

et M est semblable a M' = ((1) _01>

M'? = I donc M* =1.

M-=-3I4+3M =A 4AM =A+31
: M? =1Idonc M> = M donc (S) <= et = et
I+2M =B 2M =B-1

On obtient dans les deux cas M= ((1) (1))

: On avu que la condition permettait de justifier que M — I était non inversible,

donc que 1 était valeur propre. Soit u un vecteur propre associé, en prenant un
vecteur v non colinéaire a u, dans la base (u,v) la matrice de I’endomorphisme

AN . : 1 a
associé a M dans la base canonique devient M’ = (

0 b)' Ce qui répond a

la question.

1 a+ab 1 a 7 0 4 —3a+ab
. /2_ ! — — =
P ME =AM (o 2 ) 4(0 b>+(0 7) (o b2—4b+7)

Or b*> —4b+17 = 0 est impossible (discriminant négatif) donc M'> —4M' +71
est inversible, donc I’endomorphisme associé aussi donc M? —4M + 71 est
inversible.

s (M A1) (M? —4M +71) = M3 — 4M? + TM + M?* — 4M + 71 = M> + 3M? +

3M +71
Donc (M +1)(M? —4M +71) = A +11.

: Soit X = (_11> C’est un vecteur propre de A associé a la valeur propre —1.

On a donc (M +1)(M?> —4M +71)X =0

Donc (M?* —4M +71)[(M +1)X] = O et, ainsi, (M +1)X est un vecteur du
noyau de M> —4M + 1. Or ce noyau est réduit au vecteur nul d’apreés 3) b,
donc (M +1)X = 0 donc —1 est valeur propre de M. Donc M est semblable a

M = ((1) _01). Donc M"? =1 M = M" et donc M*> =1 et M® = M.

DoncM—3I—|—3M:Ae;4M:A+3]:(2 g).Donc M:((l) (l)>

Corrigé exercice 6 Entrainement

Cours : 1] faut évidemment maitriser I’énoncé de la formule du binéme. Pour une dé-
monstration, on peut opter avec l’utilisation de la loi binomiale, ou pour une récurrence,
en utilisant la formule de Pascal.

)

n
a: Sia,=q", alors ay =Y (n>(—1) =g =(1-q)" an = (1—q)"

k=0

. - w [n
b: Sia,=n? alorsa, =) (k> (—DF(=1)*%>%.

k=0
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2)

3)

c: Sia,= (Z) alors a, = é (Z) (ﬁ) (—1)k

k _
Or de facon classique : " T (penser aux choix d’un
k) \p p) \n—k

groupe de k personnes parmi n avec p chefs).

b= (1) (D)t =T (),

= ()L (") @mvinty _ad=C17ein=p

Jj=0 J

Calculons :

8y
Il
1=
N
S
N——
|
o
=
1~

Or, d’apres la calcul précédent, oy, = (—1)P si p =n et a, = 0 sinon.
Donc a, = (—1)" x (=1)"a, = a, c.q.fd.

a: La linéarité de ® est évidente.
Siepg=(1,0,0,0),ap=1,a1=140=1,a=140+0=1,etaz=1+0+
04+0=1
Sie; =(0,1,0,0), a0=0,a1=0-1=—-1,a=0-24+0= -2, et a3 =
0-340+0=-3
Sie; =(0,0,1,0),a0=0,a1=0+0=0,a=0+0+1=1,etaz=0+0+
3+0=3
Si ez =(1,0,0,0), dp=, a1 =0+0=0,=0+0+0=0,eta3=0+0+
0—-1=-1
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1 0 0 O
1 -1 0 O
Donc M = 1 221 0
1 -3 3 -1

b: En utilisant 2) ou par le calcul : M?> = I donc M~'=M
ca=a<—=MX=X<—= M-1)X=0.

0 0 00O
1 -2 00 o
M—-1I= 1 -2 0 0 On passe y et 7 en parametre .
1 =330
1 3
x=2y,y=y,z2=2 —2t=—x+3y—3z=y—3z donct= —Ey—l— 5%
1 3
F:{<2y,y,z,—§y+§z) 5 YER,z€ R} dim(F) =2
Corrigé exercice 7 HEC 1999 oral voie E
1) ®3(M) = MB— BM.
a: Soit My, M, deux matrices de #,(R), x| et x deux réels.
CI)B(lel +x2M2) = = (lel —I—XQMz)B —B((lel —f—xZMz)

= X](MlB—BM]) +XQ(MzB—BM2)
= qu)B(Ml) +X2q)B(M2)

Donc ®p est linéaire. Comme YM € M, (R) Pp(M) € .#,(R), Pp est bien
un endomorphisme de #,(R).

b: Prenons A = (a b).
c d

Pp(A) = (

Donc
Pp(A)=A < a=—-—c a—-b—d=Db c=d
<— a=-c¢ b=—-c d=c

DoncA:c(_l1 _11) ceR

00
2 2
Ac=c (0 0) = 0.
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2) On considére deux éléments A et B de .#,(R) vérifiant :  AB— BA = A.

3)

a:

AB — BA = A donc, en multipliant par A a droite, A>B — ABA = A? et, en
multipliant par A a gauche, ABA — BA> = A?

Donc, en sommant, A2B — BA* = 2A2.

On généralise le résultat par une récurrence facile.

On a ®p(A¥) = kA, donc, dans le cas o AF est non nulle, A* est vecteur
propre de ®p assoicié a la valeur propre k.

: 11y a au plus n* valeurs propres pour I’endomorphisme ®g, donc A* # 0 pour

tout k dans N est impossible, donc il existe un entier naturel p tel que AP = 0,,.

Déterminons ’application fog—go f.

(fog—gof)(P) = f(g(P))—g(f(P))=(XP) —XP
= XP+P—-XP =P
donc fog—go f=id

On compose par f a gauche : fofog— fogof = foid=f
Donc fo(fog)—(fog)of=1/.

D’ou le résultat en prenant h = fog.

La réponse est non, car, cela ne marche pas : il suffit de regarder fP(Q) avec
Q = XP*1 qui n’est pas nul.

Voila toute la différence ente dimension finie et infinie !

Corrigé exercice 8 HEC 2002 oral voie E
0 0 01 0 00O 0 00O
0 00O 0 001 0 00O
1) Notons Ay = 000 0 , Ay = 000 0 , Az = 000 1 ,etAy =
1 000 01 00 0010
0 0O0@O0
0 00O
0 00O
00 01

2)

OnaF =Vect(A,A2,A3,As), ce qui prouve que F est un sous espace vectoriel de
AM4(R).

La famille (A,A3,A3,A4) est donc génératrice de F.
aA1+aAr+azAzs+aAs=0—a;=ay=a3=a4 =0

La famille (A1,A3,A3,A4) est donc libre et forme une base de F. dim(F) =4|

On peut remarquer que M (e;) n’est autre que la matrice A; déja citée pour tout
élément i de [[1,4].

M+J=

. En faisant Ly <— Ly — L1, on obtient My +J ~

—_—0 O =

0
0
1
0

o o = O
o= OO

1
0
0
0

o O = O
SO O

Donc My + J est inversible.

S O =
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On procede de méme pour M> +J et Mz +J. My —+J est directement la matrice iden-
tité.

a 0 0 o
0 ao 0 a
0 0 a3 as

ay ady az daa

4

Y aiMi+7) =
i=1

=0 <= agi=amy=a3=a4=0

Donc la famille (M; +J ) <i<a est libre.

06 0 0 g
3) M(a) +06J = 06 0 a On fait Ly < 0Ly —a 1Ly —axly — azl3

0 0 60 aj
ay ady az dag
6 0 0 o
0 6 0 ar . 2 2 2

M(a)+0J 00 § a|VeCx= Oas —aj —a; — a;
0 0 0 «x

La condition M (a) + 0J non inversible V6 € Rimpose donc ay =0 et a} +a*+a3 =
0 donc a = 0gs. C’est le résultat attendu.

4) a: Voila une question qui semble trop difficile pour ce niveau.

S’il existe une matrice M(a) dans G, comme J € G,¥0 € R M(a)+6J € G,
ce qui est implique a =0 d’apres la question précédente. Donc|F NG = {Og}
Soit B=(N1,N,,...,Ly) une base de G. On la réunit avec la base (My,M,, M3, M)
de F. Soit 7 la famille de vecteurs obtenue. Montrons que cette famille est
libre. Supposons oM+ ...04My+ BNy + ...+ BNy = Og

On a donc My + ...04Ms = — (BIN1 + ...+ BulNm) et donc un vecteur de

F NG, donc un vecteur nul. Donc a; = ...04 =0et By =...= B, =0. La fa-
mille est bien libre. Elle comporte donc au plus 16 vecteurs car dim(.#4(R) =

16. En conséquence |dim(G) < 12

a ay a3 O

as as ag O

a; ag a9 O

aip air app 0

G est bien un sous espace vectoriel de .#4(R), contenant J et ne contenant au-
cune matrice inversible. On montre facilement que dim(G) = 12. La réponse
est donc oui.

b: Prenons G ’ensemble des matrices du type

Corrigé exercice 9 HEC 2005 oral voie E
-1 -1 0
1) On peut remarquer que A(t) =I+tBavecB=|—-1 —1 0
-1 1 =2

On peut aussi remarquer que A(t) = A(t') <=t ="', car (I1,B) est une famille libre
de M+(R). Donc A(t) x A(t') = (I+tB)(I+t'B) =1+ (t +1')B+1t'B*
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2
Or B> = 2 — —2B.

NS T \S T \V]
~ O O

-2
Donc A(t) x A(t') =1+ (t+t' —2t/')Be M.

2) On utilise le calcul précédent :

Aty xA(f)=1 < t+t-2tr'=0
— t+/(1-2t)=0

1
o Sit= > I’égalité précédente est impossible.
o t
12t

1
.Sit;«éi ¢

1
On peut donc conclure : | A(t) est inversible si et seulement si t # 3

Puis sn%% ()] :A(l_tzt> e

3 5/2 3/2 0
3)A(§>: 3/2 5/2 0] etA(r?) =A(2t —212).
3/2 —3/2 4
3 3
A =A(-= 2t -2 =2
(1) ( 2) — t 5
= 4’ —4-3=0

4-8 1 448 3
A = 16+ 48 = 82 donc deux solutions : 1 = = = —3 et th—= % =—

s . : 1 3

L’équation admet deux solutions A | — 3 et A 2

4) SoitC=A(—1).C>*=AQ2.(-1)—2.(-1)?) =A(0) =L
Donc, immédiatement par récurrence : C"=1IsinestpairetC" =A(—1) sin
est impair.

Corrigé exercice 10 Entrainement

1) eSixeckerg g(x)=0g donc f[g(x)] = O et donc x € ker(fog).
eSixclm(fog) JuckE tel quex= (fog)(u)doncx= f(v) (avecv=g(u)).
On a bien les deux justifications demandées.

2) Si fog est bijectif, alors ker(g) = {Og} donc g est bijectif, donc f aussi.

3) Si A # 0 est valeur propre de f o g, et u un vecteur propre associé, (fog)(u) = Au.
g(u) # O nécessairement, sinon on aurait Au = O ce qui est impossible du fait
que A % 0.

Donc (go fog)(u) = Ag(u), soit encore (go f)(g(u)) = Ag(u).
Donc g(u) est vecteur propre de go f associé a A.
La réciproque est évidente, f et g jouant un méme role.
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4)

On a étudié le cas des valeurs propres non nulles. Il faut maintenant regarder le cas
particulier de la valeur propre 0.

A valeur propre de fog <= fog non bijectif
—> [ et g non bijectifs, d’apres 2)
— go f non bijectifs (symétrie des roles)
=—> A =0 estvaleur propre de go f

La réciproque est immédiate. D’ou le résultat global demandé.

Corrigé exercice 11 Entrainement

)

2)

Soit My et My deux matrices de C(A), x| et x; deux réels. Posons M = x; M| + x;M5.
AM :A(lel —|—X2M2) =x1AM| +x2AM> = x] M1 A+ x, MHA = (X]M] +.X2M2)A =
MA

Donc xiM) +x,M, € C(A). Ainsi, C(A) est un sous espace vectoriel de 4,(R).

I €C(A) et A€ C(A), en supposant A et I non colinéaires, (I,A) est une famille
libre de C(A), donc dim(C(A)) > 2.

Et si A et I colinéaires, C(A) = #y,(R) qui est de dimension supérieure ou égale a
2 (carn = 2).

a: C(A) = #,(R), donc MA = AM pour toute matrice M de #,(R) donc fog =
gof.
(fog)(ei) = flg(ei)] = f(ei).
(g0 f) =2glf(ei)]-
Donc g[f(e;)] = f(e;) et ainsi, f(e;) est vecteur propre de g associé a la valeur
propre A = 1.
Or la définition de g permet d’affirmer que le sous espace propre de g associé
a la valeur propre 1 est Vect (e;).
Donc il existe a; tel que f(e;) = qye;

b: D’apres ce qui précéde, la matrice A est diagonale et A = diag(oy, .. ., Q.

1 0 ... 0
1 0 ... 0
Prenons M = | . . .
1 0 ... 0
o 0 . 0 o O 0
o 0 ... 0 1 0
AM =\ . . | et MA =
a, 0 ... 0 o 0 ... 0
Comme AM = MA, onadonc 0p = 03 = ... = 0, = (.

¢: Onadonc A =diag(ay,q...,00) = ayl.

Corrigé exercice 12 Entrainement
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1) go f est une application linéaire de R’ dans R®.
g étant linéaire de R® dans R®, dim(Im(g)) < 2. Or Im(go f) = {g(f(u)) / u €
R’} C Im(g)
Donc dimIm(go f) < 2. C’est le résultat attendu.
On peut donc en déduire que g o f n’est pas bijectif et, donc, que A = 0 est valeur

propre de go f.

2) On suppose que AB = (O !

1 O)' AB est la matrice de f o g dans la base canonique
de R®.

a: Soit X € R? tel que BX =0, alors ABX = 0 donc X =0 car AB est inversible.
Donc, si X non nul, BX n’est pas nul.

b: Si A est valeur propre de AB, 3X non nul tel que ABX = AX.
Donc BABX = ABX  soit encore  (BA)(BX) = A(BX).
Comme BX n’est pas nul, BX est vecteur propre de BA associé a A. C’est le
résultat attendu.

1
c: A = 1 est valeur propre de AB associé au vecteur propre (1>

. 1
A = —1 est valeur propre de AB associé au vecteur propre B 1).

Donc A =1 et A = —1 sont des valeurs propres de BA. On sait aussi que 0 est
valeur propre de BA donc BA matrice de #3(R), admet trois valeurs propres
distinctes. BA est donc diagonalisable.

Corrigé exercice 13 Entrainement

Soit A € M, (R), (n> 1). On cherche les matrices M de 4, (R) telles que AM — MA = A

. AMn(R) = An(R)
1) Soit - { M AM—MA
f est immédiatement un endomorphisme de calM,(R). f n’est pas bijectif car
ker(f) contient A et I.
Si I’ensemble de solutions contient une matrice My, il contient aussi My+ M pour
toute matrice M de ker(f). Donc si I’équation proposée admet au moins une solu-
tion, elle en admet une infinité.

2) Soit M une solution de I’équation.

a: Notons (H,) la propriété : APM — MAP = pAP.
On montre (Hy) par récurrence sur p € N.
o C’est immédiatement vrai pour p = Q.
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e Supposons (H,) vraie pour p € N.

APHIM — MAPTY = A(APM) — MAPT!
= A(pAP + MAP) — MAPT!
= PAPTL L AMAP — mAPT!
= pAPTl L (MA4A)AP — MAPT!
— pAp+1+MAp+1 +Ap+1_MAp+1
= (p+ 1A

Donc (Hp41) est vrai... ce qui achéve la récurrence.

b: On considere I’endomorphisme ¢ de .#,(R) défini par 9(N) = NM — MN.
Ona ¢(A) =AM — MA = A donc A est vecteur propre de ¢ associé a la valeur
propre A = 1.

D’aprés ce qui précede ¢(AP) = pAP donc, si AP # 0, AP est vecteur propre
associé a la valeur propre p.

Or, il ne peut y avoir qu’un nombre fini de valeur propre, donc il existe un
entier k tel que A¥~1 £ 0 et AK = 0.

3) Soit A € ., (R) telle que A"~' # 0 et A" = 0 et u I’endomorphisme canoniquement
associé a A.
a: Supposons que (x,u(x),u*(x),...,u""'(x)) ne soit pas une base de R", ce ne
serait pas une famille libre et on aurait :

x = oqu(x) + ou®(x) + ...+ 041" (x)

En composant par W'~ , on aurait W'~ (x) = oqu"(x) + ... 01?2 (x) =

Of.
C’est impossible. Donc (x,u(x),u?(x),...,u" "' (x)) et une base de R".
0 O 0
1 0 0
b: Immédiatement La matrice de u dans cette base estA= | 1
0 O
Corrigé exercice 14 Entrainement
Soit A € M, (R), symétrique, dont tous les termes sont des 1 et des 0 et telle que :
kK1 1 ... 1
1 k£ 1 ... 1
A = avec k > 2.
I ... 1 &k

1) Commengons par regarder comment est organisée la matrice A>.

Supposons A = (a; ;). Alors A% = (b; ;) j)avech; j= Z a; pap j = Z a;pa; p (car A
p=1
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2)

3)

est symétrique).
n
En particulier, b; ; = Z a%p'
p=1

Or b;; = k > 2 donc, d’apres I’hypothese faite sur A (ses termes ne sont que des 0
et des 1), chaque ligne posseéde exactement k fois 1 et n — k fois 0.

Donc le vecteur U = (1,1,...,1) est vecteur propre de A associé a la valeur propre
A=k

On a AU = kU donc AY = kAU = k*U. Un calcul direct de A>U donne A’U =
(n—1+k)U

Donc k* = n— 1+ k. On en déduit que n— 1 = k(k — 1) qui est nécessairement un
nombre pair..

On peut remarquer que A> = J + (k— 1)1 ot J est la matrice de .#y,(R) ne compor-
tant que des 1.

J est connue : elle est symétrique, donc diagonalisable, admet 0 comme valeur
propre d’ordre n — 1 et n comme valeur propre d’ordre n. Dans une base propre,
A? sera semblable & une matrice diagonale comportant O sur n— 1 termes de la
diagonale et n sur un terme.

Donc A? est diagonalisable, admet n+k—1 (or n+k—1= k%) comme valeur
propre d’ordre 1 et k — 1 comme valeur propre d’ordre n — 1.

A est diagonalisable, car symétrique.

A admet des valeurs propres prise dans {—v/k—1,v/k—1,—k,k}

Corrigé exercice 15 HEC 2006 oral voie E
011
SoitA=11 0 1
0 01
1) Cherchons les valeurs propres et sous espaces propres de la matrice A.
-1 1 1
A-AI=| 1 —A 1 On fait Ly <> Ly, puis Ly < Ly + AL,
0 0 1—-4
1 -4 1
A—A~ [0 1-A% 1+2
0 0 1—-A
e Pour A =1, le systeme (S) (A —AI)X =0 devient <1 -1 1 0)
’ 0 0 2|0
X
Sionnote X = |y |, on passe y en parametre. On obtient x =y, z=0,y € R.
Z
1
Donc le sous espace propre Ej=1) est Vect(Uy) avec Uy = | 1
0

B 1110
e Pour A = —1, (S) devient <O 02 | 0>.
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On passe y en parametre. Le sous espace propre E()__1) est Vect(Up) avec Up =
—1
1
0
Il n’y a pas d’autres valeurs propres.
Donc Spec(A) = {—1,1} et la somme des dimensions des sous espaces propres est

2.
Ainsi, A n’est pas diagonalisable, et A est inversible, car 0 n’est pas valeur propre.
1 02 013
2) On calcule facilement A> et A3 :A>= [0 1 2| etA3=1|1 0 3
0 01 0 01
On vérifie facilement, par récurrence, que pour tout p € N :
1 0 2p 01 2p+1
A =10 1 2p et AP =11 0 2p+1
00 1 00 1
11 est donc impossible d’avoir AP = A%4.
012
3) a:SiM= |1 1 1], pournec N, M" est nécessairement une matrice a coef-
1 2 3
ficients dans N. Il est donc impossible d’avoir M" = A.
0O 1 0
b: SiM= 1|1 —1 1|, M estsymétrique, donc diagonalisable. Dans une base
0 1 1

propre, M serait semblable a une matrice M’ diagonale.

Dans cette base propre, si M existe, on aurait M™ = A" avec A’ semblable a A
et M" diagonale.

Comme A n’est pas diagonalisable, il est donc impossible d’avoir M" = A.

Corrigé exercice 16 HEC 2006 oral voie E
-1 0 1
Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique s’écritA=| 0 0 0
1 0 -1

1) Pas de probléme pour cette question de cours.

2) Changeons l’ordre des questions et commengons par la détermination de Imf.
En regardant les colonnes de la matrice A, on constate immédiatement que :

1
Imf=Vect(u) avecu | 0 donc dim(Imf) =1
-1

3) La formule du rang permet d’affirmer que | dim(ker(f)) = 2

Toujours en regardant la matrice A, en notant ¢ = (i, j,k) la base canonique de
E = R, on constate que f(j) = O et f(i) = — f (k) donc j € ker(f) et i+k € ker(f).
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Ces deux vecteurs n’étant pas colinéaires, forment une famille libre de ker(f) et

donc une base de ker(f) que I’on sait étre de dimension 2
ker(f) est le plan vectoriel de base (j,i+ k)

4) On sait déja que f est diagonalisable car A est symétrique. On a déja une valeur
propre A = 0 et le sous espace propre associé E(j_g) = ker(f) de dimension 2. Les
2/3 de la réduction sont déja assurés. Par curiosité (en fait une intuition appuyée
par pas mal de pratiques), on détermine f(u) et on constate que f(u) = —2u. Donc
A = =2 est valeur propre. 1 < dim(E(3—_5) <3 —2. Donc E(A = —2) =Imf.

S) Tout le travail précédent permet de conclure que f est diagonalisable.

00 O
PB' = (j,i+k,u) est une base propre et A’ =matg (f)= (0 0 0
00 -2
00 O
6) A=10 0 0 |=(=2)""'A4, donc f"=(-2)"'f.
0 0 (=2)
Donc |Vn€ N* A" = (—2)""1A
7) On se place dans la base propre de f :
A—al)?=1 — A —al)?=1I
(—a)> 0 0
— 0 (—a)? 0 =1
0 0 (—2—a)?
— d®=1 e (a+2)?>=1
<= a=1 cara=—1 estimpossible
L’ensemble des solutions est donc . = {1}
Corrigé exercice 17 HEC 2007 oral voie E

On donne les fonctions suivantes définies sur R :
fix—1

giXx—>Xx

h:x+—— xIn|x| pour x # 0 et h(0) =0

On pose E =Vect(f,g,h).

1) 11 suffit de montrer que (f,g,h) est une famille libre de E.
Soit a, b et c trois réels.

af+bg+ch=0 < VYxeR a+bx+cxln|x|=0eta+0+0=0

— a=0etb=0 (obtenu en pren
e a:O b:O CZO

(f,g,h) est libre, donc forme bien une base de E.

antx=1)etcxln|x| =0 Vxe R
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2) Z(au+bv) = (g.(au+bv)) = a(g.u) +b(g.v) = aZ(u) + bZ(v)
Donc Z est linéaire.
Z(f)=¢=1=f
Z(g) =(s%) =28¢' =2g
Z(h) = (gh)’ = (x*In|x|)/ = 2xIn x| -I—)cz.l
Donc Z(h) = xIn|x| +x = g+ 2h; Donc Z)EE) C E et Z est bien un endomorphisme

deE.
1 00
On a immédiatement M=matz(Z)=10 2 1
0 0 2
3) M est immédiatement inversible. Pivotons pour trouver rapidement M~ :
1 00 1 00
0 21 010
0 02 0 01
1 1
Onfait Ly §L3 puis Ly < ELZ — 15
1 00 1 0 0
010 0 1/2 —-1/4
0 01 0 0 1/2
1 0 0
M1=10 1/2 —1/4
0O 0 1/2
4) Résoudre 1’équation Z(u) = a+ bg + h revient a résoudre le systeme (S) MX =
a
b
1
a a
S)<=X=M"|b|=[b/2-1/4
1 1/2
5) En prenant a = b = 0 dans la question précédente, on obtient (gu) = h. Le vecteur
0
u obtenu est | —1/4
1/2
On prend gu et on obtient une primitive de h.
1 1
En clair, ¢’est la fonction X —sz + Exz In |x|
Corrigé exercice 18 HEC 2007 oral voie E
1) Soit (u,) et (v,) deux suites réelles, a et b deux réels. F((a(u,) +b(vn))) = (wn)
avec
Wne1 = (aupy)+bvyir) — (au, +bvy)

= a(un—i-l - un) +b(Vn+1 —Vn
= tl’l
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avec (t,) = aF ((un)) +bF ((v,)). Donc F est bien linéaire.
2) F((”n)) = Upt+1 — Un

o Si (uy,) est une suite arithmétique de raisonr, up+) = u,+rdonc | F((u,)) = r, constante

o Si (uy) est une suite géométrique de raison q, un1 = quy donc u,y — u, =
(q — l)un
F((uy)) est une suite géométrique de raison q — 1

o Si (u,) est une suite arithmético géométrique, u, | = au, + b donc u, | —u, =
(@a—Du,+b

Vpt1 = (a—1)(aup,+b)+b=ala— Nu,+bla—1+1)=ala—1)u, +ab = av,
F((uy)) est une suite géométrique de raison a

n

3) La série Y v, a pour somme partielle de rang n, S, = Z (Ugs1 — Ug) = Upt1 — Up
k=0

Donc | La série Y. v, converge si et seulement si la suite (u,) converge

4) Pour trouver ker f, on doit chercher les suites (uy) telles que u, .1 — u, = 0 pour
toutn € N.
’ker [ est ’ensemble des suites constantes ‘

Soit (vy,) une suite réelle donnée. F((u,)) = (v,) si et seulement si u, = S,_1 + ug
pourn € N*.

La suite définie par ug quelconque et u, = S, + ug pour n € N* est un antécédent
de la suite (vy,). Donc|Im(F) =E

5) Soit (u,) € S.Posons (vy,) = F((un)).

Vnt2 = SVpp1 6V = (Uns3 — Uny2) = S(nt2 — Unt1) +6(Uns1 — ttn)
= Upt3 —Oupio+ 1lup ) —6u,
= (Supt2 —O6Upt1 —Oupyo+ 1luyyg — 6uy,
= —Up2+Supi — 6uy
0

Soit G le restrictionde F a S.

D’apres la question 4), ker G est [’ensemble des suites constantes de S, c’est a dire
la suite nulle.

On sait que S est de dimension 2 donc kerG = {Og}. Et G est bien un automor-
phisme de S.

6)

F((up)) =A(uy) <= VneN upy)—u,=Au,
< VneN u=A+1)u,

Donc, pour tout réel A € R, A est valeur propre de F et le sous espace propre
associé est I’ensemble des suites géométriques de raison 1+ A.

Corrigé exercice 19 HEC 2007 oral voie E



96

1)
2)

3)

4)

5)

Pas de probleme pour la question de cours.

Soit B = (ey,e,...,e,) une base de E.

Ir(e;) € N* tel que u"¢) = Og. On considere p = max(r(e;) /i € [1,n]}.
OnaalorsVi€ [[1,n]] uP(e;) =O0g doncVx € E uP(x) = 0f donc u? est ’appli-
cation nulle. Supposons que p = r(ey). uP~(ey) # O (sinon, on aurait p < r(ey))

donc uP~! n’est pas I’application nulle.

u" est 'application nulle. Donc p(x) = x" est un polynome annulateur de u. Si A est
valeur propre de u, A" = 0 donc A = 0. Soit x € E tel que 1"~ (x) # Og.
u(u=1(x)) = Og donc u'~(x) est un vecteur propre de u associé a la valeur propre

0. Donc 0 est bien valeur propre ’ 0 est la seule valeur propre de u ‘

Si u était diagonalisable, u serait semblable a I’endomorphisme nul, ce qui n’est

pas le cas. Donc ‘ u n’est pas diagonalisable ‘

r—1 uk
Onpose: v= —.
k!
k=0
r—1 kuk
Posons w = Z(—l) o
k=0 :
1 1)k
On pose a; = a et by = T
2r—1
on obtient vow = Z ckuk avec, pour k >0 :
k=0
k k k—i
I —1)
Ck = ;)albkfi:i;;‘)ﬁx(k_l)‘
1 & k!
— _ _1 k—i
k! ;’)( ) i (k—1i)!
1 & [k
= — (—1)’<—l(,)
k' = i
1 k
= E(l_l) =0

Par ailleurs, on a co = 1. Donc vow = idg.

. On compose v et w. Par opérations algébriques,

On peut conclure v est un automorphisme et v\ =w

Soit x un vecteur de E :

Donc keru C ker(v —id,)
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6) ker(u) # {0g} donc (ker —v —idg) # {0} donc A = 1 est valeur propre de v.

r—1 uk(x)
v(x) =Ax — Z =Ax
k=0

k!
r—1_k
u(x)
= 1;1 = (A= (1)
Or 3x € N¥ el que u'™) = 0g et u"™~1 £ 0p
r—1 uk(x)
On compose (1) par u"™ -1 : -1 Z | = (A — D=1 (x).
k=1 :
r—1  k r—1 r(x)—1+k(x)
Or -1 Z wx) -y O
L=1 k! = k!
Donc (A — 1Du"®~1(x) = 0g et, comme "™~ # 0 on a donc A = 1.
On peut conclure : A = 1 est donc la seule valeur propre de v
Corrigé exercice 20 HEC 2007 oral voie E

Question de cours : Décidément, cette question revient souvent. Il est facile d’y répondre.
1) M est symétrique, donc f est diagonalisable.
2) Résolvons le systeme (S1) (M +21)X =0

1 - -1 1 | O
-1 1 1 -1 1] 0
S~ 10 1 1 4 | 0
1 -1 -1 1 | O
~ (1 -1 -1 1 | O)
X
Si on pose X = )Z; , Oon passe 'y, z et t en parametres.
1
y+z—t 1 1 —1
X = Y =yU1 4 zU; +tUz avec Uy = ! , Uy = 0 etUy = 0
Z 0 1 0
t 0 1 1

Pour i € [1,3], on note u; les vecteurs de R* ayant pour composantes U; dans la
base canonique. (uy,uy,us) est une famille génératrice de E_,. On vérifie que c’est
une famille libre.

yui +zup +tuz = 0gs donne immédiatement y =0,z =0, = 0. Donc (uy,up,u3) est
une base de E_». |dim(E_;) = 3|

3) f((1,—1,—1,1)) a pour composantes, dans la base canonique de R* :

1 - -1 1 1 2
—1 -1 1 —1| [-1] [-2
—1 1 -1 =1 [-1] 7|2

I -1 -1 -1 1 2
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Donc 2 est valeur propre. dim(E,) > 1). On sait d’aprés le cours que la somme des
dimensions des sous espaces propres est inférieure a 4, donc 2 est valeur propre et
E, =Vect(us) avec ug = (1,—1,—1,1)

1 1 -1 —1
1 0 0 -1
4) Prenons B = (uy,uy,u3,uy). Dans ce cas, P = 01 0 -1
0 0 1 1
On montre facilement que P est inversible, ce qui prouve que 9 est une base
(propre). Le cours permettait déja de deviner ce résultat. Il nous permet aussi de
-2 0 0 0
donner la matrice M’ de f dans la base X : M’ = 8 _02 _02 8
0O o0 0 2
On a donc M = 4lI.
5) On aura donc M™" = 22"[ et M1 = 22" M’ donc
Vne N M =221 = 4"] et MPH =22\ = 4"M
Up
6) En notant U, = Vn , on peut donc écrire Uy, = é_lM U,.
n
In
Par une récurrence immédiate, on a U,, = 4—nM”U0.
1 1
Donc U2n == 4%4’1](]0 = 47U0
R 1 1
De méme, Uypi1 = 4Tn.4”MU0 = 4—nMU0
Dans les deux cas, les suites tendent vers Q.
Corrigé exercice 21 HEC 2008 oral voie E
1) Question de cours : pas de probleme.
1) f est continue sur R, donc admet une primitive F sur R, qui est donc C' sur R.
En fait ®(f) est une primitive de f, et est donc C' sur Ret¥Vx € R g'(x) = f(x)
2x 2x 2x
2) CD()L]f] +7sz2)(x) = / (l]f] —|—/12f2) (l‘) dt = A / fi (l‘) dt —l—)Lz/ fz(t) dt
X X X
Donc @(A1f1 +22f2) = MP(f1) + Ao (P (f2)-
® est linéaire et Vf € CO ®(f) € C¥ donc ® est un endomorphisme de C°.
3) L’application v : x — |x| est continue sur R non dérivable sur R (deux demi tan-

gentes en ().

® n’est pas surjective car v, qui est dans C° ne peut pas avoir d’antécédent.
Cherchons ker(®).

Si g est la fonction nulle alors, Vx € R g'(x) = 0 donc f est aussi la fonction nulle
sur R.

Donc ker(®) = {0p0} et ainsi, ® est injective.
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4) On commence par remarque que f est nécessairement dérivable sur R car f =

1
ICID(f) (en utilisant la question 2) ).

Soit h: x — f(x)exp (—%)
Hw ==z 1@en(-7) +rWe(-7)
Comme ona Af(x) = /0 f(¢t) dt, en dérivant, on a : Af'(x) = f(x).

En reportant, cela donne W' (x) = 0 donc h est constante.
0

1
Comme f(0) = I/ f(t) dt =0, on a donc h(0) =0, et h est nécessairement la
0

fonction nulle, et, en conséquence, [ aussi. c.q.fd.
Donc A # 0 ne peut pas étre valeur propre. On a déja vu que O n’était pas valeur
propre, car P est injective, donc ‘ D n’admet pas de valeur propre ‘

5) Posons (H,) F, est de classe C"*! sur RetVk € [0,N] F¥0)=0
e (Hy) est vrai.
o supposons (H, 1) vrai pour n > 1, alors F, est de classe crtl (primitive de F,,

0
de classe C") et F| = F,_1, donc F)(0) = F,_1(0). C’est / F,_»(t) dt =0 pour
0

0
n}Zetc’est/ f(t)dt =0 pourn=2
0

Donc F'(n)(0) = 0. Ensuite F¥ = Frf‘:ll (0) = 0 d’apres ’hypothése de récurrence.
Apres, il faut avoir Uintuition de la formule de Taylor avec reste intégrale :

n (k) X _ n
VxeR F(x)=Y "k'(()) +/ u E" Nz dr
= k! o nl

Cette formule n’est pas explicitement au programme mais sous jacente dans la mise
en place de la formule de Taylor. Elle se démontre tres facilement par récurrence.

D’apres ce qui précede, Fn(k) (0) =0et Fn(nH) = Fn(ﬁ)l =...=Fy= f et on obtient
donc le résultat attendu.
Corrigé exercice 22 HEC 2008 oral voie E
2 1
Pour tout réel a, on note A(a) la matrice | 1 1+4a 1
a 1

1) Question de cours : A € .#,(R) est diagonalisable si et seulement si il existe une
matrice P € .M, (R) tel que P~'AP donne une matrice D € .4, (R) diagonale.
Dans ce cas, 'D = '(P7'AP) = 'P'A'P~! = 'P'A'P~!| ce qui permet d’affirmer
que 'A est diagonalisable.

2) a: A(a) est symétrique, donc diagonalisable.
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b: Résolvons le systeme (S) (A(a) —al)X =0
2—a 1 a | O
S ~ [ 1 1 1 Jo| Lieb
« 1 2-a |0
1 1 1 |0
~ 2—a 1 a ‘ 0 L2<—L2—(2—a)L1 Ly < 13—al

a 1 2—a | 0O

|

|

. 11110
oSla%l,(S)rv(O 12 0)

1
A = a est valeur propre et E(; _,) = Vect(u) avecu = | —2
1
eSia=1,(S)~(1 1 1 | 0)
1 1
A = 1 estvaleur propre et E() _,) = Vect(v,w) avecv=| 0 | etw= | —1
—1 0
1 1
c: SoitUy=|1]| etUy= 0
1 —1
A(a)Uy = 34+a)U; et A(a)Uy = (2—a)U;
Donc 3+ a et 2 — a sont des valeurs propres.
d: Sia=1,2—a=1=aet3+a=4. La situation est maitrisée.
1 00 1 1 1
Alla)=10 1 0| =P 'A(a)P avecP=| 0 -1 1
0 0 4 -1 0 1
1
Si a # 1, on vérifie facilement que , en posant Us = | =2 |, (Us,U,,Uy)
1
a 0 0
est une base (propre). A'(a) = P~'1A(a)P= |0 2—a O avec P =
0 0 3+4a
1 1 1
-2 0 1
I -1 1
15
On peut remarquer que, pour a = ~5 5 est une valeur propre double.
210 Xn
3) a: Onpeutécrire: X,, ;=11 11 yn | =A(0) X,
0 21 n
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4)

b: On obtient facilement par récurrence : X, = A(0)"Xo.

00 0
A@Or=[0 20 0
0 0 3

On peut calculer A(0)" = P A’(0)"P~!. Avec un peu de courage et d’endu-
rance, on obtient

2n—1 + 3n—1 3n—1 3n—1 o 2n—1
Vne N*  A(0)" = 3l 3l 3l
3n71 . 2n71 3n71 znfl + 3n71

Donc x, = x0(2" 14+ 3" 1) 4 yp37 1 z9(37 1 =271

xn =2""x0 —20) +3" 1 (xo+y0+20)

De méme :

yn = 3" (x0+y0+20)

2 =2""1(z0 —x0)

1l en résulte que les suites (xy), (yn) et (z,) restent bornées si et seulement si
Xo=z0etxo+yo+z0=0

La condition est donc ’xo = 20, Yo = —220, avec zg € R‘

Dans ce cas, les trois suites sont nulles des le rang 1.

: Si B et B' sont deux matrices semblables de #3(R), alors elles représentent

le méme endomorphisme f dans deux bases %, et 4.

C? = B signifie que, si h est I’endomorphisme de matrice C dans la base 4,
h? = f.

Si on se place dans la base B>, on aura alors C'* = B' avec C' la matrice de

h dans %,.

: Si B et C sont deux matrices de ./3(R) telles que C> = B, alors BC = C?> x C =

C3 et CB=C x C?* = (3. On a bien BC = CB.

30 0 a b ¢
: SoitD=(0 6 0 |eeM=1|d b (¢
O O _1 a// b// C//
3a¢ 6b —c 3a 3b 3¢
MD=1|3d 6b —c et DM=| 6d 6b 6
3a// 6b// _C// _all _b// _c//

MD = DM si et seulement si 3a' = 6d’, 3b = 6b,3c = —c, 3d" = —d", 6b" =
—b" 6c =~
La condition estdoncad =d"=b=b"=c=c'"=0

a 0 O
DoncM =10 b 0
0 0 ¢

MD = DM si et seulement si M est diagonale ‘

: Supposons qu’il existe une matrice de ./#3(R) telle que M*> = A(3), alors il

0 0
0

3
existerait une matrice M’ telle que M> =A’(3) = | 0 6
0 0 -1
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o 0 0
M’ est nécessairement diagonale, d’aprés ce qui précede. SiM'= | 0 B 0],
0 0 vy
on aurait Y* = —1, ce qui est impossible. La réponse est donc non.
Corrigé exercice 23 HEC 2009 oral voie E

1) Question de cours : voir cours (surtout, il faut dire que deux matrices sont sem-
blables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme)

2) A est triangulaire (bien orientée) : Sp(A) = {1}.

Si A est diagonalisable, A est semblable a I donc A= 1. Donc ’A diagonalisable <—= a=b=c =0

0 a b 0 0 ac
3) A est inversible (3 pivots non nuls). N2=10 0 ¢|.N2=[0 0 0
0 00O 0 0 O

Donc N3 = 03, c’est a dire (A —1)> = 0 ou encore : A3 —3A243A-1=0

Ainsi A(A? —3A+31) =T etdonc ~ A~'=A%2—-3A+3]
OrA=N+Idonc  A™'=(N*+2N+1)-3(N+I)+3[=N>-N-+I=M+I
Al=M+1
0 a b
4hH) N=10 0 ¢
0 0O
Donc, ’hypothése N est de rang 2 se traduit par a # 0 et b # 0
0 a b
a: N>= (0 0 c|.Commea+0etc+#0, N>#0.
000
On peut traduire cela par : Ix € R tel que u*(x) #0
Supposons o (x) + Bu(x)+yx =0 (1), alors, en composant par u, on obtient,
en utilisant le fait que u>(x) =0 :
Bu? (x)+yu(x) =0 (2) On recompose par u une deuxiéme fois : yu*(x) =
0 (3)
De (3), on tire Yy =0 car u? (x) # 0. En reportant dans (2), on tire 3 = 0 puis,
en reportant dans (1), on a o = 0.
Donc (u(x),u(x),x) est une famille libre de 3 vecteurs dans R® qui est de
dimension 3. Donc A est une base.
Recherchons la matrice N' de u dans cette base : en premiére colonne, on met
les composantes de u(u*(x)). Or u(u?(x) = u(x) =0
En deuxiéme colonne, on met les composantes dans % de u(u(x)). C’est u*(x)
qui a pour composantes (1 0 O). Pareil pour la troisieme colonne. Au final,

010
onobtient : N'= [0 0 1 c.q.fd.
0 0O
b: Soit M’ la matrice de v dans la base B. Comme v = u* —u, on a M’ = N'* —
0 —1 1

N=[0 0 -1
0 0 O
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M’ est une matrice du méme type que N aveca= —1,c=—1etb=1.
Cette derniére matrice est donc semblable a N’ d’apres la question 4)a.
On résume : N est semblable a N'. M est semblable a M’quiestsemblableN'.
Par transitivité, N est semblable a M.
c: N=A—TetM=A""—1I dapres 3).
N=0"'MQ
A-I=0'A"1'-NQo=0""'A"10-1 doncA=0Q'A71Q.
Cela prouve bien que A et A~ sont semblables.

Corrigé exercice 24 HEC 2009 oral voie BL

1) Question de cours : La définition ne pose pas de problemes. Les propriétés sont
assez nombreuses, il ne faut pas oublier :
e SiAB=1alors ...
e Si A et B sont inversibles alors AB est inversible et (AB) ™! = ..

2) E n’est pas un sous-espace vectoriel de #3(R) car la matrice nulle n’est pas dans
E.

3) Point par point ...

e E n’est pas stable par la multiplication par un scalaire, car

—1+x —x 0
—M(x) = x —1+4x 0 ¢E
X X —1+4+2x
e FE n’est pas stable pour ’addition car
2—x—y —x-—Yy 0
Mx)+My)=[ —x—y 2—x—y 0 ¢ E.

—X—Yy x+y 2—2x—2y

e FE est stable pour la multiplication des matrices, en effet :

l—x —x 0 l—x —x 0
M(x)xM(y) = —x 1-x 0 x| —x 1-x 0
—X x 1-2x —X x 1-2x
l—x—y+2xy —x—y+2xy 0
= —x—y+2xy l—x—y+2xy 0

—X —y+2xy x+y—2xy 1—2x—2y+4xy
= M(x+y—2xy)€E

4) D’apres ce qui précede
Mx)xM(y)=1 <= M(x+y—2xy)=1
= x+y—2xy=0

-x . 1
=2 %75

= y=-—

1
Donc, si x # > M (x) est inversible et [M(x)]"' =M (— a ) €E
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5)

6)

1 1 1/2
Par ailleurs, si x = 5> M(—) =1-1/2

conclusion

2 —1)2

~1/2 0
12 0
1/2 0

n’est pas inversible. En

1
M (x) inversible <= x #+ 5 et dans ce cas M (x)~! :M(— 1 x2 ) €E
—2x

Pour x =0, M(0) =1 est diagonale. Regardons maintenant le cas x # 0.
—x —x 0
On voit tout de suite que M(x) —I=| —x —x 0
—x x —x

qui est une matrice de rang

Donc 1 est valeur propre de M (x) et le sous espace propre sera de dimension 2.
On voit aussi, en regardant la troisiéme colonne de M(x), que 1 — 2x est valeur
propre de M(x).

x —x O

M(x)—(1—=2x)I= | —x x 0| quiest une matrice de rang 2.

0 0 0

Donc 1 — 2x est valeur propre de M (x) et le sous espace propre est de dimension 2.
La somme des dimensions des sous espaces propres donnant 3, on peut affirmer que

M (x) est diagonalisable. Ainsi

Vx € R M(x) est diagonalisable |

M(D)]?=M(1+1-2)=M(0)=1 du coup,
M(1)|" =1sinestpair et [M(1)]" =M sin est impair

Corrigé exercice 25

1) Question de cours : pas de probleme.

2)

HEC 2011 oral voie E

a: u(X*), pour k € [[0,n]], est la k+ 1-ieme colonne de M. On regarde donc

[’énoncé :
0 0
k k
0 0

k _

WX 1 —k—1 | = | n—x
0 0
0 0

Donc w(X°) = nX, u(X") = nx"!

et pourk € [1,n—1]

u(X*) = kX1 (n— k) x*H

On peut remarquer que la formule générale marche pour k = 0 et pour k = n.
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b: Si p € R[X]

n
P = Z aka donc :
k=0

u(P) = Y ag [kX ! n— kx|

k=0

= i kapX* '+ nX Zn: ax*—x? zn: kap X<

k=0 k=0 k=0
= P 4+nxP-X?
On a donc u(P) =nXP+(1—X2)P'
3) Pour k € [0,n], on pose P (X) = (X — DK(X +1)"%,

a: Pl =k(X — DX +1)"*+ (n—k)(X — 1FX + 1)k
(1-X)P=(1-X)1+X)Pl=—(X—-1)(X+1)P,
Donc Pk = —k(X — DX +1)" 1 — (n—k)(X — DX + 1)
nXP, = NX(X — DX + 1)
Donc :

nXPi+(1-X)P = nX(X—DFX+1)"* k(X -
1)k+1(X+1)n—k

—(n—k)(X —

n—2k

(
= (X—

(n—2k)

(l’l 2k)Pk

X — DX 4+1)"FINX —k(X+1)—
DYX +1)"*[nX —kX —k —nX +kX +n—k]
(X = Dfx+ 1) "
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l)k(X + l)n—k—H

‘Pk est vecteur propre de u, associé a la valeur propre n — Zk‘

(n—k)(X —

1]

b: On a n+ 1 valeurs propres distinctes en dimension n+ 1, donc u est diagona-

lisable et (Py, Py, ...,
c: Tous les sous espaces propres sont de dimension 1. Ey_, )

4) Dans cette questi

on, on suppose que n = 3.

a: Onutilise les résultats précédents : M =

S W o

0

— o N O

P,) est une base propre de R,[X].

w o O

=)

D=

SO O W

= Vect (P)

Pour déterminer la matrice de passage, regardons précisément les vecteurs

propres :
X —

= (
= (
= (
= (

OX+1)P3=(X+1)>?=1+3X +3X%2+X3

IX+1)?=X>-1DX+1)=—-1-X+X>+X3

1)
—1)
12X+ =X-DX>-1)=1-X-X2+Xx3
—1)

3= —143X-3X*+X°
1
: 3
Matrice de passage P = 3

1

—1

—1
1
1

1
—1
1
1

—1
3
-3
1

S O O
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b: C’est classique. On montre facilement que les matrices commutant avec D

sont les matrices diagonales.
3

: S’il existe un endomorphisme v de R3[X| tel que vov =u, alors uov =y’ =

vou. On adonc uov =vou. D’apres ce qui précede, la matrice de v dans la
base # = (Py, P\, P>, P3) est diagonale.

og 0 0 O
. . . 0 oo O 0
Soit A cette matrice. A = 0 0 a 0
0 0 0 o4
at =3
2 o =1 et .

Onavov=udonc A~ =D donc 34 C’est évidemment impos-

2=
2 _

sible.
Il n’existe pas d’endomorphisme v de R3[X] tel que vov =u

Corrigé exercice 26 HEC 2015 oral voie E

1) Question de cours : pas de probleme, mais attention de ne pas confondre condition

2)

nécessaire et suffisante et condition suffisante.

a: Soit x et y deux vecteurs de R" et A un réel.

fAx+y) = (Ax+y)— (Zn: (Ax; — )

i=1 i=1
= Af()+ ()
De plus, Vx € R"  f(x) € R" donc f est bien un endomorphisme de R".

b: Calculons (f o f)(x) pour x € R".

(fof)x) = f[ —(21)]
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Donc (fof)(x)=x—2 (ix,) v+2 (i{x,) v=ux

i=1
On a donc fof=idg, f estbijectifer [~ = f

¢: P(x) =x?— 1 est un polyndéme annulateur de f. On sait que les valeurs propres
de f sont nécessairement solution de P(x) = 0 donc Spec(f) Cc {—1,1}

3) a: f(x)—idx)=f(x)—x=— (ix,-) V.

i=1

n
Donc | 1 est valeur propre et Ep=1= {x ER'/ in = 0}
i=1

C’est un hyper plan vectoriel qui est donc de dimension n — 1.

Par ailleurs, on remarque que f(v) =v—2v = —v donc v est un vecteur propre
de f associé a la valeur propre A = —1. Comme la somme des dimensions des
sous espaces propres ne peut pas dépassern : | —1 est valeur propre et E(3—_) = Vect(v)

b: La somme des dimensions des sous espaces propres est n donc ’ f est diagonalisable ‘

1— Vi —V1 ce —V1
—V2 1— V2 ... —V2
4) a: Vie|[l,n] f(e)) =ei—vdonc M=
—vn —vn - 1 - Vn
On peut remarquer que : M=I-V
1 0 0 0
01 0 0
b: On sait que M est semblable a la matrice M' = | © @ ., :
00 ... 1 O
00 ... 0 —1
Or; on vient de voir que V =1—M. Donc V est semblable a I — M’ c’est a dire
aD c.q.f.d.
Corrigé exercice 27 HEC 2015 oral voie E

1) Question de cours : pas de probleme.

2) Soit f I’endomorphisme ayant A comme matrice dans la base canonique € de R".
P(A) est la matrice dans € de I’endomorphisme P(f) = ZP: arf*.
Q est la matrice de passage de € a une nouvelle base %k B
La matrice dans % de P(f) est i aA* = P(A") o A’ est la matrice de f dans .

k=0
A'=071A0.
On a donc P(O'A0)=0"1PA)Q
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3) a: Commencons par vérifier que @ est linéaire.

PAP+Q) = ((AP+0Q)(x1),(AP+Q)(x2),...,(AP+ Q)(x4))
= A((P(x1),P(x2),. ., P(xn)) + (Q(x1),0(x2); - - -, Q(xn))

Donc @(AP+ Q) = A@(P)+ ¢@(Q). ¢ est bien linéaire.

Comme R,_|[X] et R" sont de méme dimension n, pour montrer que @ est
bijective, on peut donc montrer que son noyau est réduit au vecteur nul.

Soit P € ker(@). On a donc P(x;) = P(xp) = ... = P(x,) =0.

Donc P est un polynéme de degré n — 1 maximum, admettant n racines dis-
tinctes. Donc P est le polynéme nul. c.q.f.d.

1

b: On cherche donc P tel que P(A;) = T (on sait que A; # 0 par hypothése).
i

1 1 1

On prend donc P = ¢! ( ) C’est la solution unique (du fait

AUA T An
de la bijectivité de @).
Les réels A; sont distincts, donc T est diagonalisable. T = Q~'DQ avec Q =
M
A’}’l

OnaalorsT xP(T)=Q 'DOP(Q~'DQ) =0 'DQQO~'P(D)0 =0~ 'DP(D)Q

P(L1) i
Or P(D) = =

P(%) g

Donc DP(D) =1, et donc TP(T) = I,. Autrement dit P(T) est l'inverse de T

4) Il suffit d’appliquer la méthode précédente.
On commence par déterminer un polynéme P de R,[X] tel que P(1) =1, P(2) = =

| 2
€IP(3):§

(a+B+y =1
1
Si P(x) = ot + Bx+ yx? on a donc o+2B+4y )
1
a+3f+9y =
\ 3

S b 1 11 1,

On trouve sans difficulté : o0 = a B=—lety= ¢ donc P(X)= 3 -X+ EX

3.2 Analyse

Corrigé exercice 28 Entrainement
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1
Soit f la fonction définie par f(x) = —In (; — 1).

1) f(x)=—In (%—1) :—ln(I;x)

Un tableau de signe donne facilement 9y =|0,1].
1
Soithe |0,- ]| :
olitn [ , 2[

| | 2
LIS IR B 1
f(2+> nl T n(2h+1 )
gy
2
Y
_ (=2
1+ 2h
| | 2
L) = S| = 1
(e = ol = ()
2
(12
= —In
1 2n
Onad i)y =—f(Loy
n a donc : = =—fl=—
2 2

Cela prouve bien que le point de coordonnées (1/2,0) est centre de symétrie.

2) f estimmédiatement de classe C* sur |0, 1] comme composée de fonctions C*.

2 _ 1 w1

vxelo, 1] f(x) = 1_1—x2X1—x_x(1—X)
X

Donc Vx €]0,1[  f'(x) > 0.

Ona lim f(x) =+ et lim f(x) = —co f est donc strictement croissante de I =
x—1- x—0F

10,1[ dans J = R. f réalise donc une bijection de |0, 1] dans R.
Soit g la bijection réciproque.
f est dérivable sur |0, 1] et ne s’ annule pas. Le cours dit que g est dérivable sur R

et que. s () =3,/ 0) = .
0rf(%>=0d0ncg’(0): 11 :;1 g’(O)zé—l1
r(3)

Soity € Retx €]0,1]:

f) =y <= —ln(1—1> —y

X
1 -
= ——l=e”
X
1

< Xx=
14+e™
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3)

4)

1

Donc VyeR gly) = =

Posons k(x) = h(x) —x
1
Kx)=——=-1=y(1-y)—1==y+y-1

')
A=1—4<0donc —y*—y—1<0. k est strictement décroissante sur R.
—e 1
00 / _ —
kest C surRetk(x)—m—l ——m
On a immédiatement lim k(x) = +oo et lim k(x) = —oo. k est continue et stricte-
X——00 X—+-o0

ment décroissante sur R. Donc k réalise une bijection de R dans R. 0 admet donc
un antécédent unique a € R. C’est le résultat attendu.

1
Cherchons d’abord a encadrer a. k(0) = 5 donc a > 0. k(1) =
-1
—1 _
dfracll+e ' —1= T

incite a utiliser I’inégalité des accroissements finis.

< 0donca< 1. Onadonc a €]0,1]. L’énoncé nous

On va montrer que |h' (x)| < 3 Sur 10,1].

—X —X

—e e
W(x)=———54d n =
(9 = oy done W09 =
1
W (x)| < 3 = 3¢ ¥ < 1+2e " 4 (e7)?

— X’-X+1>0 en posant X = e

A = —3 donc X*> —X +1 > 0 pour tout X. On a bien |I' (x)| <

On démontre facilement, par récurrence que : Vne N up €10, 1.
On utilise I’inégalité des accroissements finis sur |0,1] :

W[ =

V) €0 1P Jh(x) —h(d)| < %]x—x’|

En prenant x = uy, et X' = a nous obtenons :

1
Pour toutnona: |uy+1 —al < g\un —al.
n

1 1\"
Puis, par une récurrence facile |u, —a| < (5) lug — a| donc |u, —a| < (§>

Par le théoreme d’encadrement, on obtient donc lirﬂ |up —al =0
n—r—+oo

La suite (uy) converge vers a

n
L’algorithme est classique. On calcule u, en prenant n vérifiant (5] <&
In(é€)
In(3)

En passant par les log, cela donne n > —

D’ou le script Scilab suivant :

function y=h(x)
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y=1/(1+exp(-x))
endfunction

eps=0.001
n=1+floor(-log(eps)/log(3))
u=1/2
for k=1:n

u=h(u)
end
disp([n,ul)

L’exécution affiche : 6. 0.659025
On peut faire une rapide vérification graphique en ajoutant :

x=linspace(-1,1,200)
fplot2d(x,h)
plot(x,x)

Corrigé exercice 29 Entrainement
oo 21
Pour n € N, on définit : I, :/ Xle 12 dx.
0

2 . ..
1) Posons f,(x) =x"e™ /2. f, est continue et positive sur R*.

1 .. : o :
falx) =0 (—2) au voisinage de oo, donc, par le critére de domination des inté-
X

+o0 1
grales de fonctions positives / fn(x) dx converge. Comme / fn(x) dx est une
1 0
intégrale “propre”, on peut donc confirmer [’existence de I,,.
2) Classique, c’est presque du cours.

Soit A un réel strictement positif. Posons pour tout n € N, I,( / fn(x) dx

Soit n > 2, calculons I,(A) par une mtegratlon par parties en prenant u(x) = x" -1

etV (x) = xe %12, avec v(x) = —e ¥ 12,

u et v sont C' sur [0,A], on peut donc utiliser la formule d’intégration par parties :

In((A):[ X 1 —x/2 +/ X 2x/2dx_ A 1 fA /2 ( —l)In_A(A)
On a vu précédemment que la limite de I, (A) existe et vaut I,.
Donc, en faisant tendre A vers +oo, on obtient Vn>2 L= n—1)I,_».

On connait @ la densité (usuelle) de la loi normale centrée réduite.

oo oo
= /0 e 12 dx = %/ V2ro(x) dx = \/g

A A
L(A) = / xe ™12 xd = [—e_xz/z]o = —e*/24 1. Donc I :Alim Li(A)=1
0 —foo
n

Ainsi by = (2n— 1)y 2= (2n—1)x (2n—=3)...3x 1y = [[(2k— 1)Ly
k=1
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3)

De m

Donc

a:

C:

éme, hyy1 = (2n)hy,—1 = (2n) x2(n—2) x...4x2x 1
n n
Vne N b, = \/; kIJl(Zk— 1) et by = 2" n!

Ce travail ressemble comme deux gouttes d’eau a celui fait dans la question
2). On donne la voie a suivre.
too 2 2 too 2 2
On pose J,, = / X'e ™2 dx et Jy(A) = / X'e ™2 dx.
0

0
On commence par justifier [’ existence de J,, pour tout n € N.

Puis, on calcule J,11(A) en faisant une intégration par parties oit I’on prend
—nx? /2

u(x) =x" et vV(x) = xe
xn 2 A A 1 2 /9

On obtient JI’H—I(A) = [— —e /2:|0 _|_/ X1l / dx
n 0

En passant a la limite, quand A tend vers —+oo, on obtient J,, 1 = J,_|

: On effectue le changement de variable affine x = u\/n dans les deux intégrales

In et In+1.
Donc x* = nu?, X" = n"2u" et dx = n'/? du.
+oo ) +oo )
I, = nn/Z/ e M /2n1/2 du — n(n+1)/2/ We ™ du
0 0

oo ntl ) oo )
. :/ (nl/z) S 2,002 g (142))2 2 gy

0
Calculons séparément les deux termes de [’égalité demandée.

oo ntl  ntl

_n42 ntl n+2  n42

~+o0
_ntl _nt2 ng2 i _
A=n"2I,1—n 21, = n 2Zn?: WHe /2 gy —p 2n2/ u'e
0

0
o0 5 oo 2
_ / Wl /2 du—/ ule /2 du
0 0

D’autre part :

2

le/ﬂoxne’”g/2 x—|—1—2 dx = l/er)cnﬂenxz/2 dx+1/+ooxnle”x2/2 dx
2 Jo X 2Jo 0

2
B /+wxne_”x2/2dx
0

_ /+wxn+le—nx2/2dx_ /+Ooxne—nx2/2 dx

0 0
d’apres ce qui précede

= A

On a bien I’égalité demandée.

On étudie f sur R™ oui elle est clairement C*
1 -1

P=1-5=

22
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f(x) - 0 +

/ +w\0/+

1
On en déduit que Vx e RT™ x+--22>20
X

oo 2 2 1
1l en résulte que O/ Xle ™/ (x—i— - — 2) dx>0
0 X

N _nt2 _ntl
c’est a dire n 2Ly >2n 21,
En multipliant par n", on obtient Ly = +/nl, >
C’est bien la double inégalité demandée.

4) On peut commencer par remarquer que l’égalité donnant I, a la premiere question
peut s’écrire
(2n)! |m

“onxnt V2

b, (2n) T oo [T
D = — =4 " —_
M et a2\ 2 Gy 5

!
(n!)
Donc  /nm4~ (2) V2n fon

Dy

IZn

I
D’apres la question précédente V2n 2n <1

) D1

— n

On a donc /rtn 47" (n) <1

On peut aussi écrire, grdace a la question précédente by, >2n—1h, ;.
Mais I, 1 = 2nl,—| donc 2nly, > /2n— 11,4 1.

- 1 2n—1
On multiplie par NoT V2nbh, > Dy
p 2n—1 | 1
n = = —_ —.
osons x . 5
v 2nl 2n—1 1
On sait que Vx €]0, 1] VX = x donc SN St S
bpy1 2n 2n

Onadoncl—— \/nd~ ()

On a bien la double inégalité.

=1

2n
On a donc, par le théoréme d’encadrement IIT ( éf”)
n——+o0

Jan

2n 4"
On peut donc conclure Quand n tend vers +oo ~

n Vv Tn

Corrigé exercice 30 Entrainement
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1) Cela donne le trapéze ayant pour sommet O = (0,0), A = (2,0), C=(1,1) et D =
(0,1).

2) festde classe C? sur E, donc, si f admet un extremum dans E, c’est nécessairement
un extremum local. Il est nécessairement atteint en un point critique. Cherchons
donc les points critiques de f.
d1(f)(x,y) = 3x% + 1. Cette dérivée partielle ne peut pas s’annuler; il n’y a donc
pas d’extremum local et donc pas d’extremum dans E.

3) f est continue sur E' ensemble fermé et borné de R*, donc admet un maximum et
un minimum. D’apres la question 1), ils sont atteints nécessairement sur les bords
de E'.
o Sur le segment [0,A] : y =0, x € [0,2]. f(x,y) = (y) =x° +x.
Ri(x)=3x*+1>0

10

h1 /

0

o Sur le segment [A,B] : x = —y+2,y € [0,1]. f(x,y) =h(y) = (2—y)>+)* -
22 +2—y+Ty

ho(x) = (8 — 12y +6y? —y3) +y> —2y2 + 6y +2 = 4y?> + 6+ 10 = 2(2y* — 3y +5).
y(y) =2(4y —3)

y 0 Z 1
10 8
hy \ 2 /
4

o Sur le segment [B,C] : y=1,x € [0,1]. f(x,y) =h3(x) =x>+1-2+x+7 =
x> +x+6.
Hy(x) =3x>+1>0

wo

o Sur le segment [0,C] : x =0,y € [0,1]. f(x,y) =h1(y) =y> —3y> +Ty.
R(y)=3y*—6y+7>0
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Reste a faire un bilan. Le maximum de f est 10 atteint au point A = (0,2) et le mini-

mum de f est 0, atteint au point (0,0). On a donc

Corrigé exercice 31

V(x,y) € E'

0< f(x,y) <10

Question préliminaire : g, est C* sur R Vx € R, g, (x) =2x— a.

e Sia<0
X 0 1
8a(%) +
l—o
gOt /
0
eSia=>2
X 0 1
8o (%) -
0
ga \
|
eSimc [0,2]
X 0 * 1
2
8a - 0 +
0 11—«
ga \ a2 /
4

Entrainement

1) u — |u| est continue sur R, donc par composition h est continue sur R. Donc h

admet un maximum sur le segment [0, 1].

c.q.fd.
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2) e Si a <0, en regardant le tableau de variations de g¢, f(at) =1—oa > 1.
eSiaz2 fla)=|l-al=a—-1>1.
e Siae(l,2] f(a):a—2>l.
T 4 74

On a bien tous les résultats demandés.

2
o
3) Soit o €]0,1|, 1 —a > 0 donc, on a bien : f(a) = max (T’ 1— Oc).
2
., a
Etudions la position relative de 7 et 1 — .. Pour cela, on étudie le signe de ¢(a) =
2
o
— —(1—a).
- (1-a)
, o
o(a)= 3 +1=>0.
o 0 Qo 1
¢'(at) +
1
oo _— 4
@ |
o
donc, sia < o, flo=1—a), etsi o> o, f(a) = v
o 0 xo 1
1 — 0 +
1 1
flaw)
0 est racine de I’équation a’+4a—4=0
A=16+16=32  donc  op=-2+2V2  etf(ag)=1—ayg=3-2v2
Donc min =3—2v2
o€lo,1]

2
1
4) o Sia> 1, f(or) = max (%,1—0:), done min (f(@)) > 7 >3-2v2
o

=

® Si 00 <0, f(0) =1 - et donc min f(a) = 1 >3-2V2.
o

e Sia€l0,1], ag]l(i)nl [f(oc) =3-2V2.

Donc min f (o) =3 —2V/2
aER
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Corrigé exercice 32 Entrainement

1)

2)

3)

4)

—t
e . . .. . .
Posons h(t) = - La fonction h est continue et positive sur R™ et, au voisinage
1 Rl . L.
de +oo, f(t) =0 7 Comme ") dt converge, par la regle de domination
X
~+o0 e*l‘
des intégrales des fonctions positives, |’intégrale / - dt converge si x € R™.
X
: : . 1 . 1 :
Par ailleurs, si x € R™, comme h(t) ~ 7 auvoisinage de 0 et que " dt diverge,
0
~+o0 e*l‘
l’intégrale / e dt diverge. D’ou I’équivalence proposée.
X

Posons A = f(l).1 )
£ = (1) = / h(t) di. Done f(x) = A— /1 h(t) dt.

X
Comme h est continue (méme C=) sur R™, la fonction H(t) = / h
1

primitive de h qui s’annule en 1. H est donc C” sur R et H'(t) = h(t
—t

Donc f est C* sur R™ et Vi e RT* f’t):—h(;):_e_

(t) dt est la
).

Donc f'(t) <0 et f est strictement décroissante sur R™*

On avu que f(x) = /:ooh(t) dt — /lxh(t) dt

X +oo
Or par définition de la convergence des intégrales, liff h(t)dt = / h(t)dt =
xrtoo J 1
f(1)
Donc lim f(x)=0

X—>4-o00

A
Posons 1(A) = / h(t) dt pour A > x.
X

: 1 . :
Posons ensuite u(t) = — et choisissons v pour avoir V'(t) = e~'. On prend donc
1
2
u et v sont C' sur Uintervalle [x,A]. On peut donc intégrer par parties.

I(A) = [—HA —/ert—? dr.

v(t)=—e Tetonau(t)=

e—x —+oo e—l
Quand on fait tendre A vers +o, on obtient : flx)=—— / o dt.
X X
1 1 el et
Pourt €]x,+oo[, on a Oét—zé)? doncoét—zéx—z
e
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—t Lt oo
. . . . e e .,
L’autre inégalité s’ obtient facilement, car O < - < — et, enintégrant, / h(t) dt <
X
e ¥ '
pat

On a donc bien la double inégalité :

1 | 1
Ve RY e (1 _ _) < ) < Lo
X X X
On peut donc écrire 1—--< @ <L
x - glx)
Par le théoreme d’encadrement lim M =1.
x—-+oo g(x)

Donc Au voisinage de +o0  f(x) ~ —
X

1 —e!
5) Posons k(t) = ¢

. La fonction k est continue sur R™ et peut se prolonger par

1
continuité en 0 en posant k(0) = 1. L’intégrale / k(t) dt est donc une intégrale

“propre”. Cela justifie |’existence de liII(l) g(x).
X—
Ona

I Foo ,—
fWre) = [ ra [T ar

—+oo e*t

= —In(x)+C avec C:f(l):/1 Tdt

Donc f(x) = —In(x) — g(x)+C

Quand x tend vers 0, g(x) a une limite finie {. Donc Au voisinage de 0 f(x) ~ —In(x)
Corrigé exercice 33 Entrainement
In(k 1
1) Pourk > 2, In(k) > 1, donc %) > T

1
La série Y, Z diverge, donc par le critéere de comparaison des séries a termes posi-
tifs,

n
la série Y, — diverge

2) Soit f(x) = lnix).
9= R™. f est C* sur 9.

1
—xx—In (X) 1—1
Vxe R™ fl(x)=2 5 = ;1 (x) D’ou le tableau de variations :

X X
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X 0 e +o0
f'(x) + 0 -
1
f e
oo / \ 0

3) C’est la méthode classique de comparaison d’une intégrale et de la série associée.
Soitne N n> 3, soitk € [3,n— 1)), f est décroissante sur le segment [k, k + 1].
Sur ce segment, flk+1) < f(x) < f(k).

+1 k+1
En intégrant (les bornes dans le bon sens) : / flk+1)dx< / fx)dx<
k k

k+1

A f (k) dx donc

sy < [0 ar< s

On somme pour k variant de 3 a n — 1 et on utilise la relation de Chasles :
Zf(k+ 1)< / f(t)dt < Z f(k) ou encore
k=3 3 k=3

an‘,f(k)—O—lngz) —ln?) </3nf(t) dr < Zn:f(k)—O—
=1 —

k=1
"In(r) In(2) & In(k) /” In(r) In(2) In(3)
Vn >3 < <
e B R Vi bl A
" In(t) 1 21" _ (In(n))* — (In(3))?
or [ Ty _—[1 ‘ ] -
= = [, -
: - In(k) : : .
Si on pose S,, = Z . on montre facilement, avec I’encadrement précédent, que
k=1
lim 1&:1
n—s—oo
E(ln(”))z
1
Donc Quand n tend vers +oo Sy~ E(ln(n))2

4) a: C’est parti pour la question difficile :
(In(n))>—(In(n—1))> = [In(n) —In(n—1)] [In(n) +In(n—1)]

- ln( ”1) In(n(n— 1))

n—

- w2 nfr (1]
= (1) (oo (1))
= 2w [m(1-7)] - 1-3)]
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On utilise maintenant un DL, de In(1 — x) au voisinage de O :

In(1 —x) = —x—x—2+o(l) :

2 x2

(In(n))>—(In(n—1))> = —2In(n) (—% — % +o0 (%)) — (—}l — % +o0 (%))

C’est le résultat attendu.
In(n) 1

b: On pose u, = 2[1 2(n) —In®(n—1)]
Yoo = "L fan)) — nk- 1)
k=2 k=2 k=2
— kg’z lnl((k) — %(ln(n))2 par télescopage
= §,—8— %(m(n))2
c.q.fd.

n
1
c: On sait que Sy =0 donc S, = Z uy + E(ln(n))2
k=2

In(n 1
Or, quand n — +o0, —u, ~ L) donc —u,=o| —= |.
n2 13/2
~+o0
La série de terme général u, converge donc. Posons ¢ = Z Ug.
k=2

On a dOnC Z Uy = c+£(n) et dOnC S}’l — c+€(n) + ( n(l’l)) )
k=2 n
C’est le résultat attendu.

Corrigé exercice 34 HEC 1999 oral voie E

Pour tout réel a strictement positif et tout entier naturel n, on pose :

~+o0
I(a) = / e "(1—e )" dt
0

o0

1) Auvoisinage de oo, e (1 —e )" ~ e et e~ dt converge.

Par le critere de I’équivalent des intégrales des fonctions positives, [’intégrale im-
propre définissant I,(a) converge.

2) a:] (1)—/+me’(1—e[)" dt
L= | :

A
Posons, pour A > 0, J,(A) = / e'(1—e")"dr
0
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1 A
Directement, J,,(A) = ) (1—e ")yl . = nr 1 (1—eA)rt!
) 1 ) 1
AngJn(A) =T On a bien I,(1) = P

: Pour tout réel a vérifianta > 1, on a pourt >0, at >t donc e < e,

Il en résulte que 0 <1I,(a) < I,(1). Comme ET I,(1) =0, par le théoréme
n oo

d’encadrement, lim I,(a) = 0.
n—y+oo

3) a: Partonsde J,(A) —J,11(A).
A
_]n(A) _Jn+1(A) = / [e—at(l _e—t>n _e—at(l _e—t)n—H] dt
0
A
= / e "(1—e )" [1-(1—e")] ar
0
A
— / e*(ll‘(l _ e*l‘)l’lefl dt
0
On choisit u telle que u' (1) = e (1 —e )"
On prend donc, par exemple, u(t) = n 1 (1—e")rtl,
n
On choisit v(t) = e~ d’onV'(t) = —ae™
u et v sont C' sur le segment [0,A], on peut donc integrer par parties :
1
J.(A) =T A) = —ar(] _ ot n+1 / at n+1dt
n(A) =1 (4) [n—i—le (=™ o
En passant a la limite quand A tend vers +oo, on obtient :
a
In(a) = Ipyi(a) =0+ nt lln—H(a)-
D’ou le résultat :
YVa>0 VYneN (n+1)(a)—ILi+1(a)) =al+1(a)
b (1n-+ 1)/(a) = alys1(a) + (n+ Dl (@)
n+1
Onad I, — 1
nadonc |hyila) =~ (a)
4) Pour tout réel a vérifiant a > 1 et tout entier naturel n, on pose : Sy( Z Ii(a
) B} 1 n + 1
a: On peut procéder par récurrence. Posons (H,) S,(a) = [ 1In(a).
a— a—
oo 1 [+e
e [nitialisation : pourn =0, So(a) = Iy(a) = / e dt = —/ ae” " dt =
0 aJjo
1
a
(en utilisant la densité de la loi exponentielle de parametre a, ou en calculant
directement).
1 1 1 a—1 1
Or — X—=——=—
a—1 a—1 a ala—1) a

Donc (Hy) est vérifié.
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e Hérédité. Supposons (H,) vérifié.

1 n+1
S,H_](a) = Sn(a)—i—ln+1(a):H—Hln(a)—i—lnﬂ(a)
n+1+a
or I(a) = ﬁlnﬂ(a) donc
1 n+1+a a—1
Sni1(a) = 1 a1 1n+1(a)+ﬁln+1(a)
1 n+l4+a—a—+1
= — I
a—1 a—1 n+1(a)
1 n—+2
- T

a—1 a-—1
Donc (Hy 1) est vérifié, ce qui achéve la récurrence.

b: Comme tous les termes de la somme S,(a) sont positifs, la suites la suite de
terme général Sy(a) est croissante.

Elle est majorée par d’apres la question précédente, donc la suite est
a

—1
bien convergente.

c: Voila un script Scilab qui utilise les relations de récurrence établies :
function y=S(n,a)
I=1/a;s=1/a
for k=1:n
I=k/ (k+a)*I
s=s+1
end
y=s
endfunction

a=2

n=4
disp(S(n,a))

L’ordinateur affiche 0,83333.

Corrigé exercice 35 HEC 2000 oral voie E

Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

1 1
=/ ———dt
Un /0 (1+t4)n

1) a: Pourt€|0,1] 1+t4€[0,1]d0nc T > T4

donc, en intégrant sur [0, 1], Uy = Upiq.

La suite (uy,) est décroissante
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2)

3)

: Posonsu(t) =

CUn 1

: De fagon évidente, u, > 0. La suite (u,) est décroissante, minorée par 0 donc

convergente.

: Soit a un réel de )0, 1].

a 1 1 1
(0) = —— dt —— dt
na /o<1+r4>n + A+
1
—— < 1donc
DT o

Sur [a, 1], on remarque que (1+t*)" > (1+a*)" donc

Sur [0,al, on remarque que dit< [y ldt=a
1 1

< .
(424 = (L+a*)"

1+t4)

En intégrant sur [a, 1], on obtient

1 1 1 1 1 1
———dt < ——dt=(1— <
[ et ]| ey =00 < ey

Donc u,, < a+ C’est ’inégalité recherchée.

vy

: En passant a la limite quand n tend vers +oo, dans l’inégalité précédente, on

obtient ¢ < a+0.
On a bien : ¢ < a.

: On vient de prouver que : Va € [0,1] (<a.

On a donc =0

—4n3

=0+ 0=~ () =

Prenons V' (t) = 1 avec le choix v(t) =t
u et v sont C' sur [0,1], on peut donc faire une intégration par parties sur

Uy = /1 u(t)v'(t) dt
0

1 s
On obtient : TR dt
n obtien Up = {(1+t4 ] // 1+t4 a1 d 2"+ n/o (14¢4)ntl
c.q.fd.

: On peut remarquer que :

1 B 1+ 1 1 g
/o (1+t4 a1 4 / (1 + )t dt — /0 (144t 1= Un = Un+1

Ainsi : Uy = ﬁ —4n(up — tpy1).
1 /1 1 U
On a donc : unﬂ_un:@(i_u")zm_ﬁ'

C’et bien I’égalité recherchée.

w e~ )
La série de terme général (u,1 — uy,) converge (série “télescopée”).

La série de terme général v, = T
ral d’une série géométrique convergente.

Donc, comme la somme de deux séries convergentes converge, la série de

n
converge car vy, < 3 (5) terme géné-

u .
terme général — (n € N) est bien convergente.
n
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1 1
4 = — dt.
) n /0 (1414)n !

1 1 1

Sur [0,1], * <t d > e >

ur [0,1] T e M R L
|

Donc, en intégrant sur [0, 1 > =

onc, en intégrant sur [0, 1] Un Z Vn AVEC Vn /0 (L+1)"

L | 21
0r/ —dt = / —du en utilisant le changement de variable u =1+t
0o (141)" 1u"

N il R B
S e e G T A
|

Quand n tend vers oo, v, ~ — terme général d’une série divergente. u,, = v, et ). vy
n

diverge, donc

Corrigé exercice 36 HEC 2001 oral voie E
Pour tout réel x de | — 1,400, on pose f(x) =1In(1+x).

1) a: festC”surl=|—1,+00]
Pour n =0, onaf(o) =f.

- 2 —6
/ - 1 - - 3 (4
-1 n—1
On démontre facilement, par récurrence que Vne N* f () (x) = ( )(1 +(7)l
X
b: Notons, pour n € N, (H,) la propriété :
no(_1 k—1 1 1 o
S A L
k=1 n-Jo
Montrons (H,) par récurrence surn € N.
. Imtlalzsatzon pour n=
n k 1
R T L[ wa =0 [ 1w ar= ) 10) =

ln(2)

donc (Hp) est vraie.

e Hérédité. Supposons (H,) vraie pour n > 1.
1

On va développer intégrale J = / (I—1)" f(”H)(t) dr.
0
Posons u(t) = £ (1), donc u' (r) = f+2)(r).

1
Prenons V' (t) = (1 —t)" donc v(t) = — p— 1 (1—1)" !
n
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u et v sont C' sur le segment [0, 1], on peut donc intégrer par parties.

1
J = |— — (1—pnt! n+1 n+1 (n+2) (1) d
n+l< O 0 n—l—l f ()

1 n+1 / ”+1 (n+2)

= — t) dt
n—i—lf n+1 ®)

1

_ po ( n,+n+1 n+1 n+2)(t) dt

1 (=nr 1 !
D gy 1 —p)ntl £ t2) )
one n! / n+1 +n!/0 (=07 (r) di

n+1 (_1)]{—1 1 1
En reportant dans (H,), on obtient : In(2) = + ] / (1—

t)n—i—l f(n-‘rZ) (l) dt
Donc (Hy 1) est vraie et I’hérédité est assurée. Ce qui finit la récurrence.

Remarque : du temps ou la formule de Taylor avec reste intégrale était au
programme de ece2, elle aurait pu étre utilisé pour cette question.

1l 1 Lo(—)M!
c: Posons R, = ;/0 (1=0)"f" (1) dr et S, = 1;1 e
1 1 |
@) =S, = - | [ =0 o) a
n! |Jo
1 1
< (1= (1)| dt  inégalité triangulaire sur I'intégrale
n! Jo
+1 . nl
Or ‘f(n )(1)| = oy <n! donc
: n 1 n+1 !
In(2) —S,| < / 1—t)"dt=|— 1—t
@)= < [ =0y |-
1
<
n+1
On a donc lim [In(2) —S,|=0.
n—y4-oo
_1\k—1
Donc la série de terme général B — est convergente et sa somme vaut
In(2).
n 2n 1
2) Pour tout entier naturel n non nul, on pose H,, — —etu, = —
: P kzl k k—%—l k

a: On sait que la suite harmonique diverge et que sa somme partielle H, est

croissante. Donc lim H, = +oo,
n—r+oo
1 k+1 1
b: On sait que, pour k € N* — < / —dt <
k+1 k
En sommant, pour k variantde n+1 a 2,, on obtzent :

NI'—‘
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2n 2 2n
1 | 1
y </ Sdr<
n

ko1 K+ 1 +11 k=ni1 K
1 1 2n+1
Soit —— <1 <
oit encore Uy n+2n+1\n(n+1 < U
2n+1 2n+1 1 1
En réorganisant tout cela : In nt <u,<ln nt +——
n+1 n+1 n 2n+1
. 2n+1 Lo :
Or lim In =1n(2). Donc par le théoréme d’encadrement lim u, =1n(2)
n— o0 n+1 n—s oo
n%+2n 1
3) Pour tout entier naturel n, on pose v,, = Z —.
k=n2+1 k

. - 2, o 1 1g 1
a: En utilisant le changement d’indice k =n”+i v, = Z =— Z -7

2.
e L L
n
i 1 1 1
Orn<n+-<n+2donc +2< ; < - et en sommant :
n n L
n
2” 2n 1 2n 1
< Z ——— < 2 et par le théoréeme d’encadrement lim Z _
n+2 5 1 ot 1
n n

2 .
Donc v, ~ — et ainsi lim v, =0
n n—r—+oo

b: D’apres [’équivalent trouvé précédemment, la série de terme général v, di-
verge.

Corrigé exercice 37 HEC 2002 oral voie E

1
1) a: On sait que, pour u voisin de 0, In(1 +u) = u — Euz +o(u?).

1
Donc au voisinage de 0 In(1+4x?) =x* - §x4 +o(x*)

b: D’apres ce qui précéde Au voisinage de 0 In(1+x%) ~x?

1 1
Au voisinage de +oo, In(1+x?) =1In {xz (1 + —2)} =In(x*) +1In (1 + —2)
x x

1
In(1 +x2) 14 In (1 +;>

In(x2) In(x?)
—0

Donc Au voisinage de +oo In(1+x?) ~ In(x?)

Donc

2) Soit f la fonction définie sur ’intervalle I =]0,+oo[ par

1

Vx>0 f(x):m
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a: f est continue sur I donc admet une primitive sur I.
Posons H(x) = Inx+ bln(1+x?).
a 2bx  (a+2b)x*+a
H'(x) == =
(x) x—i_l—f—x2 x(1+4x2%)

11 suffit donc que a et b vérifient { at 22 B (1)
1 . )
Donc Aveca=1etb = 5 on a la relation proposée

1
b: Au voisinage de +oo, f(t) ~ 3 et f est continue et positive sur [x,+oo|.

~+o0
Donc / f(t) dt converge par la régle de I’équivalent des intégrales des

fonctiorfs positives. Soit A € Ravec 0 <x < A:
A 1
/ ft)ydr = {m(r) -5 In(1 +r2)} A
1 2 1 2
= In(A)— Eln(l +A%) —In(x) + Eln(l +x%)

o A —|—lln 1 +x?
B VI+AZ) 2 x?

A
(0] Iim In{ ——— | =0 lim — —
: Ao ( 1 +A2) A V1+A?
A 1 1+x2 1 1
Donc Alim f(t)dt = 3 In < ;x ) = Eln (1 + ;) c.q.fd.

1.

— o0 X

~+oo
c: F est continue sur R™. L’intégrale / F(t) dt est donc impropre pour les
0
deux bornes. F est positive sur R™.

1 +oo ] oo
o Au voisinage de +oo, F(t) ~ 22 et/ 2 dt converge, donc / F(t) dt
converge. ! !

1 1
o Au voisinage de 0 F(t) ~ Eln (t_z) = —In(z)

I I
On “sait” que / In(¢) dt converge et vaut —1, donc / F(t) dt converge.
0 0

—+oo
Donc, / F(t) dt converge.
0

Soit a et b deux réels vérifiant 0 < a < b.
b1 1
On pose [(a,b) = /a iln (1 + t_z) dt.

On va procéder a une intégration par parties.

1 T3 2
Prenons u(t) = In (1 + t_2> et donc i (t) = tl BT}
I+

t.

| =

1
Prenons V' (t) = 3 donc v(t) =

u et v sont C' sur le segment |a,b), on peut donc procéder a I'intégration par
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parties.

t 1\12 > 1
lab) = |Zin(1+ —/a i

a
b 1 a 1 b1
= —In(l4+—=]—=In{l1+—=|— dt
2n( +b2) 2 n( +a2) /a 1412
. . 1 1 . b 1
On sait que, si b — +oo, In 1+ﬁ Nﬁdoncbgrilm—ln 1+ﬁ =0.

1 1
On sait que, si a — 0, In (1 + —2) ~In (—2) = —2In(a)
a a

1 1
doncgln <1+a—2) ~ —aln(a) et clli_r>r(1)gln <1+;) ~0
1

o0
On sait que / dt converge.

oo too ]
On a donc /0 F(t)dt = /0 s dt.

. .. . T .
Les connaisseurs pourront vérifier que cette intégrale vaut o mais ce n’est

pas au programme de la voie eco.

Corrigé exercice 38 HEC 2005 oral voie E

1 1
[ R

"0+

Pour n € N, on pose

eVVne N I,>0.
e Etudions le sens de variation de la suite (I,) e p.

I I, = 1 ! ! d
n+1 —1n —/0 P — X X

N
o
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n+1 1 1 1
Si on développe le produit H (1 + %), on obtient 1 +x (1 +=-+=4+...+ ) +..
k=1

23
n+1 X noq
Tous les termes de cett t positifs si x € [0,1], d (1 —>>1 -
ous les termes de cette somme sont positifs si x € [0, 1] onckl:I1 —|—k —|—x; Z
n
et donc, si on arrive a justifier que Z z >1In(n) (ce qui est assez classique) on aura
k=1
n+1 X
H (1 + —> > 1+xIn(n) et donc :
k=1 k
1 1
n+l1 X 1+x1n( )
(1+3)

et donc, en intégrant :

dx

1
< 7
Vn € N* In\/o T xin(n)

1

Montrons rapidement que Z % > In(n).

1
Pour cela posons f(t) = —.
Sur le segment [k,k+ 1] flk+1) < f(r) < f(k).

t=k+1 t=k+1 t=
Done [ flkr < [ fyde< F(k) dr.
t=k t

=k t=k

k+1
Done fk+1) < / £ dr < (k).
¢ norktl n+1 n
En sommant : Y Flk+1) < Z/k f(t):/1 f(o)de < Y fk).

n
1
Si on note S, la somme Z % : Spt1—1<In(n+1) < S,

Donc S, > In(n+1) >
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1

Posons J,, = /0 Tln(n) dx. J, se calcule facilement.
J ! In(1+xl 1
" In(n) [ n(l+x n(n))]o
~ In(1+In(n))
B In(n)
In(1In(n) x| 1+ !
n
B In(n)
B In(n)
——t
In(In(n))+In{ 1+ — !
n
In(n)
_ —0
In(n)
In(In(n)
In(n)
_ o In(x)
On obtient un équivalent de la forme —— avec x = In(n) tendant vers +oo.
X
Donc lim J,=0
n—4-o0
Comme 0 < I, < Jy, par le théoreme d’encadrement EIE I,=0
n o)
Corrigé exercice 39 HEC 2005 oral voie E

Soit a € R™. On se propose de déterminer les fonctions f trois fois dérivables sur un
intervalle [0,2a] a valeurs réelles et telles que

e 8 L= r(5)+r(a-3)

S est dérivable donc continue sur le segment [0,2al.
1l existe donc c € [0,2a] tel que f"(c) = max,c[ 2q) " (1)-
Partons maintenant de la relation (E) vérifiée par f.

- .  flx) 1, x 1, X
On dérive une premiére fois . =—f <2> 2f <a 2) (1)

2 2
1 1
puis une deuxieme fois : ”/2(x) %f " ( > Zlf " (a - )2—C> (2)
puis une troisiéme fois : f 2(x) f/" ( ) - gf/” (a - g) (3).
L’égalité (2) appliquée avec x = c¢ donne : f(c) = f” ( ) + f” < ;)

Donc f"(c) est le milieu du segment d’extrémité f" ( ) et f" < 2)

Comme f"(c) est la plus grande des valeurs de " (x) sur le segment, il en résulte que :

&= (5) (o )
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Ce qui suit est vraiment compliqué en voie E.

c c
5 . 51 . . !/ /! !/
Par une récurrence immédiate, on obtient : ¥Y'n € N ffle)=f (_2”) =f (a — —2n>.
Donc, en passant a la limite quand n tend vers +oo, et en utilisant la continuité de [ :

f(e) = 1"(0) = f"(a).

On recommence, mais en considérant le min sur l'intervalle [0,2al].
On obtient, de la méme fagon, un minimum de f" atteint en un d € [0,2a), vérifiant

f(d) = £"(0) = f"(a).

En conséquence, on a un minimum qui vaut le maximum et f” (x) = « (constante)
sur [0,2a].

o
Donc f'(x) = oux+ B et f(x) = 527+ Px+y

Donc f est un trindme du type f(x) = arx* +ax+ ay.
On aura donc

f<)—c)+f<a—f) = ax—z—i—a f—ka +a az—ax+x—2 +aja—a )—C+a
) ) - 24 12 0 2 4 1 l2 0

2

=a % —arax+ (a2a2 +aja+2ayp)

1
—a; =-aa
La relation (E) donne donc

an = 2ap+ara® +aya

2 avec ay € R.

Donc a; = —2asa et ag = §a2a

2 1
Autrement dit| f(x) =k (x2 —2ax+ gaz) =k [(x —a)® - gaz} (k € R)

Par voir si tout cela est cohérent, on peut faire une petite vérification (avec k = 1).

Corrigé exercice 40 Entrainement
1) Soit f: x> Ll.festC“surR*'* etVxc R™ :
e’ —
e —1—xe*
104 —
f (X) - <€x _ 1)2

Posons h(x) = —14 (1 —x)e*

H(x)=—e"+ (1 —x)e* = —xe* <0

h est décroissante sur R™, h(0) = 0 donc h est négative sur R*
DoncVx € R™  f'(x) <O.

Donc f est décroissante (strictement) sur R,

On a immédiatement lim f(x) =1 et lim f(x)=0.
x—0 X—rH-o0

Ainsi f est une bijection décroissante de I = R™* dans |0, 1|. f est donc bien bornée
(parQet 1).
n P 11— (e—x)n ] — e (nt+1)x

* - —kx __ —Xx
2) Vxe R' kgbe —Z(e )— —ox = [_o=

k=0
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3)

4)

Donc
o i eka _ xe* B xef(n+2)x
= l—e™* 1—e*
xe* xe—(nt2)x
- eX(ef—1) e *X(ef—1)
x xe—(n+1)x
T oe—1 e 1

C’est I’égalité attendue.

On peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 1. L’intégrale J est donc
impropre pour la borne +o uniquement.

1
Au voisinage de +oo, f(x) ~ % donc f(x) =0 (;)

Comme /1 ) dx converge, par la régle de domination des intégrales des fonc-

+oo 1
tions positives, / f(x) dx converge. Comme [’intégrale / f(x) dx ne pose pas
1 0

de probleme, J converge.
—+oo

I, :/ f(x)e= Dy,
0

—+oo
Comme 0 < f(x) < 1, f(x)e~(FDx < g=(nt1x, Or/ ¢~ X dx est immédiate-
0
ment convergente, par la regle de majoration, I,, converge.

On a vu que |f(x)| < 1 donc |f(x)e” "X L e~ 1+
Par un calcul direct, ou en utilisant la loi exponentielle de parameéetre n+ 1, on

oo | 1
montre facilement que / e~ DX gy = .
| 0 n+1
Donc0< I, < ——. Onadonc Iim 1, =0
n+1 n—s+-o0

On utilise maintenant I’égalité établie en 2)

—+oo n
I, = /0 [f(x)—xexk;oekx] dx

+oo n ~+oo
= / f(x) dx— Z/ xe” (KFDY g
0 k=00 p

~~

Ly

Pour déterminer Ly, on peut utiliser la loi exponentielle de paramétre k+ 1. (k+

1
1)Ly, représente I’espérance de cette loi, et le cours nous dit qu’elle vaut 1
Donc L ! th,=J z": !
oncly=——etl,=J—Y ———.
k12T = (k+1)2
+oo 1 +oo 1
En faisant tendre n vers +oo, on obtient : 0=J-— =J—-) =
f T
oo 1
Avec le résultat admis J= / flx)dx= p=
0
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Corrigé exercice 41 Entrainement
|
On pose I, = / du
p "=y Trw

1) Cherchons le signe de 1,1 — I,,.

VAN 1
Lyt — 1, = - d
nH /0 <1+u"+1 1+u"> Y

1 l—f—u"—l—u"'H
— / T du
o (1+um)(1+urtl)

I u(1—u)
o /0 \(1+un)(1+un+l)j

-~

=0
> 0 (positivité de ’intégrale)

Donc (I,,) est croissante
1 1
Par ailleurs, pourn > 0etu € [0,1], 1 <1+ u" <2 donc 3 < T < 1, donc en
u
intégrant
1
Donc, la suite I, est croissante, majorée par 1 donc convergente.
1 1 1
1-1, = /1du—/ du
0 o 1+u"
1 n
= / - du
o l+u"
1 1
< / u' du =
0 n+1
Donc0<1-1, < . Par le théoréme d’encadrement lim [, =1
n—+ n——+oo

2) On reprend l’expression de 1 — I, de la question précédente. On obtient :

Ly
n(1—1,) — /0 S du

lnn—l
= / “ X u du
o 1+u?

etg(u)=u et, donc fu)=In(14+u")erg'(u) =1

n—1

On prend f'u) = 1111 -
u

f et g sont C sur 0, 1). La formule d’intégration par parties donne :

n(1—1,) = [uln(l+u")]:)—/()]ln(l+u")du

= 1n(2)—/011n(1+u”) du
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On utilise 'inégalité classique In(1+x) < x pour x € R" (qu’il faut savoir justifier).
1
In(1+u") < uy, et, en intégrant sur [0,1], 0 < / In(1+u") du < P
0
1l en résulte que hT / In(1+u") du =0 et ainsi : lim n(1—1,) =1n(2)
n——+4oo 0

n—-+too

1
Ensuite, en utilisant I’encadrement (i) 1n(2) — por <n(1-1,) <In(2),
n

. . . n o .
il est facile de montrer que ngrfm llm = 1. En effet :
n
In(2) 1 In(2)
= -1, <
(@) n n(n+1) " n
{_ In(2) <l <l In(2) 1
n n (n+1)
I, 1
<— 1< <1-
In(2 In(2
LC) (n—l—l)x(l—n( >>
n n
=0
In(2)
On peut donc conclure Quand n tend vers +oo I, ~1— ——=
n
Corrigé exercice 42 Entrainement

X
2
Pour tout réel x, on pose F(x) = / e dt.
0

1) Posons h(x) = ¢ hest C sur R. F est donc la primitive de h sur R qui s’annule
en 0.
F' = h et h est une fonction strictement positive sur R. Donc F est strictement crois-
sante sur R, strictement croissante, donc réalise une bijection de R dans [’intervalle
J=F(R).
Or h est paire, donc par un raisonnement classique (changement de variable u = —t
dans lintégrale définissant F(—x)), on montre que F est impaire.
Onaé’ > 1 sur RT, donc, en intégrant sur [0,x], pour x € R", on a F(x) > x.
Donc lim F(x) = +oo.

X—>+oo
En utilisant la parité, lim F(x) = —oo. Ainsi J = R. On a donc le résultat attendu.

X——o0

fx)
2) Par définition de F, on a / ! dt=F (f(x)) — F(x). Donc

[ a=1 = Fr)-Fe -
— Ff) = 1+F()
— f(x)=F" 1(14—F(x))
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Cette relation donne I’unique application f solution : VxeR  f(x)=F '(1+F(x))

3) Cela se corse ... )
F est dérivable et F'(x) = . F' ne s’annule pas sur R. Donc F~! est dérivable

—1 _
sur R et \V/x < R (F )/(X) = m
Donc f est aussi dérivable et

fo) = F')x(F (1+F(x)

2 1
~ T FFEI1+FWR))
2 1
EREAT)E
_ WP

On a F(x) < 1+ F(x) donc, en composant par F~! croissante x<F 11+

F(x))

ou encore x < f(x).

f(x)
. 2 T e
On a évidemment '~ >t donc, comme les bornes sont dans le bon sens : / e dt >
X

£2)
/ ¢ di

f@) 1

Onadonc/ ¢ dt > E(f(x)z—xz)
1 X
don S (f(x) =x) (f(x) +x) < 1.
2

Il en résulte que 0< flx)—x<

q f(x) 1=
Or XEIE» 70+ = 0 donc, par le théoréme d’encadrement ngw flx)—x=

Cela signifie bien que la droite d’équation y = x est asymptote a la courbe de f en
o0,

Corrigé exercice 43 Entrainement

1) Comme x est assez petit, on peut utiliser un DL, de In(1+x) au voisinage de 0.

1
In(14+x)=x— Exz +o0(x?).

1 1
Donc x—In(1+x) = 5 x> +o(x?) = x? [54—0(1)]

1 1
Or, quand x est assez petit, 0 < 54—0(1) < 1 donc 0 < X2 [54—0(1)] < X2
On a donc bien 0<x—In(l+x) < X2

2) On va utiliser la méthode classique de comparaison d’une somme et d’une inté-
grale. Pourk € Nett € [k,k+ 1], ona Vi< VE<VEk+ 1L
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k+1 k+1 k+1
On intégre sur [k,k+1] : Vk kdr | Vide < Vk+1drt

k+1
Donc \/%é/ \/;dtéx/lH—l.
g n no ekt n
On somme, pour k variantde 1 a n : Z\/%é Z/ Vit dt < Z\/k-l-l
k=1 k=1"k

k=1

n
On pose S, = Z Vk et on utilise la relation de Chasles. On obtient
k=1

n+1 2 n+1
Sng/ \/ZdthnH—l ou encore S, < 5[13/2}1 <Sp1—1
1

2 2
On a donc 3 [(n—|—1)3/2— 1] +1<8,< 3 (n3/2_ 1>.

2 2
z [(n+1)3/2—1] 1 —(n3/2—1)
On divise par n3/? : 3 3 <3 no3 5
“n3/2 <32 Zn3/2
On montre facilement que les deux termes a droite et a gauche de la double inéga-
lité tendent vers 1.

2
Donc Quand n tend vers +oo Sy~ §n3/ 2
L [ k
3) Posons u,—= 1+4/—= |-
n kI_Il I’l3
! k
p)=Y In| 144/
k=1 n
On a vu, en question 1), que Vx e RT x—x*< In(1+x) <x
! [k k /
Donc Z [ Pl ] In(u,) Z
k=1 k=1
n(n+1) 1 &
Ou encore n3/2 Z Vi — 3 <lIn(u,) < —/ ;
Or, la question 2) donne : ngrilw 3 /2 Z V=
1
De plus lim n(rH; ) =0 donc, par le théoreme d’encadrement
n—+e  2pn
. 2
nngln(u”) =3
En conclusion lim u, = e2/3
n—r+oo
Corrigé exercice 44 Entrainement

On considere la fonction f définie sur R par :

f(x):x/oxe—\;; disix£0 et f(0)=0
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1)

2)

e’ 1
—— . hest C* sur R™. Au voisinage de 0, h(t) ~ —,
7i g (2) i

X 1 C
/ % dt converge pour tout x € R™*. Donc / h(t) dt converge, par le critére de
0 0

Posons h(t) = et on sait que

I’équivalent pour les intégrales des fonctions positives.

Posons A = / t)dt et H(x) = /1xh(t) dt.
Pourxe R (1) f(x) :x(/olh(t) dt-i—/lxh(t) dt) — x(A+H(x)).

On sait que H est C sur R™* comme primitive d’une fonction C* sur R™. Donc f
est C° sur R™.

e Etudions le continuité en 0.

Si x €]0, 1] / h(r) di < / h(t) dt.
On a donc Vx €]0,1] 0< f(x) <xA.
Donc, par le théoreme d’encadrement, lim f(x) =0 = f(0). Donc f est continue

x—0T
en (.
e Etudions la dérivabilité en 0.
Posons t(x) = flx) = 0
X X
T(x) = / h(t)dt.Ona lim [ h(r) dt =0doncf est dérivable en 0 et f0) =
0 x—=0%J0

e Etudions la continuité de f' en 0.
En reprenant I’expression (1)

VrE R f(x) = (A+H(x)) +xH (x) = A+ H(x) + h(x) / h(z) dt +xh(x)
Or xh(x) = v/xe " donc lim xh(x) = 0.

—>0

Done lim f'(x) =0=f(0).

f est continue en 0 et donc sur R™ donc f est bien C' sur R*.

x ,—1
On a déja montré que l’intégrale / —= dt est convergente. Posons 1(€) = int;—=
0

Vi \/

pour € > 0.
2

u
On utilise le changement de variable t = —

On a donc u= /2t et dt = u du.

u:\/27x efu2/2
La formule de changement de variable donne : I(e) = / ——udu=
u:\/ﬁ u/\/§
V2x e—u2/2
/ du.
Ve V2

x V2x p—u”/2
On fait tendre € vers 0T, on obtient/ h(t) dt = ﬁ/ du
0 0 V2arn

On a donc, en notant ® la fonction de répartition de la loi A (0,1) : f(x) =

VA [D(V2) - 9(0)]
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1
3) On sait que (0) = = et que lim d(x) = 1.
2 X—r+o0
T
On peut donc conclure Quand x est voisin de +oo flx) ~ X
Corrigé exercice 45 Entrainement
x*Inx

On considere la fonction f : x —
X

D

2)

3)

2_1'

Par produit et quotient de fonctions usuelles C* sur |0, 1|, f est immédiatement C*
sur cet intervalle.
e Limite en O : on sait d’apres le cours que : lim+ x? In(x) = 0.

x—0

Donc lim f(x) = 0. On peut donc prolonger f en 0 en posant f(0)=0|

x—0t
e Limite en 1 : posonsu=1—xdoncx=1—u.

(1= u)? In(—1—u) (1—u)*In(1—u)
flx) = (1—u)?2—1 ) u? —2u

On utilise les équivalents usuels quand u est voisin de 0 : (1 —u)? ~ 1, In(1 —u) ~
—u et u* —2u ~ —2u.

1 1
Donc, par produit et quotient d’équivalents, f(x) ~ 5 et lin} flx) = >
X—
1
On peut prolonger f en 1 en posant f(1)= 5

On commence par remarquer que toutes les intégrales utilisées ci dessous existent
1
d’apres la question précédente et du fait que / x"In(x) dx est faussement impropre
0

en 0. Puis :

ZZ:I/ x*1n(x) = /Ol Zn:(xz)k) In(x) dx

k=1
1 X2( _x2n
= 1
/0 2 n(x) dx
_ /1 x?In(x) o /1 5, X2 In(x) I
0o 1—x? 0 1 —x?
1 1
= /f(x)dx—/x2 (x) dx
0 0
C’est bien la relation attendue.
f est continue sur le segment [0, 1] donc : IMeR™ Vx € [0,1] |f(x)] <

M.
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/ 1 X" f(x) dx

1
< /xz"]f(x)\dx inégalité triangulaire)
0

< M/ x> dx

2n+1

Donc, par le théoreme d’encadrement, lirE
n——+oo

/]xznf(x) dx| =
0

n 1 1
4) Ainsi, la somme partielle Z / x**In(x) dx admet / f(x) dx comme limite.
0

On a le résultat attendu.

Autrement dit la série Z / 2k In(x) dx converge et vaut / flx

Corrigé exercice 46 HEC 2006 oral voie E

1) Pour la question de cours, ne pas confondre propriétés et définitions... question
délicate donc.
Montrons que fg est convexe. Posons h = foz. fo est C? de R™ dans R, donc h aussi.
' (x) = 2f5(x) folx).
' (x) =2 (f (x) folx) + fo(x)?) = 2 (1 +x%) fo(x)* + f(x)?) > 0

Donc h est bien convexe.

2) fo est convexe, donc f} est croissante. Or f}(0) = 1 donc f}(x) > 1 pour toutx € R".

Donc fy est croissante sur R*. Comme fy(0) = 1, on a donc : Vxe Rt fo(x)>
1.
3) fo est convexe, donc au dessus de ses tangentes. La tangente en 0 est (T) y=
t+1
Donc Vt € Rt fot)=t+1>1 donc @) =+t
1 1
On a donc vVt > 1 S 3
fo (+t) t
On sait que I’intégrale / ) dt converge, donc, par le critere de majoration des
1
Hoo ]
intégrales des fonctions positives dt converge.
| 1 f 0 ( )
Far ailleurs, la fonction — est continue et strictement positive sur [0, 1], donc l'in-
I 0
tégrale / dt est “propre”.
0 fo()
o T
Donc l'intégrale dt converge.
0 fo( )
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4) Attention, on monte en gamme sur cette question.
oo ]
720 dt pour tout x € R".
x 0

Onadoncz:l() fo() g(x)
=/ /fo dt = C~k(x)

en posant C = / dt et k(x /
f3(2)

C est une constante, k une fonctlon de classe C* sur RT, comme primitive d’une
fonction de classe C*.
'(x).

F1(x) = fo(x) x (%) + folx) x &'(
donc f{(x) = fo(x) x g(x) +

Posons g(x) =

1 1
g =12y e}
1) = f(x X / 1 _M
fi(x) Jo (x) x g(x) + fo(x) 209 " 20
= fo(x) x g(x)
= (142" fo(x) x h(x)
(1+x)fi(x)
Donc f1 € E.

f1 est continue sur R™. Pour montrer que fi est bornée, il suffit donc de montrer
que f1 admet une limite finie quand x — +oo.
fo est croissante, donc Vit € [x,4oo] fo(x) < fo(r)

Jo( )dt< fo(t) dt

donc <
x fo) W f5()
|
donc 0 < fi(x) < ——dt (i).
fl ( ) B fO (t) ( )
Or on a vu que fy(t) >t donc / fo(t) / tdt =
1
Il en résulte que fo(x) — fo(0) > > 5 t2 ou encore que fo(x) > Etz—f—fo( )= Etz
D <2 R dt toutx € R,
onc —— n conséquence, converge pour tout x
fO( ) 2 X fO( )
+eo ] J +o0 4 /x
—dt = — dt — -
x fo(t) 0 o(t) 0 fo(t)
~+oo
Du fait de la convergence de l’intégrale, on a donc x1—1>r41rloo f()_(f) dt=0

En utilisant ’encadrement (i), on a donc 1_1513 filx)=0.
X oo

Donc fi est bien bornée.

Corrigé exercice 47 HEC 2006 oral voie E
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Soit a > 0 et f définie sur (R"™)? par f(x,y) = x> +y* + e
Xy
Sans probleme, f est de classe C* sur 'ouvert (R"*)? de RP.

Cherchons les éventuels points critiques de f.
a 1 a
ai1(f)(x,y) = 2x-|—; X (—;) =2x—
a
0 =2y— —
2 (f) (-x7 y) y xyz

x2y

(x,y) point critique <= 2x— x% =0 et 2y— o

— 2Wy=a e 2’x=a (1)
Or (1) = 2xy(x* —y?) = Odoncx—y car (x,y) € (RJ“*)

a
En reportant dans (1), on obtient x* = 5 donc x = ( 2)

an 1/4 1/4
On a donc un seul point critique : My = ((§> , (E) )

Déterminons les dérivées partielles d’ordre

2.
2, (f)(x,y) = 2—;(—2x*3) —2 (1+i).

X3y
Ral)50) =B, (D) =~ (5 ) =
) =222 =2 (145,
Au point critique My = (x9,Y0), X0 = ( Y 4, Yo = X donc
8ﬁl(f)(xo,y0):2(l+%) (1+a>< ):
}

alz,z(f)(xo,yo) == 2.
azz,z(f)(XO,yo)=2(1+§4) (H—ax)
0

6.
La matrice hessienne de f en My est : ( )

H est symétrique donc diagonalisable.

6-1 2
2 6-—A4

— (6-1)*-22=0

— (6—A1-2)(6—-1+2)=0

<~ A=40ul=38

A valeur propre de H <> ( ) non inversible

Donc Hy admet deux valeurs propres positives. f admet donc un minimum local en M.
a

W

1/2
La valeur de ce minimum est m = f(xo,y0) = f(x0,X0) = 2x3 + — =2 (2) +
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_,va, a _
m_2\/§—|—ﬁ 2V 2a.

V2

On peut conclure : f admet un extremum local unique sur (R™)?.

1/4 1/4
f atteint son minimum au point My = ((g) , (g) ) La valeur du minimum est m = 2+/2a

Corrigé exercice 48 HEC 2006 oral voie E

1) g, est le produit d’un polynéme avec x — e, donc g, est C* dur R. Pour tout

XER:
n -1 n xk
e (2 ke ) () (Z g)

k=0 k=0
n—1 _k n .k
x x
—X —X
=e ——eY) =
! !
= k! = k!
n
— L
n!
xn
Vxe Rt gl(x)=—¢ —
n!
1

2) L’équation (E) revient a résoudre g,(x) = >

D’apres ce qui précéde, g, est strictement décroissante sur R", continue, donc

réalise une bijection de I = R" dans J = f(I) =]0,1] car g,(0) =1 et hrJl;l gn(x) =
X—r+o0

1
0. Donc > élément de J, admet un antécédent unique a, € R*.

3) Voici un algorithme complet répondant a la question. A noter que pour lancer la
dichotomie, on doit commencer par encadre a,, ce qui se fait avec un algorithme
ici. On a ajouté un script permettant de visualiser la suite (ay).

function y=g(n,x)
s=1;u=1
for k=1:n
u=ux*x/k
s=s+u
end
y=s*exp (-x)
endfunction
function y=alpha(n)
b=1
while g(n,b)>1/2
b=b+1
end
a=0
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4)

while b-a>10"(-2)
c=(at+b)/2
if (g(n,a)-1/2)*(g(n,c)-1/2)<0 then b=c else a=c end
end
y=a
endfunction
disp(alpha(2))
n=input(’n=’)
x=1:n
for k=1:n
y(k)=alpha (k)
end
plot2d(x,y,style=-1)

+1 1 an—H 1

¥, d =4 n .
(_H)!e onc gu+1(ap) 5+ (41! )

Ainsi gn+1(an) > gnt1(ant1), donc, comme g, est strictement décroissante, a, <

gn+1(x) = gu(x) +

an+1.-
‘La suite de terme général a,, est croissante ‘

Corrigé exercice 49 HEC 2008 oral voie E

)

2)

Question de cours : pas de probleme. Un DL, d’une fonction h au voisinage de 0
est une expression du type

h(x) = a+bx+cx* + o(x?)

Si h est de classe C* au voisinage de 0, le DL, est donné par

2
h(x) = h(0) +xk (0) + %h”(o) +o(x?)
(formule de Taylor Young)

Soit f la fonction définie par f(x) = e et F la primitive de f sur R vérifiant
F(0)=0.

F est C* sur R comme primitive de f, qui est elle-méme C™ sur R.

F'(x) = f(x) > 0. Donc F est strictement croissante. En écrivant la définition de F
sous la forme

F(x) = / e dt
0

On montre facilement que F est impaire (on fait le changement de variable u = —t
dans l'intégrale définissant F(—x)).

Pour les limites et la courbe, on peut se ramener a la fonction ®, fonction de répar-
tition de la loi A (0,1).

S | 2 1 X ] 2
CI)x:/ —e_”/zdu:—+/ e gy
(x) w27 2 Jo V2&:



144

3)

2

1
On voudrait que t* = Eu , on utilise donc le changement de variable (affine) t =

1

—U.

V2

X ) 1 /*x/ﬁ 1 Y ( X )
dt = — x V2 I du = b — ).
/0 ¢ BV A u=VEx®| 5

.. . . X
En particulier XI_IHIOOF(X) = \/%xl_lgrloocb (E) = /7.

La courbe de f a donc la méme physionomie que celle de ®, variant de —+/T a

VT

7z . _ 2
a: Pour tout x réel, la fonctiont — e (x7)

est continue sur le segment [0, 1] donc

1
Uintégrale / e~ 4t existe bien (intégrale “propre”).
0

b: On va se ramener a la fonction F.

1
Partons de : G(x) = / e’ dt et utilisons le changement de variable u(t) =
0

Xt.
On a donc du = x dt.
t=0<=u=0 et t=l<<u=x
u=x 21 1
Pour x # 0, G(x):/ e "' —du= - F(x).
=0 x x
Pourx=0,G(x)= | dt=1
0
1
Donc, pour x € R* G(x) = —F(x).
x
F'(x)—F ¥ _F
Donc G est C* sur R* et G'(x) = wiliC) 5 () = 5 ()
K(x) x x
On a donc G'(x) = x; avec K(x) = xe ¥ —F (x).
K'(x) =22 4e % —e ™ =232
X |—e 0 4
K'(x) -
x| - 0 oo

G (x) + -
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c: GestC” sur R".

Examinons la continuité de G en Q.
_F(x)  F(x)—F(0)

G —

(x) 0

Donc lim G(x) = F'(0) = 1 = G(0).
x—0

Donc G est continue en 0.

Onavu que lim F(x) = /T donc lim G(x)=0.
X—r—+oo X—> oo

d: G étant C* sur R, il faut regarder la dérivabilité en 0.

Gx)-GO) 5 ' F)-

Formons le taux d’accroissement enQ : T = = =
2
X X X

On utilise la formule de Taylor a I’ordre 2 :

F(x) = F(0) +xF'(0) + %ZF”(O) +o(x*) =x+o0(x?)

Ainsi T = o(x?). Il en résulte que G est dérivable en 0 et G'(0) =0

Reprenons I’expression de G'(x), pour x € R".
xe ¥ — F(x) x(x—x>+0(x*))—(x+o0(x*) o(x?

G(x)= 2 = 2 =2 = o(1).
Donc lir% G'(x) = 0= G'(0) donc G’ est continue en 0. Ainsi G est C' sur R.
x—
2
-F F
4) a: VxeR xG'(x) +G(x) = ad () + ) —e ¥ = f(x)
x

Puis pour x =0, 0.G'(0) + G(0) = 1 = f(0).
xG'(x) + G(x) = f(x) est donc vérifié pour tout x € R c.q.fd.

b: Soit G| une fonction vérifiant (E). On a donc, pour tout x € R :

{ xG'(x)+G(x) = f(x)
(G0 +Gi(v) — ()

Par différence, on obtient x(G(x) — G (x)) +G(x) — G (x) =0,

ou encore xH'(x) + H(x) =0

e Six >0, on pose K(x) = xH (x). K'(x) = xH'(x) + H(x) = 0 donc K(x) =C
constante, sur R™*

C
Donc H(x) = —.
X

D
e Si x < 0, on obtient de méme H(x) = —.
x

Or H est continue sur R, donc nécessairement C — D — 0. Donc H est la
fonction nulle, et on a bien G = Gj.
G est bien ’'unique fonction dérivable sur R vérifiant (E).

Corrigé exercice 50 HEC 2009 oral voie E

On considére la suite réelle (uy),cn définie par :
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1)

2)

3)

4)

5)

Question de cours : Pas de probleme. Ne pas oublier de signaler que le cours ne
donne aucun résultat quand le polynome caractéristique a un discriminant stricte-
ment négatif.

Plusieurs possibilités pour effectuer le travail demandé. Voila un script trés clas-
sique :

function y=u(n)

a=3;b=29/9

for k=2:n
y=9-26/b+24/ (a*b)
a=b; b=y

end

endfunction

an+1
Posons u,, = .

n
Par définition de u,, on a

s 26 24
- an42 + an41 x an42

an+2
ap+1 an an+1
ani1 a
= 926 424"
ap42 ap+2

Donc a3 = 9a,+2 —26a,.1 + 24a,.
u0:3<:>—1:3. Comme ag =3, a; = 9.

ap
29 9
Uy :—@%z—doncaQ:ZQ
9 aj 9

On pose, pourn € N (H,) a,=2"+3"44"

Montrons (H,) par récurrence sur 3 générations.

e On vérifie facilement que (H,) est vrai pourn=0,n=1 et n = 2.
e Supposons (H,), (H,+1 et H(n+2) vrais.

dni3 = 9(2n+2_|_3n+2_|_4n+2)_26(2n+1+3n+1+4n+1)+24(2n+3n+4n)
= 27(36—52+24) +3"(81 — 78+ 24) +4"(144 — 104+ 24)
= 2"x8+3"x27+4"x64
= 2"x2343"x 344" x 43
2n+3+3n+3 _|_471+3

Donc (Hy3) est vérifié.
Ce qui termine la démonstration par récurrence.

Commencons par déterminer un équivalent de ay,.

o

. ap
Donc lim — =1, et donc a, ~ 4"
n—s+oo 471
+1
. yo o ap+1 4"
Par quotient d’équivalents, on a donc Up = ——— ~

an 4n
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On peut conclure lim u, =4
n—y+oo

On pourrait éventuellement vérifier la cohérence de ce résultat théorique avec les
valeurs données de la fonction Scilab pour u, avec n = 50, n = 100. Et c’est bien

le cas...
Corrigé exercice 51 HEC 2010 oral voie BL
d ety
Soit H définie par : H(x :/ t

1) Question de cours : pas de probleme. On peut citer I’absolue convergence, les cri-
teres de convergence pour les intégrales des fonctions positives.

2
et

2(1+1)

2) Posons f(t) =

~1
f est continue sur R—{—1}. Au voisinage de —1, f(t) ~ 1e_+t et on sait que 1’inté-

a 1

grale / T dt diverge. Donc, nécessairement, x €| — 1,~+oo car il est impossible
~1

que Uintervalle d’intégration contienne —1. Si x €] — 1,+oo[, f est continue sur

t le "
|x,+oo[ et, au voisinage de +oo, & ~ —e—.
1 2t
2

—u

lim ~= =0,

Grdce a la domination de la fonction exponentielle, on sait que lim

2

e 1
Donc lim - = 0 et, ainsi f(t) =o (t_z) au voisinage de +oo.

t—too
oo 1
Donc / f(t) dt converge. D’autre part, pour x > —1, l’intégrale / f(t) dt est
1

X

~+oo
une intégrale “propre”, donc / f(¢) dt converge.
X

On peut conclure Dy =] — 17—|-oo[

3) On peut écrire : Vx €]0,+o00] =K—F(x)
+o0
enposantk:/ f(t) dt et F(x) / f(z) du.
0

f est C sur |0,+oo|, donc F aussi, comme primitive de f.

Vx €]0,4+o| H'(x)=—F'(x)=—f(x) <O0.Ainsi|H est strictement décroissante sur |0, +oo]

—+oo
La limite de H en 0 est K = / f(t) dt = H(0) (d’ailleurs, sans probleme, H est
0

continue sur | — 1,+o|).

On a vu que ’intégrale f(t) dt converge et on a décidé d’appeler K sa valeur.
0

Donc lim H(x)=0

X—>4-00

4) On sent tout de suite que cette question est beaucoup plus difficile.
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A
Posons 1(A) = / H(t) dt poura € R".

On pose u(t) = H(t) et on choisit v pour que V' (t) = 1.
On prend donc v(t) =t etonau'(t) = H'(¢).
u et v sont C' sur [0,A], on peut donc intégrer par parties.

A
1(4) = [zh()]A—/ tH’()d
- 2r+1 Car
= an)- [ % ’ di

Al 2 A

On montre facilement en utilisant la loi normale A(0,1) et le changement de va-

riable t = , que : lim / == >< ﬁ
A—>+oo 2
Par ailleurs, on a directement : Y dr = f(t) dt =
A—>+oo 2 0
H(0).

Reste a déterminer la limite de AH(A) quand A tend vers +oo.

too 2 teo t 2 teo 5
0<AH(A A/ e ! dté/ e’ dtg/ e U dt
1+t A 2(141) A

~+oo

car 2(1 ) croitde 0 a 5 sur R™ donc reste inférieur a 1. On sait que Al_lﬂloo A e dt=
T oo T
0. Donc lim I(A) = H(0)— YT pinsi / H(x) dx=H(0) — Ve
A—r+o0 4 0 4

5) Soit (x,) la suite définie par : xo = 1 et x,+1 = H(x).

a: Comme H(x) € R"™ pour tout x € R™ et comme xo € R*™, la démonstration
par récurrence est immédiate.
b: Posons G(x) = H(x) — x pour x € R™.
2

e*X

2(1+x)

Donc G est strictement décroissante sur R™* et continue. G réalise donc une

bijection de I = R dans J = G(R"™). Or lir(r)l+ G(x)=K>0et lirJrrl G(x)=
X— X—>+-00

—oo, Donc J =| — oo, K.
0 € J admet donc un antécédent unique o € I = R™™.
Or G(x) = 0 <= H(x) = x. On obtient donc la justification attendue.

<0

Gx)=H'(x)—1=—

e e 1 1

——— donc |H'(x)| = < < 5
205y o W =307 S 25w S2
On applique I'inégalité des accroissements finis sur I = R™* entre x,, et & :

|H (xn) — H ()

c: H(x)=—

1
< E|xn—a| donc |xp41 — al < §|xn—a|.
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d: La suite est ultra-classique. On montre trés facilement par récurrence que

1 n
Vne N 0<|xn—a|<(§) |xo — o]

: 1" .
Or lim ( 5) |xo — | = 0 donc, par le théoréme d’encadrement, llI_E |, —
n——+oo

n—4-o0
o|=0
Donc La suite (x,) converge vers o,
Corrigé exercice 52 HEC 2011 oral voie E

On se donne deux nombres réels o, et B tels que 0 < o0 < 3.
Soit (up)nen la suite réelle définie par :

14+ o.uy,

>0 t VneN, =u; —————
Uo et Vn ol = =g

1) Question de cours : pas de probleme. Il s’agit d’énoncer correctement les théoremes
de convergence monotone :
e dans le cas croissant :  CV <= majorée. Si DV, la suite tend vers +oo.
e dans le cas décroissant :  CV <= minorée. Si DV, la suite tend vers —oo.

2) Dans cette question seulement, on suppose o« = 1 et f = 2.

a: f(x)=x &5

14+2.x
1
9y =R— _5} f est de classe C™ sur 9y comme produit et quotient de
fonctions usuelles C*. Vx € Dy :
£(x) 1+x xx(1—|—2x)—2(1—|—x): I+x  x
1+2x (14 2x)? 1+2x  (1+2x)2
O (I+x)(142x) —x  142x+2x7
(1+2x)2 (14 2x)2

14+ 2x+x* = (1+x)?+x* > 0. Donc f est strictement croissante sur 9y et
en particulier sur R".
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| =

Au voisinage de +oo, f(x) ~ = x

f(x)—lx:x( 1+x 1) :x(2(1—|—x)—(1—|—2x)) _ y X

2 1+2x 2 2(1+2x) 14 2x)
, 1
Donc )Cl_1>r4r_1oo flx)— FX=

1
4

11 x 1 2x—(1+4+2x) 1
+

f(x)—<§x+z>=m_zz 4(1+2x) :_4(1+2x)<0
————

—0
1 1
Donc, la droite (D) d’équation y = Ex + 1 est asymptote a la courbe C de f

au voisinage de + et D est au dessus de C.

4 1
2 1
D
Cr ‘ ‘ |
2 4 6 8
b: On voit que 0 est un point fixe de f. Regardons si c’est le seul.
£lx) B I+x 1) = x?
VT O ) T T

Donc f(x) =x <= x=0. 0 est le seul point fixe.

Ona:Vx€ R™  f(x)eR™et f(x) <x

DoncVne N u, € R™ (par une récurrence immédiate) et (f(u,) < uy,
donc u,11 < uy

La suite (uy,) est décroissante et minorée par 0, donc (uy,) converge vers une

limite /.
Comme f est continue sur R, on sait que { est un point fixe de f.
On peut donc conclure (uy) converge vers 0

3) On utilise le méme principe dans le cas général.

I+ ax (o —B)x?
—x= —1)|=—"++—<N.
flx)—x x(1+ﬁx ) 1+ Bx
Pour les mémes raisons 0 est le seul point fixe, et (u,) converge vers 0.

4) On calcule vy — vy

Vo+l —Vn = -
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On a donc lirﬂ Vel —vn = B — . C’est le résultat attendu.
n——+oo
5) Posons wy, = v,11 — vy. On utilise la propriété & de l’énoncé.
Vi=—-(wo+wi+...+wu_1) = —(vy, — vo) converge vers p — .
n n

Y
Il en résulte que lim — =3 —a.

n—-4o n
Donc, quand n tend vers +oo vp ~n(f — o).
u
Revenons a u,. On a donc lim = B — ot ou encore lim ——— =1.
n—-—+e n Uy, n——+oo n(ﬁ — OC)
1

On peut conclure Quand n tend vers +oo Up ~ ————

n(B - a)

Corrigé exercice 53 HEC 2011 oral voie BL

On considere la suite (u,) définie par la donnée de son premier terme uy # 1 et par la
relation de récurrence :

u% +1

u, — 1

Vne N Upt+1 =

1) Question de cours : voila une question intéressante, presque philosophique. Est-ce
un hasard qu’elle soit posée a des candidats de la voie BL ?

2) 95 = R—{1}. f est évidemment de classe C* sur 9.
2x(x—1)—(x2+1) x*—2x—1
v / prm— prm—
XE.@f f(x) (x—1)2 (x_1>2
x2 —2x+ 1 est un trindme admettant deux racines ¥ =1 —+/2 et ¥’ = 1+/2.
On connait le signe du trinéme donc celui de f'(x). On peut dresser le tableau de
variations :

X —oo 1-v2 1 1++v2
1 (x) + 0 - - 0 +
M oo
¥ B / \ B \ /

avec M = f(1 —/2) etm = f(1—+/2).

£(x) ¥ +1 PHl—x*+x x+1

X)—x= —x= = .
x—1 x—1 x—1

On remarque donc que —1 est le seul point fixe de f.

1
On remarque aussi que f(x) — (x+1) = Xt T = qui tend vers 0 quand x
xX— X

tend vers ~-oo.
Donc (D) y=x+ 1 est asymptote a la courbe Cy au voisinage de +oo.
La courbe est au dessus de D en +oo et en dessous en —oo. On peut maintenant
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fournir I’allure de la courbe Cy.

uy est défi-
nie, et si u, est défini, u,\ est défini, si u, # 1.

¥ +1
Orfx) =1« 1 =l<=x>—x+2=0etx#1.

X —
Or x*> —x+2 = 0 n’admet pas de racine dans R.

Ainsi Vx € Yy flx)# 1.

Il en résulte, par une récurrence évidente que n € N u, # 1.
Cela justifie la définition de la suite (up,).

3) On suppose dans cette question que ug > 1.
Regardons la valeur de m, ordonnée du point A ou f atteint son minimum sur
J1,+eel.

(1+v2)?
1+v2-1
4422
V2
4244
2
= 2(1+V2)

m:f(l—I—\/E) =

Donc Vxell,+oo]  f(x)=2(1+v2)>1
On a donc, par une récurrence immédiate VneN u, >2(1+ \/2)

1
Onavuquere]l,—l—oo[f(x)—x:)il>0 donc f(x) > x
x_

Donc f(u,) > un ou encore u, 1 > uy. La suite (u,) est bien croissante.
Si la suite (u,) était majorée, elle serait convergente vers un point fixe (car f est
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continue). Or —1 est le seul point fixe et u,, > 0.

Donc la suite (uy,) n’est pas majorée. En conséquence lirE Uy = oo
n——+oo

4) On regarde la valeur de M = f(1 —+/2).

(1-+v2)?
1-vV2-1
4-2V2
i
—44/2+44

2
= 2(1-v2)<0

m=f(1-v2) =

On peut remarquer que 2(1 —+/2) ~ —0,8. On a Vx €] — oo, 1] flx) < -1
Donc Vn € N* u, <0 seul uy peut étre positif.

241 24X 1
f(x)-l—lzx i y1=1 +1 :x<x+1)dusignedex(x+1)surR.
xX— xX— x—
On connait donc les signes de f(x)+ 1 et de f(x) —x sur | —e0,0] :
X —o0 —1 0
flx)+1 — 0 + 0
flx)—x + 0 -

On peut maintenant discuter.

e Si ug = —1, la suite (uy,) est constante : VvneN u,=—1.

o Siug =0, le suite est stationnaire a partir du rang 1 : Vvne N*  u,=-—1
® Siug €] —oo,—1[.

On a donc facilement, par récurrence VvneN u,<-—1

Or si x < —1, f(x) > x donc uy11 > uy. La suite (uy) est croissante, majorée par
—1 donc convergente vers un point fixe donc vers —1.

o Siug€|—1,0]

On a facilement par récurrence Vne N u,€]—1,0].

Orsix €] —1,0], f(x) < x donc u,11 < uy. La suite (u,) est décroissante, minorée
par —1 donc convergente vers —1.

e Siugp €]0, 1], alors uy < —1 et (uy,) est croissante a partir du rang 1 majorée par
—1 a partir du rang 1 donc convergente vers —1.

Corrigé exercice 54 HEC 2011 oral voie BL

1) Question de cours : pas de problemes. Le cours est clair pour cette question, et il
doit étre parfaitement maitrisé.
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Pour tout entier n > 2, on considére la fonction f, définie sur [0, 1], a valeurs réelles,
par:

fulx) = (1=x")1/"
1
On pose, pourn > 2, u, = 1 —/ fn(x) dx
0

2) a: f,estC”surl0,1] et, pour tout x € [0,1] :

i) = L1 !

X1
T () <0

Donc fy est strictement décroissante de [0,1] dans f,([0,1]) = [0, 1].
Déterminons la dérivée seconde :

700 =~ D)0 e (1 1) ()1

n

= (=2 [ (1= (1 - ) 2] <0

Donc fy est bien concave sur [0, 1].

b: Prenons un peu de recul pour cette question. On sait que [, est strictement
croissante et continue sur |0, 1], donc réalise une bijection de [0, 1] dans [0, 1].
Dire que la courbe représentative de f, dans le plan rapporté a un repere
orthonormé, est symétrique par rapport a la premiére bissectrice revient a
dire que Cy, = Cfn_1 ou encore que f, = fn_l, ou ,mieux, que f,o f, =id.
Vx € [0,1] Fu(fu(x)) = (1 —ym)l/n avec y = (1 —x")'/" donc y' =
(1—x").

Done (fpofu)(x) = (1—(1—x")V/r=x c.q.fd.

c: x est un point fixe de f, si et seulement si f,(x) =x. Or :

1/n
fn(x>:x<:’(1_xn)l/nZX<:>1—Xn:Xn<:>xn:%<:,>_x:(%) X

C’est bien le résultat attendu.

Xn

3) On pose, pourtoutn>2 : v, = (1 —x,)? et wy, = / (1 — fu(x)) dx.
0

Appuyons nous sur la représentation graphique de f,,.
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A E
1 o B
. oF
0.6 | D
0.4 f
0.2
C
‘ ‘ * 1 o : ;
0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14

Sans ce graphique, D est le point de coordonnées (xp,xy).
wy, est donc Uaire de la zone (A,E,D).
Par symétrie, wy, est aussi ’aire de la zone (D,E,F).
vy est l'aire du carré (D,E,B,F).
Donc 2w, + vy, est laire de la zone (A,B,C) au dessus de la courbe de f,,
1
c’est a dire 1 — / fn(x) dx = uy,.
0
On a donc 2w, + v, = uy, c.q.f.d.
n
4 ax,— (%) _ oM /mn(1/2) _ g-@)n g () (l)

n n

Done 1 —x, = 1“512) +o (%) et (1—x,)? = (@):o
In(2)

n

:)

) , terme général d’une série convergente. Donc, par le cri-

Ainsi v, ~ <

tere de I’équivalent pour les séries a termes positifs ‘ la série de terme général v, est com

n—1
b: Calculons 1+ Z yr/n
k=1

-1 _
1+nZyk/” = Z
k=1
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I—y

n—1 )
k=1

On a donc bien 1 —yl/" =

: Attention, question technique et difficile. Il y a peut-étre une solution plus

simple que celle proposée ici.

wnZ/Oxn(l—fnx

Posons (f,(x))" = y. On aura donc y¥/" = (f,(x))".
On aura également y'/" = f,(x) donc f, ( U”) = (fuofn)(x)=x

nyl/n

Autrement dit, x = [1 — (yl/”> ] =(1 —y)l/" ou encore 1—y=x".

1/n
fn est décroissante sur [0,x,], donc fn(x) = fu(x,) =x, = (%) .
k
kin — (yl/n -
ey ()= |(5) ]

1/n
1— (=
n—1 — 1/n (1) _l
1+1§1yk/n Z[( )/] _ 1[(2;>1/j _1l<%31/n_2 T%)l/n

On a donc, d’apres la question précédente :

1— 1 1/n
l/n M _ _ [ =
<7 I —2><<1 (2> >><x"
5 1/n
2

Revenonsawn—/ (1 —fu(x)) d :/Ox (1_ />dx

1 1/n
On a donc / (—) x x"* dx
0 2

1l reste a montrer que | 1 — <§) X (5) < PR

On montre facilement que : Vx>0 e*>1—x

1\ 1
or (—) = 1/nin2) > 1 - Z1n(2)
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1/n
Par ailleurs (—) <12

Donc Wn < m

d: D’apres la question précédente, comme la série Y, converge, la série

1
(n+1)>
des w,, converge (critere de majoration des séries a termes positifs).

On a vu que la série de terme général v, était convergente.
Comme u,, = 2w, + v,, par combinaison linéaire de séries convergentes

‘ la série de terme général u,, converge ‘

Corrigé exercice 55 HEC 2012 oral voie E
1) Question de cours : pas de probleme pour la définition.
La série de terme général (In(x))" est une série géométrique de raison g = (In(x))".
1
Elle converge si et seulement si |q| < 1, c’est a dire |In(x)| < 1, soit x 6} ,el. Sa
‘est a dire S !
, c’estadire S = ———
l—gq 1 —In(x)
2) a: Pourn>1, f, est C° sur R™.

fil) =2 @) =1 ) =" x

e

somme est alors S =

n—1

(In(x))"? = =5 (In(x))" .

: /" 1 : % n (ln(x))niz
Donc, sin=1, f{'(x) = —— et,sin>2, f;/(x) = ——>—[~In(x) +n—1].
x x
1 1
b: filx)==-—1= T D’oul le tableau de variations :
X —X
X 0 1 +oo
1(x) + 0 -
-1
il / \
D’ou le résultat.
c: fo(l)=—1et lin(l)fz (x) = +oo. f> est continue sur |0,1[. Par application du
X—

théoréme des valeurs intermédiaires sur |0, 1|, f» admet un zéro dans |0, 1.

3) On suppose maintenant que n > 3 et on s’intéresse aux solutions de I’équation
(En)  fn(x) =0 sur lintervalle |1,+oo|.

a: Commengons par le tableau de variations de f), :
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X 1 enfl +o0
n (%) + 0 -
M,
-1 -1 avec

Mn:n( ) —1
e

1l faut regarder le signe de M,

n—1
Pourn>4,n—1>e,d0ncn(n ) > 1 donc M,, > 0.

e
Attention aucasn =3 :

2 2 1
M3:3(—) —1.M2>O<:>—>\/;<:>e<2\/§.
e e

1 3
Orln(2V/3) =1In(2)+ 5111(3) > E1n(2) > 1. Donc, on a bien M3 > 0

Par application du théoréme de la bijection, f), s’annule donc en un réel o, €
10, 1[ et un autre réel B, €|1,+-eo|. Donc :

X 1 Oy Bn ~-oc0
7 (x) — 0 + 0 —
-1 f(ﬁn)
oy, —o0

Pour conclure, il faut montrer que f(f3,) > 0.

Or f(e") =n"—e€" > 0 et comme f(P,) est le maximum absolu de fy, f,(Bn) >
0

On conclut par une double application du théoréme de la bijection sur |0, B,]
et |Bn, o],

: En observant le tableau de variations, et sachant que f,(€") > 0, on a néces-

sairement v, > €. Donc| lim v, = +oo
n—y+oo

: C’est plus compliqué. u, €]04,, Byl.

(In(un))" = up, (ln(un+1))n+1 = ttpy 1 donc fu(py1) = (In(tp11))" =ty =
ln(un+1 [1 —1n(un+1)]

Or fur1(e) =1—e < 0donc u,1 > e et donc f,(upy1) < 0. Cela prouve que
Up1 < Up.

La suite (uy,) est décroissante, minorée par e, donc elle converge.

Remarque : il faut aussi justifier que e €], By|.

Pour cela on regarde f)(e) = — —1 > 0, ce qui justifie la remarque.
e
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Recherchons la limite ¢ de u,,.

On peut déja remarquer que £ > e.

Supposons £ > e, on aurait (In(u,)) > g =1n(e) > 1 et (In(uy))" > ¢"
On aurait ngrfm (In(uy))" = +oo, ce qui contredit (In(u,))" = uy,

Donc lim u,=¢e
n——+oo
Corrigé exercice 56 HEC 2012 oral voie E

1) Question de cours : Il faut commencer par dire et écrire la définition générale (en
rapport avec les cordes), puis donner une caractéristique quand la fonction est de
classe C' en rapport avec les tangentes, et enfin donner la caractéristique quand f
est de classe C2.

2) a: g:tr>exp(t?) est continue sur [0,x] (si x € RT) ou sur [x,0] (si x € R™~) donc
X
Iintégrale / g(t) dt existe. Autrement dit s = R.
0

b: f est la primitive de g qui s’annule en 0. g est elle méme de classe C* sur R
donc f est C* sur R.

—X
VxER, f(—x)= / exp(t?) dt. On utilise le changement de variable u = —t.
0

f(—=x)= /uoxexp((—u)z)(— du) = — /Oxexp(uz) du=—f(x) donc f est impaire.

u
f'(x) = g(x) = exp(x?) et f"(x) = 2xexp(x?) donc
f est concave sur R~ et convexe sur R™ (point d’inflexion en 0).

X
c: f est strictement croissante sur R. exp(lz) > 12, donc sur RT, flx) > / 2 dt =
0
3

X
3
X
Donc lim f(x) =-+oet lim fx) = +o0 (branche parabolique de direction
X—rfoo x—+too X
I’axe des abscisses). On trace sur R et on compléte par symétrie par rapport

a0.
3) a: f est continue strictement croissante de I = R dans J = R, donc réalise une
bijection de I = Rdans J = R.

1 1
— €J = Radmet donc un antécédent unique u,. On peut remarquer : u, = f! <—>
n n

1
b: ! varie dans le méme sens que f donc est croissante. n — — est décrois-

n
sante, donc par composition , u, est décroissante. Sans probleme : lim u, =
n—y+oo

n—4-o0 n

lim f! (l) = lin(l)ffl(x) =f10)=0 (car f~" est continue).

¢: D’apres ce qui précede : lim u,=0
n—r—+oo

4) a: La convexité de exp permet de justifier immédiatement que 1+ u < exp(u) car
1 + u est la tangente en Q.
Pour ’inégalité de gauche, une rapide étude de fonction marche bien.
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b: D’apres la question 3) c, EI:IFI u, = 0 donc Ve > 0,3ng tel que VYn > ny,
n oo
lun| < €.
En particulier, en prenant € = \/In(2), ng tel que Yn > ny, u, € [0,/In(2)].

D’apres la question précédente, sit € —+/In(2),~/In(2)], ona 1+t <exp(t?) <
1+ 2¢% donc

Uy i, Uy

/(1+tz)dt</ exp(tz)dtg/ (1+2%) dt

0 0 0
—_—

S | =

c.q.fd.
c: Cela se corse...

Up
1 <exp(t?) donc / ldt < /
0 0

1 1 )
Donc u,3l < — et 0< nufl < = donc, par encadrement : lim nuf’l =0.
n n n—s-oo

Up

1
exp(r?) dt donc u, < —.
n

Voila donc le premier résultat demandé.

3
u 1
Pour continuer, on integre das ’inégalité du 4) b : U, + ?" < P <u,+
2u}
3
- u 2u}
On multiplie parn:  nu, —l—n? <1< nu,+n 3
2 1
On combine toute cela : 1-— gnuf’l <nu, <1-— gnu,%
, . 1
Il en résulte que lim nu, = 1 et donc Uy ~ —

n—y4-oo n
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Corrigé exercice 57 HEC 2017 oral voie E
2
Soit f la fonction définie sur R™ par : Vx>0 flx)= xx 1
e JR—
1) a: Question de cours : pas de probleme. Si possible, restituer la définition sui-
vante :

Ve>0 dJa>0 lx—xo| <a=|f(x)— f(x)| < €

b: f est immédiatement continue (et méme C*) sur R comme quotient de fonc-

tions C™ et un numérateur non nul. .

Pourx#0, f(x) =xx

ex—l'OFil_rf(l) . = ldonc f(x) ~xet igl(l)f(x):O

X
f(0) = 0 est la seule solution pour prolonger f par continuité en 0.

2) Posons J, :/ t“e " dt. On peut écrire J, = —/ t“xne ™ dt.
0

3)

4)

0 n

1 1
C’est — x E(X?) pour une variable X suivant une loi & (n). On sait que V(X) = -
n n

1 /1\* 2

Donc E(X?) =V(X)+E(X)* = 5+ (;> =
On obtient bien le résultat annoncé.

a: Du fait de la convexité det — e', ona e' >t + 1 pour toutt € R.

Pourt >0, onadonceée' —1 >t et donc

= < T D’out le résultat en multi-
e

pliant par 1*.

b: Posons g,(t) = f(t)e ™. D’apreés ce qui précéde, g,(t) < te™™. On sait que
/+°° te” " dt converge (et vaut n—12, en utilisant E(X), avec le méme principe
q(b)te dans la question précédente). Or g, est positive et continue sur R".

~+oo
Par le critere de majoration des intégrales de fonctions positives : / gn(t) dt

.y 1
converge et est majorée par —  c.q.f.d.
n

—+oo
c: C’estimmédiat en utilisant la majoration précédente : 0 < f(t)e™dr <
0

1
;.
11 suffit d’appliquer le théoréeme d’encadrement.
n n —\n
—kt —1\k o 1=(e)
a: = = X ———— donc :
kz: e l; (e ) e [ done

1
n 3 l_efnt t2 l2 . .
2 Y e M=¢ <et(1_€_t)) = "= f)—f()e™  c.qfd.
k=1
b: On integre entre 0 et A >0 :

A _ - A 2 —kt A —nt
/Of(t)dt—k;/o toe dt+/0 fr)e™ dr.
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n

En faisant tendre A vers +oo, on obtient : / ft)dr= Z i _|_/ f(t)e ™ dt.
0 k=1 0

On fait tendre n vers +oo et on obtient le résultat attendu.

2 2
5) : En encadrant o sur [k,k + 1], et en intégrant, on obtient : K1) <
k+1 2 2
fonasi
N 2 N+1 9
On sommedek=nak=N : g/ — dt
; (k+1)3 =),
En faisant tendre N vers +oo, et en changeant d’indice : Z & < / 3 dt
k=n+1 n
A2 174 11
On calcule ’intégrale : /n — dt = [ tz} =-mta
=2 1
En faisant tendre A vers +oo, on obtient bien : Z — < —.
k3 = n?
k=n+1
Foo "2 =2 1
‘ fyd=3 5=} 5<5
‘ 0 i1k kme K7
"2 1
Donc, en posant u, = Z et uy est une valeur approchée de I'intégrale a —
=11 n
pres.
1 1
On choisit n tel que — < €, ce qui revient d n> > — ou encore n > —.
n? € \/_
function I=approx(epsilon)
1=0
n=floor(1/sqrt(epsilon))+1
for i=1:n
I=I1+ 2/ i"3
end
disp(I,’intégrale = )
endfunction
Pour € = 107°, on obtient I ~2.4041128
3.3 Probabilités
Corrigé exercice 58 Entrainement

2x
Soit f la fonction définie par f(x) :/ e dr.
X

1) Nommons h la fonction t+e
sur Ret f(x) = H(2x) — H(x).

2 e oo
", hest C* sur R admet donc une primitive H C
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2)

3)

4)

f est donc C” sur R.
—2x
VxeR  f(—x)= / h(t) dt.

—X
Utilisons le changement de variable u = —t.
2x

u=2x
flea) = [T () == [ du=—f
Donc

La fonction h est strictement positive sur R.
o Six >0, les bornes x et 2x sont dans le bon sens, donc, par positivité de l’intégrale,

f(x)=0.
e Si x <0, les bornes x et 2x sont dans le sens contraire, donc f(x) < 0.

: ..o _
Sit>1,1% >t donc —t* < —t et ainsi, e < e .
Six > 0, on integre avec des bornes dans le bon sens :

2x 2 2x
/ e dt < /2xe’ dt = — [e*’] .Donc 0 < f(x) < —e e
X X X

Or lim —e *+4¢ " =0donc, par le théoréme d’encadrement : | lim f(x) =0
X—r+oo X—r+oo

On a vu que f(x) = H(2x) — H(x).
Vxe R  fl(x)=2H'(2x)—H'(x) = 2e=H _ g7,

Fx)>0 = 2% >

—3)62 1
<~ =
¢ 2
— -3x’>—In(2)
1
3
In(2)
< x€|—o,+0a enposant o= 3
X 0 (04 o0

() 1 + 0 —
M
. / \ 0

On sait déja, comme f est impaire et de classe C*, que f présente un point d’in-
flexion en 0.

VEER () = —Sre 4 2xe = e e - e t),

—x? —4x2

2 2

e —de ™ S0 = e >4de
2

= & >4

2
— P> 3 In(2)
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. . . 2
Donc | f possede trois points d’inflexion en xo = 0, x; = 3 In(2) et x = —x;
5) Si X est une V.A.R. suivant une loi normale centrée d’écart type G, sa densité est
1 2 /52
y(x) = ——e1/2",

oV2m
Posons g(a) = P(a < X < 2a).

2a 1 2a

ga) = / v(x) dx = / e 1207 gy

a OoV27 Ja

t

V2 G—\/E. V2
1 x=20av/ 2 1 2cav/?2
gla)= X / e x 6/2dx = —/ e dx

oV2T1 x:Gaﬁ \/E Gaﬁ

g(a) = %f(ﬁca)-

On change de variable en posant x =

g(a) maximal <=  f(V20a) maximal

— V206a=aqa
a
c

< a=

=

1 /In(2
P(a < X < 2a) est maximal pour a = — né )

Corrigé exercice 59 Entrainement

Pour tout réel m, on note f,, la fonction définie sur R par :

fm (x) _ e—|x—m|

1) a: On peut accélérer I’étude en posant t = x — m. On obtient f(x) = e,
La fonction t — eIl est paire donc [ admet x = m comme axe de symétrie.
f est continue sur R, de casses C* sur R—{m}, n’est pas dérivable en xo = m
(point anguleux avec une demi-tangente de pente —1 a gauche et une demi-
tangente de pente 1 a droite.

. . 3
b: Tout a été dit précédemment. On peut directement représenter f,, (avec m = 3

ici) :

2) a: On peut calculer directement I’intégrale, mais, la aussi on peut accélérer le
calcul par changement de variable.

Onposeu:t—m:/ Sm (1) dt:/ eI du:2/ e "du=2.
—oo 0

—o0

On utilise ici la parité de u — e™" et la loi exponentielle de parametre 1.

—+oo
b: A condition d’avoir / k.fin(t) dt =1, k.f, est une densité de probabilité.

1
D k=~
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—+oo
c: Toutes les intégrales intervenant pour les calculs sont du type / t"e"t dt
0

apres changement de variable. Ces intégrales sont convergentes. Donc X,

admet des moments de tout ordre et, en particulier, une espérance et une va-

riance.

E(X,n) = m pour des raisons de symétrie.

Posons Y = |X —m|. Soit G la fonction de répartition de Y .

Y(Q)=R".

G(x)=0six<0.

Six>20,Gx)=PY <x)=P(—x<X-—-m<x)=Pm—x<X<m+x)=
m-rx

/ + % e—\l—m\ dt

m—x

Uu=x 1 X
On pose u =t —m. G(x):/ Ee*M a’u:/ e "du=1—e".
u=—x 0

On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle &(1).

DoncE[(X—m)*] =E(Y?)=V(Y)+EY)*=1+1=2

OrV(X) = E((X —m)?) par définition (premiére). Donc EX)=metV(X)=2|

Pour les moments d’ordre n, cela se complique un peu. Notons X pour X, pour
simplifier les écritures.

+eo 1 1 [+
E(X") — / el = 2 / (utm)e du

—o0 —o0

en utilisant le changement de variable u =t —m

= /+°o an (n) m" ke Ul gy
=

n 1 o%)
= Z mk x — uke ™ du
k=0 2)
VfJ ( n ) 2k 2k)
= m™E(Y
= \2k
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3)

0 1
On vérifie pourn=1:E(X)=)_ (;k) m? (2k)! = <0)m0 x0!=1

k=0
2 2
On vérifie pourn =2 : E(X (0) 00‘+(2) 22)=1+2=3.
DoncV(X)=E(X*)—E(X)>*=3-1=2.

Cela semble fonctionner.

: X(Q)=R.

X—m

* ] 1
Fx(x) =P(X <x) :/ §e|t*m| dt :/ Ee*h" du (en utilisant u =t —m)

—0o0

X—m
o si x <m, x—m< 0 donc Fx(x) = 5 / e" du (car u négatif et, donc,

u| = —u)
Fu(x) = Eex_m.
e six>m, x—m >0 donc Fx(x 2/ e "du=~- (l—em_x+1):

1
1 — =", La courbe représentative de F,,, pour m = 5 a cette allure :

a: La probabilité demandée est P(X < 20) avec m = 20, soit F»((20).

Donc P(X <20)=P(X >20)==

b: On cherche P(18 < X < 20).

1
D’apreés ce qui précéde P(18 < X < 22) =F(22)—F(18) =1— Ee’z -
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1
Ee’z =1—¢?

P(I8<X<22)=1—¢"?
c: On cherche p. = Px~0)(X > 21).
P(X>21NX >20) PX>21) 1-P(X<21) |
c = = = =e .
P P(X > 20) P(X > 20)

| =

Pixsa0)(X >21) = ¢!
d: a vérifie PRO0—a <X <204+ a) > 0,9. Donc 1 —e™* > 0,9 ou encore
e *<0,1.
En composant par In, cela donne —or < —1In(10) ou encore o0 > In(10).
On choisit o > 1In(10) ~ 2,3

Corrigé exercice 60 Entrainement
1) X et Y suivent toutes les deux une méme loi #B(n,p) avec n = 1000 et p = 0,001.
EX)=EY)=1LV(X)=V(Y)=0,999 et

Yk €]0,1000] P(X =k)=P(Y =k) = (10k00

2) Onan>30, p<0,1etnp <15 donc on peut approximer X par une loi de Poisson
P(1). Si GUEPE perd k navires, elle doit posséder k x 10> euros.
On cherche h tel que P(X <k) >0, 999

) (0,001)%(0,999) 1000k

OrP(X <k)= ZP —l—eflz—
En I’absence de table on peut se lancer dans un algorithme en Scilab.

lambda=1

k=0

p=exp(-lambda)

F=p

while F <0.999
k=k+1
p=p*lambda/k
F=F+p

end

disp (k)

Avec A = 1, on obtient k = 5.
Chaque compagnie devra donc posséder une réserve de 50 millions d’euros

3) Siles deux compagnies fusionnent, la nouvelle compagnie FRELON possede 2000
navires. Si on nomme Z le nombre de navires coulés, Z — 8(2000;0,001) que I’on
peut approximer par une loi de Poisson & (2).

On reprend I’algorithme avec A = 2. On trouve k = 8.
La nouvelle compagnie devra donc posséder une réserve de 80 millions d’euros.
C’est moins que 2 fois 50 millions. De ce point de vue, la fusion est bénéfique.
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Corrigé exercice 61

1) On a P(R])
laquelle est effectuée le premier tirage.

Notons Uy I’événement “on tire dans l'urne k.

d’événements.
Par la formule des probabilités totales :

Entrainement

= P(Ay) par définition. Pour le calcul, tout dépend de I'urne dans

(Up)ke [o.N] €St un systeme complet

N
P(A)) =P(R)) = ZPUk Ry) P
) gg !
- AN+l
B % NRUUERY
B N+1 N+D 2
1
2
On recommence pour P(A) :
N
P(Ay) = Y Py (A2) P(U))
k=0
Nkt
S {Op
=\N) TN+
B 1 ikz_ WA DEN+T)
 NAN+1) & NX2(N+1) 6
2N+
6N
2) On note py, la probabilité Py, (R,+1)
2N +1
P(RzﬂAl) 6N 2N+ 1
: =Py (Ry) = = = .
a: py =Py (Ro) PlAD) 1 N
2
2N+ 1
P1= 6N

b: En utilisant la méme stratégie de calcul que dans la question I :
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3)

4)

PlAn) = i (zﬁv)anil :N—IH ZN(]%Y’

k=0 k=0
P(Rn—i—l NA,
= P4 (R =
_ P(An+1)
P(An)

N+1k§)(ﬁ>
1 Y /k\"
+1k:0<ﬁ>

i<£>n+l

k=0 N

X (5)

k=0 N

C’est n qui tend vers +oo dans cette question, N étant fixé.

Ona lim (%):{0 sike [0.N 1]

n—rtoo 1 sik=N

Donc Iim p,=1
n—y+oo

Cette fois, on fixe n et on fait tendre N vers +oo.

1Y /k\"
Regardons I’ jon Ay = — — .
egardons L expression AN N%(N)

1 & k"
19) t déja Ay = — .
n peut deja remarquer que Ay Né(N)

b—a & b—
On reconnait une formule dite des rectangles : Ry = Na Z f (a +k Na)
k=1

avecicia=0,b=1et f(x) =x".
f est continue sur [a,b]. Le cours permet d’affirmer que

b 1 1
lim R} :/ d :/ "dx = —.

Nefos N a Jlx) dx 0 o N+1

De méme, tBy = — — , btient lim By = .
e meme, en posan N N;(N) on oolien N;l};l:oo N n+2

1 N k n+1

1
N Z (N> n+2
et converge dOl’lC vers .

1LY k) !
Nsz] (ﬁ) n+1
Donc lim p, =

N—+oo n+2

Or p,, peut s’écrire p, =

169



170

On peut vérifier la cohérence de ce résultat avec I’expression de p, trouvée dans la
question 1).

C Ol’l‘igé exercice 62 Entrainement (court)

X, est le nombre de succes d’une expérience répété n fois de facon indépendante, le suc-
ces étant “le bulletin tiré est pour A”.
Donc X,, — B(n, p).

n _
PO =0 = ()P0 pr ) =np e V() =np(1 - p),
En posant f(x) = x(1 — x), une étude rapide des variations de f sur [0, 1] permet d’affir-
mer : |
Vxe[0,1] 0<x(1—x)< T Donc V(X,) <
p(l—p) 1

En conséquence, E(Y,) =petV(Y,) = —= < e
n n

NS

X
On note Y, = == et u, = P(|Y, — p| > 0,01).
n
V) _ V()

En utilisant ’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a u,, < (0,012 104" donc u, <
10*
2n’
04
On aura donc u, < a dés que T <a (i)
n
: 4 104
Or(i)<=4na> 10" <—=n> T
a
E t 0,1, cela d > 10° 10 25000
n prenant a = 0, 1, nmen> ———=—— = )
prenant a ,1, cela donne 1701 7]
Corrigé exercice 63 HEC 1999 oral voie E
l+a 1—a

Soit a et b appartenant a 10, 1[. On pose M = 1 2 b1 _%_b

2 2
Soit f € Z(R?) dont la matrice relativement & la base canonique est M.

1) u est invariant par si et seulement si f(u) = u. Prenons u = (x,y) et posons X = (ﬁ)
fluy=u <= MX=X

= M-DX=0
a—1 1—a

| 0

IS
—

= (S 1%19

2
) (1 -1

x=y x€R

S

| 0
0) cara# letb+# 1

[\) ‘

<~
—
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Les vecteurs invariants de f sont u = (x,x), x € R, c’est a dire Vect(v) avec v= (1,1)

2) On sait déja que 1 est valeur propre. On devine, si on connait la propriété de la

trace, (ou on calcule) que A = at

est I’autre valeur propre.

fuy=~Au <= M—-ADX=0
1-b 1-a

| 0

Doncu=(a—1,1-Db)t t€R

Le sous espace propre associé a A =

est vect(w) avec w = (a— 1,1 —Db).

2 1
1 2 3 3
Aveca=—-etb=—-, M= . On a la réduction suivante :
3 3 15
6 6 ,
1 0 1 -3
D= | ,M=PDP ! avec P=
0 - 1
1 =
2 3

Avec un peu de courage et un petit temps de calcul, on obtient classiquement :

1 1 2 1

3P3) 3730

M"=pPD'P7! =
11 2 1

3 32Y) 3 3(2)

3) Notons R, I’événement “le castor est sur la rive apres n tentatives” et I,, “le castor
est sur l'ile apres n tentatives”.
Notons également r, = P(Ry), iy = P(I,) et L, = (ry, ip)-
(Rn, I,) est un systéme complet d’événements. La formule des proba totales donne :

2 1
P(R1) = Pr,(Ru41)P(Ru) + P, (Ru 1) P(In) = SP(Ru) + £ P(In)
1 5

P(IrH—l) = PR, (In+1)P(Rn) +P, (In+1)P(In) = §P(Rn) + EP(In)

2 1

3 3
On remarque donc que (l"n+1 in+1) = (rn in) X

1 5

6 6

Onadonc L, =L, xM.
Par une récurrence facile, on montre que L, = LoM".
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2
OrLy=(0,1) donc L, est la deuxiéme ligne de M" et, en particulier, | i, = 37

Il n’y a plus qu’a regarder ce que cela donne pour n =2 puis pour n = 30420 = 50.

Corrigé exercice 64 Entrainement

Remarque initiale : le résultat admis en préambule est un résultat classique, qui se dé-
montre sans trop de difficulté par récurrence, ou en faisant appel a la loi binomiale néga-
tive. On retrouvera des justifications de cette formule dans d’autres exercices. Se pencher
sur une démonstration est donc un bon entrainement.

D

2)

3)

Notons Ay I’événement “avoir au moins un enfant” et E, ’événement “avoir exac-
tement n enfants” .

+o0
Al = U E,, (réunion disjointe).
=1
" +oo +oo p 1
Donc P(A; = — ==
(A1 n; ; RS

Par passage a I’événement contraire, gy = 1 —

1 p _2-3p
21-p 7 21—y

Donc q=

Soit n un entier donné (n > 1) et k un entier tel que 0 < k < n.
On note G la variable aléatoire donnant le nombre de naissances de garcons. Sa-
chant E,, G compte un nombre de succes dans une suite de n expériences iden-

1
tiques, répétées de facon indépendante. Donc Gg, — % (n, 5) On cherche donc
PEn (G = k)
k n—k n
n 1 1 n 1
P e k = — — — _ A
se=0=(0)(3) 6) -()G)

0 sik>n

On conclut PEn(G - k) - <Z) (%> n sik<n

On cherche maintenant P(G = k).
Comme il faut envisager toutes les éventualités E,, on utilise la formule des proba-
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bilités totales.

P(G=k) = +Z (G=k)x P(E JioPEnG k) x P(Ey)
n=k
{10} %—Rfi(z)w
B s oy
2

k
1
On conclut Vk € N* P(G=k)= (pr) X2—p

1 n
4) Pour k=0, P, (G =0) vaut (5) sin >0 etvaut 1 sin=0. Donc

400
P(G=0) = 1xP(E)+ (

2—-3p I p
2(1-p) " 22-p
(2-3p)2—p)+(1-p)p
2(2-p)(1-p)
2p>—Tp+4
22-p)(1-p)
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Pour nous assurer de nos calculs, nous pouvons que Z P(G=n)=1.

Ouf!! on peut donc conclure

Corrigé exercice 65

~+oo
n=0
2p* —Tp+4 | "
p°—Tp N 2:( p )
22—-p)(1=p) 2—-p=\2-p
P
2p> —Tp+4 1 2—p
22-p)(1=p) 2-p1__P_
2—p
2p>—Tp+4 1 p ><2—p
22-p)(1=p) 2-p2—-p 2-2p
2p* —Tp+4 p
22-p)(1—=p) 22-p)(1-p)
2p* —6p+4
22—p)(1—p)
1
202 —Tp+4
P(G=0)= 2~ P
22—p)(1—p)

Entrainement

1) On pose X = N + 1. L’énoncé dit que X suit une loi géométriques de parametre p.

1 11—
Donc E(X) = — et V(X) = —~.
p p
1 1—p
DoncE(N)=EX—-1)=EX)—-1l=——-1=
4 p
l-p 1-p
Donc E(N) = etV(X)=—5—
(N) P (X) P

2) PIN=10)=P(X =11)=P(1 —p)'°

On cherche donc p pour que la fonction f définie par f(p) = p(1—p

mum quand p € [0, 1].

)10 soit maxi-

f'(p)=—10p(1—p)° +(1-p)"®=(1—-p)’(1—p—10p) = (1—p)°(1 —11p)

1
p — 1
11
f'(p) + 0 -
M
f / \

Donc

P(N = 10) est maximum quand p = —

1
11
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3) Désignons les événements :
A3 = “obtenir un fruit mur”. M="“le fruit est mangé avant maturation”. F="la
fleur donne un fruit”.

La traduction des hypothéses de I’énoncé est : Pr(M) =

On cherche P(A3).
On peut dire que Az = FNM.

Donc P(A3) =P(FNM = Pp(M)P(F) == x =

3 2
4 3

4) Notons A I’événement N = n et B I’événement “r fruits sont arrivés a maturation”.
On cherche Pg(A).

On utilise le procédé de Bayes : Pg(A) =

P(ANB) _ Py(B)P(A)
P(B)  P(B)

1 n
Or P(B) = (?) (5) (schéma binomial classique) et P(A) = p(1 — p)" donc

P(B)

—+oo
= ) Pw—nw(B)P(N=n)
n=r
L()6)
= 5 ) p(1=p)"
L0
&/n\ (1-p\"
-r2(0) (%)
on utilise la formule du binome négative (cf exercice précédent)
1-p\’
2
1— r+1
(-57)
2

_  =py
BRI

_2p (1-pY\
14+ p\l+p

=P

La proba cherchée est donc :

o O
e
O 2y
_ (”) 1 —p)”;(nl +p)™!

Corrigé exercice 66 Entrainement
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On réfléchit a la loi du couple (X,Y ), ce qui permettra de répondre aux questions 1, 2 et 3.

Y\X 0 | 1 | loi marginale de Y
0 a|b q
1 c|d p
loi marginalede X | q | p
a+b =
1) Ce tableau a un sens si et seulement si ctd =p .

atc =gq
b+d =p

2) Les conditions précédentes s’identifient bien a une partie de I’ensemble des solu-
tions du systeme linéaire suivant d’inconnues a,b,c,d :

(x)

QU O S
T RT R

3) Dans le cas de 'indépendance, on a a = q>, b= c = pq et d = p*.

Donc (p?,pq,qp, p*) est une solution particuliere de (x)

4) Si X etY sont constantes égales a 1, on obtient la solution (0,0,0,1). Le systéme
(%) admet donc plusieurs solutions. Ce n’est pas un systéeme de Cramer donc la
matrice A du systeme n’est pas inversible.

1 100

0011 : .
A= 1010 On fait Ly <> Ly puis Ly < L3+ L,

0101

1 100

01 01 P . . X
A~ 00 1 1 On peut éliminer la ligne Ly, puis passer d en parametre.

0011
On obtient sans probleme |ker(A) ={(d,—d,—d,d) /d € R}

5) On se souvient que I’on obtient I’ensemble des solutions du systéeme (x) en ajoutant
une solution particuliere aux éléments du noyau. Donc S est I’ensemble des
quadruplets (q* + A, pqg— A, pqg— A, p*+ L), avec d € R tel que les quatre éléments
du triplet soient dans [0, 1].

6) Cov(X,Y)=E(XY)—EX)E(Y)=
OrE(X)=E(Y)=p, E(XXY)=d = p*+ 2 donc Cov(X,Y) = (p* + 1) —p* = A.

Cov(X,Y A A
Donc p(X,Y) = Cov(X,Y) - -~
o(X)o(Y) pqg p(l—-p)
On sait que |p(X,Y)| < 1, cela impose la condition : |A| < p(1 —p)

1 1 1 1
Z+A,Z—A,Z—A,Z+l)}.

1 1 3 11
)ng,A,}—Zet)b}——,SOitlE[ :|

1
7) On suppose ici p=q = 5 Donc . =

3
Onadonclgé—l, n -7
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1
Comme p(X,Y) = — =4A, on a donc Fmin (—) =—1

Bl

D’une manieére générale, les conditions sur A s’écrivent :
quz—i—/'tgldonc—nglgl—qz et 0<pg—A <ldoncpg—1<
A< — p2

et par symétrie —p* < 1 — p.

Donc rmin(p) = ) X min(pq— 1, —6]2, _p2)

p(l—p

Corrigé exercice 67 HEC 1999 oral voie E

1) Traduisons I’événement M, < x. Il signifie que, sur les 2n+ 1 valeurs des X;, au
moins n+ 1 de ces valeurs sont inférieures a x, donc k valeurs des X; sont infé-
rieures ax, aveck=n+1louk=n+2ou.. k=2n+1.

(2 21—k
Donc P(M,<x)= Y P (1—x)
k=n-+1 k ' —

————ksont inférieures a x Jes qutres sont plus grandes que x
choix des k x;

2n+1 2 1
P(M, <x) = Z ( n: )xk(l_x)ZnJrlk
k=n+1

2) On peut considérer un exemple pour mieux comprendre, avec ici n = 2.

| X1 | X | X3 | Xa | X5 |
10,1/0,3/0,7/0,8/0,9|

Ce tableau donne M, = 0,7. Transformons le tableau avec les X .

On obtient ici My = 0,3. On est prét a généraliser.

En considérant les variables X; = 1 — X (k € N*), X; suit aussi une loi uniforme
sur [0, 1].
Soit M, la médiane des X;. On a M}, = 1 — M. Et M, a méme loi que M,,.
1
Donc E(M))) = E(M,) = 1—E(M,). On a bien E(M,,) = >

3) Sous réserve que l’on ait prouvé que M, soit une variable a densité et d’absolue
1
convergence de l'intégrale, E(M,,) = / xf(x) dx ou f est une densité de M,,.

Posons u'(x) = f(x) donc u(x) = F(x), v(x) = x donc V' (x) = 1.
En supposant que f soit contine sur [0,1] (ce qui n’est pas difficile a justifier), u et
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v sont C' sur [0,1] et on peut donc intégrer par parties.

E(M,) = /le(x)dx:[xF(x)T—/lF(x)dx

0

0
= /F /IF(x)dx

/0<1— (x)) dx
/Ol

P(M,, > x) dx

C’est le résultat attendu.

4) a: Voila une question classique et récurrente. Posons

On intégre par parties en posant u(x) = x* et v/ (x) = (1 —x)"K, donc ' (x) =

1
k=1 ot _ m—k+1
erv(x) m—k+1x
1 k —k
I I 1 —x)™" +1 / m k+1d
b = | =g ) ] m— k+1 *
-0
Donc
k
hm=—"——=lk-1m
’ m—k—+1 ’
On réitere le procédé :
Ly = k X k-1 X ><1><I
k1 m—k+2 om0

1 (1_x>m+1 1 1
Orly, = 1—x)"dx=|— = .
ri0m /o( x)" dx [ m+1 }0 n+1

1 kx(k—1)x...x1 B 1
n+l mx(m—1)x...x(m—k+1) m
N 4 1

L ("

k termes en haut et en bas
1

lem = m

Donc Iy, =

On retiendra ce résultat
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b: On reprend la formule établie en 3).

E(M,) — /01(1 _ P(M, < x)) dx

= /01 (1— 2§:’1 (Zn];l— 1)xk(1—x)2”+]_k) dx

k=n+1

(2n+ 1)

2n+1 k

= 1= _Z 1
k=n+1 <2n+2) "

2n+1 1

On a bien retrouver, par un calcul, la valeur de I’espérance de M,,.

Corrigé exercice 68 HEC 2001 oral voie E
1) Apreés la premiére expérience, un seul jeton est susceptible de changer de numéro.
Donc X, (Q) = {2,3}.

X1 = 3 signifie que ’on a tiré au hasard le méme numéro que celui du jeton tiré.

1 2
Donc P(X| =3) = 3 et en conséquence P(X; =2) = 3

7

E(X)) = 5.

1 1
X1 — 2 suit une loi de Bernoulli de parameétre 3 donc E(X; —2) = 3

2) C’est une chaine de Markov assez classique.

Pnr1 =PXnp1 =1) = P(anl)(XnJrl =1)P(X, =1) "‘P(Xn:Z) (Xn+1 =1)P(X, =2)
+Px,=3)(Xn+1 = 1)P(X, = 3)

1 1 1
1 1
= gpn+§CIn

On procede de méme pour les deux autres.

1 2 2 :
3) a:g,1= §(6pn +6¢,+6r,) = §<p” +qntr) = 3 (qn)nene est la suite constante égale a

1 2
b: On a donc, pourn > 1, p,11 = gpn + >
C’est une suite arithmético-géométrique.
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4)

1
Soit & un point fixe, p,11 — 0t = 3 (pn— @). La suite (p, — Q) est géométrique,

1
de raison — et de premier terme p; — ot = —Q car p; = 0.

1 1
p"_a:gn_—l(_a) ou encore p, = o I—W :

1 2
Reste a déterminer a. Il vérifie & = -+ — donc @ = 5

3 27
N 1 1
On a donc Vn € Pn=7y I—W et po=0

: On peut utiliser la relation p, + q, + r, = 1 donc, pourn € N :

1 1 1 1 1

1 1 4 1 1
: E(X,) =pn+2qn+3r, == (1——) +-+4= <2+—>.

9 3n—1 3 3 3n—1
1 1 1 1 2
1 2
Vn e N* E(Xn)=§ 9—|—F et E(Xp) =3
7

On peut vérifier que, pour n = 1, on retrouve E(X;) = =.

3
: Dire que 1 est valeur propre et X vecteur propre associé revient a dire que
Pn
AX = X. C’est un état stable pour lasuite vectorielle | q,
I'n

La suite (q,) est tout le temps stable avec g, = 3 La suite (p,) est stable pour

1 1 2 2
pn=0= oY S’il y a un état stable ce serait avec r, =1 — 9 39 Cela
1/9
donne le vecteur X = | 6/9
2/9
1
On vérifie facilement que AX; = X1siX; = | 6
2
1
1 est valeur propre de A et | 6 | est un vecteur propre associé
2

1

1
: Enposant X, | 0 |, onvérifie facilement que AX) = 3 X>. Donc 3 est valeur

—1
propre et Xo est un vecteur propre associé.
1
On vérifie facilement que, si X3 = | —3 |, AX3 = 0. Donc A n’est pas inver-

2
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sible, O est valeur propre et X3 est un vecteur propre associé.

5) A admet trois valeurs propres distinctes, donc A est diagonalisable, semblable a

1 0 O 1 1 1
D=0 1/3 0] etvérifieA=PDP ' avecP=|6 0 -3
0 0 O 2 -1 2

On utilise D" pour calculer A™ avec A" = PD"P~!.
Et enfin, on a X, = A"Xy. X,, est donc la troisieme colonne de A".

Corrigé exercice 69 HEC 2002 oral voie E

1) Si X est une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre p €|0,1],
(X > k) signifie que les k premiers résultats sont des échecs. Donc P(X > k) = ¢,
ennotant g =1— p.
ioP(X>k) :f R : E(X)

= q = = — = .
k=0 k=0 l—q p

C’est ce qu’il fallait retrouver.
2) Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans N, possédant une espérance.

a: Pour tout entier k, (Y > k)U(Y =k)= (Y 2k)= (Y >k—1). Comme la
réunion est disjointe, P(Y > k) +P(Y =k) = P(Y > k—1). Autrement dit :

VkeN  P(Y=k)=P(Y >k—1)—P(Y >k

Cette égalité va nous donner une clé pour justifier la formule demandée.

E(X)= ikP(Y:k) = ikP(Y >k—1)—kP(Y > k)
k=0 k=0

n n
= Y kP(Y>k—1)— ) kP(Y >k)
k=1 k=1
= on pose i =k — 1 dans la premiere somme, puis k =i
n—1 n
= Y (k+1)P(Y >k)— Y kP(Y > k)
k=0 k=1

= P(Y >k)(k+1—k)+P(Y >0)—nP(Y >n)

= P(Y > k)+P(Y >0)—nP(Y > n)

J/

-~

zn:P(Y >k)—P(Y >n)—nP(Y > n)
k=0

zn" P(Y >k)—(n+1)P(Y > n)

k=0

C’est la formule attendue.
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~+oo

b: Par hypothése, E(Y) existe, donc la série Z kP(Y = k) est absolument conver-

k=0
gente, donc convergente.

a,’spsumljz‘x;1 1 1kP(Y = k) est le reste d’ordre n de cette série convergente, donc

—+oo
il tend vers 0. ngrfwk_%l kP(Y =k)=0

PY >n)= ZPY k)

k=n+1
Y kP(Y=k> Y (m+D)PY=k=n+1) Y PY =k
k=n+1 k=n+1 k=n+1
o0
Donc 0 < (n+1)P(Y >n) < Z kP(Y = k).
ot )
=0
Par le théoréme d’encadrement, lirE (n+1)P(Y >n) =0 et donc E(Y) =
n oo
—+oo
Y P(Y > k).

k=0

3) Si X est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A, Nt €

R" PX>0)=1-F(t)=1—(1—-e)=¢*.
Toujours en utilisant la loi exponentielle (on peut aussi refaire le calcul rapide-
ment) :

tod 1 oo
/ e M dr = 7= E(X). On a donc bien E(X)= / P(X >1t)dt.
0 0

4) Soit Y une variable possédant une densité notée f nulle sur | —oo,0[. On suppose

que Y posséde une espérance.

a: On note F la fonction de répartition de Y .

T
Pour tout réel positif T, posons I(T) = / P(X >T)d:.
0

I(T):/OT(I—F(t))dt:/OTldt—/OTF(t) di = T —J(T) en posant J(T) =

T
F(T) dt.
0
On pose u(t) = F(t) etV (t) = L donc F'(t) = f(¢t) et v(t) =1t.
u et v sont C' sur [0,T], on peut donc intégrer J(T) par parties :
tf(r) di

1) =ik @), - [ estear=Tr(T) - / g

Donc (T)=T —-TF(T +/ tf ) dt = +/ tf(t)
Donc I(T)=TP(Y >T)+
Autrement dit I(T)= —TP(Y >T)+1(T), ce qui est la formule attendue.

~+o0
tf(t) dt est absolument convergente car Y admet une espérance.
0
+o0

Donc enposantC(T):/ tf(t)dt, lim C(T)=0.
T T—+oo0
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—+oo
OrC(T)>T /T £(t) di > 0.

Donc, par le théoréme d’encadrement, Tlim C(T)=0 c.q.fd.

oo
¢: Onadonc lim tf(t)dt =E(Y)= lim P(Y >t)dt = P(Y >
t) dt.
~+o0
On a bien I’égalité : E(Y)= / P(X >1)dt
0
Corrigé exercice 70 HEC 2005 oral voie E

1) En envisageant la parité de X, on obtient immédiatement

[Y =0] = (X =0)U(X = 1) (réunion disjointe). Donc P(Y =0) = P(X =0) +
P(X =1).

En reprenant la méme distinction des cas de parité, pour chaque k € Z,
Y =k] = (X =2k)U(X =1—2k). Donc P(Y =k) = P(X =2k)+P(X —1—2k).

2) Soit p €]0,1[. On suppose que la loi de X est donnée par :

Vk e N, P(X =k)=p(1—p)*

0 Sik=0:P(Y=0)=P(X=0)+P(X=1)=p+p(l—p)=p2—Dp)
e Sik>0: (X =1-2k) est impossible, donc P(Y = k) = P(X = 2k) = p(1 — p)*X.
0 Sik <0: (X =2k) estimpossible donc P(Y =k) = P(X = 1 —2k) = p(1 — p)' =%k,
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k=—1 Foo
E(Y) = Z kp(1—p)=2k 40+ Z np(1—p)*n
k=—o0 n=1
on pose n = —k dans la premiére série
o0 +o0
= Y —np(1—p)*" '+ Y np(1-p)*
n=1 n=1

~+o0
= Yap(1-p>-1-p>"
n=1
Ry 2n—1
= Y np(1-p)™ (1-p-1)
n=1
o0
= —pZZnun_](l—p) en posant u = (1 — p)?
n=1

~+oo
= —p*(1-p) Y nu"!
n=1

1 1
2 2
= —p(1-p)x =-p(1-p)
(1—u)? 1= (1=p)
1
2
= —p°(l—p)x
At S s
1
2
= p(1-p)X5-—3
(1=p) p*(2—p)?
_ _1-b
(2-p)?
Corrigé exercice 71 HEC 2005 oral voie E

D X() = [2,n].
Notons Uj le résultat du i-eme tirage.
X =2 signifie que l’on tire au 2-eme tirage un numéro plus grand que celui tiré au
1-er.
On envisage toutes les éventualités pour le 1-er tirage et on utilise la formule des
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probas totales avec le systeme complet d’événements (Uy = k)ie[1 ]

hac}

<

Il
)

Il
M=

P(Ulzk) (U > k)P(Ul = k)

>~
I
—_

n—k+11
n n

I
D=

T

—

onposei=n—k

_ _Xn(n-i—l)
n? 2

_ n+1

o 2n

Généralisons. On considere I’événement X > k. Il signifie que la suite des éléments
de 1 a k est strictement décroissante.

P(X > k) est donc le quotient du nombre de suites strictement décroissantes a k
éléments pris dans [[1,n], sur le nombre de suites a k éléments pris dans [[1,n].

Reste a dénombrer. Pour le numérateur, on choisit les k nombres distincts (

choix possibles) et on les ordonne en sens décroissant (1 possibilité). Pour le déno-
minateur, ¢’est simple, il y a n* possibilités au total.
n

Donc P(X > k) = Lk
n
Cherchons maintenant P(X = k).

X>khUX=k=X2>2k) =(X>k—1), donc

PX=k) = P(X > k—1)—P(X > k) = (’;:11) _ (Ek)

On vérifie pour k = 2.

@ @—1—2—1_E:ﬂ

n! n? n? 2n 2n
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2) La formule donnée va nous rendre un grand service.

+oo
E(X)

»M:
S
=~

1= L

+
=~ 3

S| =

(=]

=~

[S—

VR

On sait bien, en passant par les log, que lim

Y P(X >k)

v\_/

1 n
n

n—+oo

Donc et lim

E(X)= (1+}1)n

n—4-o0

E(X)=e

Corrigé exercice 72

1) Xk(Q) = {0’ 1}'

Entrainement (court)

(X = 1) signifie que le k-éme jeton est dans la boite numéro k.

Procédons par dénombrement. Q
le numéro de la boite ou I’on met

est ’ensemble des suites (X1,x2,...,X,) Ol X est
le jeton numéro j. Card(Q) = n!.

Card(X;, = 1) = (n— 1)\, en effet, on met le jeton k en boite k et, pour le reste, on

fait comme on veut.

Card(X=%k) (n—1)! 1
Donc P(Xy =1) = = B
one P(X=1) Card(Q) n! n
1 1 n—1
Donc | Xy — B | — E(Xp) =—etV(X) = —
n n n

2) NotonsZ=XX;. Z(Q)={0,1} et Z=1<=X;=1let X; = 1.
On procede encore par dénombrements. Card((X; =1)N(Xj=1)) = (n—2)!.

En effet, on place le jeton i dans

comme on veut. Donc P(Z=1) =

la boite i, le jeton j dans la boite j puis le reste
Card(Xi=1NX;=1) (n—-2)! 1

Card(Q) B B

n! n(n—1)

1
nin—1)

Donc

Xl'Xj‘—%@(

)
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3) Commengons par le calcul simple de I’espérance X.
n n
EX) = E Z X | =) E(Xy)
= k=1
n

:I'—‘

n
Pour le calcul de la variance : V (X ZXk Z V(Xp)+2 Z Cov(X;,X;)
k=1 k=1 1<i<j<n
11 nous faut calculer Cov(X;,X ;) pour i # j.

1 1
OnaCov(X;,Xj) = E(X;X;) — E(X;)E(X;) =

nin—1) n? B n?(n—1)

n .
Dans la double somme Z , on somme donc une constante, et cela ) fois.

1<i<j<n 2
n—1 n 1 n—1 nn—1) 1
DoncV(X)=nx ——+2x X = 2 % X
onc V(X) =n n? - (2> n*(n—1) n - 2 n?(n—1)
-1 1
Doch(X):n -=1
n n
On peut conclure EX)=letV(X)=1 étonnant, non ?
Corrigé exercice 73 Entrainement (court)

On considere la fonction Scilab suivante :

function y=X(m)
N:=floor (1+m*rand())
y=0
for i =1:N
y=y+floor (2*rand())
end
endfunction

On fixe m € N*.

1) Nous reconnaissons la simulation classique de la loi uniforme discréte sur [[1,m]).
Ainsi N — %[Lmﬂ

N
1
X = ZZ,- avec Z; — A (5) Donc, si on connait la valeur de N, X varie de 0 a
i=1
N. Donc, comme N varie lui méme ente 0 et m, X(Q) =[0,m]

1
Sachant N = k, X suit une loi binomiale 8 <k, 5) comme somme de k Bernoulli

indépendantes.

smerai- () (3 6) - ()0



Pour déterminer P(X = i), pour i € [[0,m]], on utilise la formule des probabilités
totales avec le systeme complet d’événement (N = k) e[1 m]-

1

2

1 m

)G
2) E(X) :i‘éip(x:i) :i()ix (ng( ) <§>k>.

On sent qu’il faut réorganiser la double sommation.

()6 -E(ER 06
0<i<k<m i) \2 i=o \i=o™m \!
En principe, le calcul peut maintenant avancer :
m 1 k ‘ k
EX) =) o Zl(i) -
k=0 i=0
Cette derniere somme est assez classique. On peut la simplifier en dérivant le po-
lynome P(x) = (1 +x)" écrit sous deux formes (forme initiale et forme développée

avec la formule du binome).
k
() =k2*"1. Dou :
i

k

l

1

l‘ m

m

1

2

E(X)

k
On obtient facilement : Zi

i=0
- 1 k—1
E(X) = —— x k2"
® = Loz
Gk
mk:02
I 1 mm+1)
= —X=—X-———-o"
M 2 2
m—+1
On peut conclure E(X)= 0

Corrigé exercice

74

Entrainement (court)

1) Notons Ej I’étage choisi (au hasard) par la personne numéro k.

(Xi

i =0)=(E1 #i)N(Ex #i)N...(En # ).

Les E; sont indépendantes et suivent toutes une loi uniforme sur [[1, p].

Donc P(X; =0) = (

1
1— =
p

)-

woef

1
1—=
p

))
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p p
2) Par définition, X = ZX,' donc, par linéarité de ’espérance, E(X) Z E(X;).
=1

= i=1

Ny
On peut conclure EX)=p (1 - (1 - —) >

P

3) On utilise la méme tactique.

P(E| #inE # j) =T
Ainsi X,'Xj — %(OC) ou o :P(X,'Xj = 1)

p—2\"
puis P(X; =0NX; =0) = (—> .
p

P(X,'Xj:()) = P(XiZOUXj:O):P(Xl':0)+P(Xj:())—P(Xi:OﬂXj:O)
_ (=Y (e=2)!
B 2< p ) ( p )

p—1\" [p-2\"
Done a:l_z(_) +(_)
P P

P
HVEX)=)YV(X)+2 )Y Cov(XX))
i=1 1<i<j<p
2

p—1\"
Or COV(X,',XJ') = E(Xin) —E(Xi)E(Xj) =oa—|1- (T)

ety =1-2(25) e (252)" (i (p_l)N)z
Notons B = Cov(Xi,Xj)l:t y= V(X,-).p ’
V(X) =m’+2(§)ﬁ =py+pp—1)B

(- (3)) ((5))

Faut-il aller plus loin ?

Corrigé exercice 75 Entrainement (court)
Soit X une variable aléatoire a densité f continue sur R et strictement positive.

1) Les hypotheéses permettent de justifier que la fonction de répartition est C' sur R,

strictement croissante, donc réalise une bijection de R dans 0, 1].

P(Xgm):P(XEm)<:>F(m)=1—F(m)<:>F(m):%<:>m:F1 (%)

1
X admet une médiane unique m qui vaut F~! (E)

2) On suppose que X posséde une espérance a et une variance.
Par définition de la variance V(X) = E (X —a)?) et en utilisant le théoreme de
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transfert :

v [ -l a

—o0

e Supposons que m soit plus petit que a, alors sit < a, on aura (t —a)* > (m —a)?

donc

VX) > /m(t—a)zf(t)dt
> [ m-apra)ar
> m-a? [ s ar
> (m—a)*F(m)
> S(m—ap

Donc, dans ce cas, (m—a)*> <2V (X) donc |m —a| < /2V(X).
e Supposons que m soit plus grand que a, alors sit > m, on aura (t —a)*> > (m—a)?.

V(X)

WV

[ sy

m

[ a?s) a

WV

\ VARV,
ElS)
o
Q Q
o T

|
BN
2 =
- &

\%

2L
3
|

&

Dans ce cas aussi, (m —a)* < 2V(X) donc |m—a| < /2V (X).
C’est donc vrai dans tous les cas.

COI‘I’igé exercice 76 Entrainement (court)

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme Q, a valeurs dans N telle que
Y <X.

On suppose que X a une espérance et que P(X = n) > 0 pour tout n € N.

On suppose de plus que la loi conditionnelle de Y sachant X = n est la loi uniforme sur

[0;n].

1) On utilise la formule des probas totales avec le systéme complet d’événements (X =
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”)ne N-

~+oo
PX—-Y=k = Y PX—-Y=knX=n)
n=0

~+oo
= Y P(Y=n—kNX =n)

—+oo
= Y P(Y=knX =n)
n=0
car, sachant X = n,Y suit une loi uniforme sur [[0,n]]

= P(Y=k)

Donc X —Y etY ont la méme loi.
2) On suppose que Y + 1 suit une loi géométrique de parametre p.

a: PosonsZ=Y+1doncY =7—1.
PY=n)—P(Y=n+1)=P(Z—1=n)—P(Z—1=n+1)=P(Z=n+1)—
P(Z=n+2).

OrZ—%9(p), doncVk € N* P(Z=k)=p(1—p)kT1

Donc P(Y =n)—PY =n+1)=p(1—p)"—p(l —p)"*!' = p(1—p)"(1 -
1+ p).

Donc  |vneN  P(Y=n)—P(Y=n+1)=p*(1—p)"

Ensuite, en reprenant la formule des probabilites totales vues en 1) :
—+oo
=Y P(Y=nnX=k) = ZPXk )P(X = k)
k=0 |
Donc P(Y =n)=) +oo——P(X =k
(=)= T teop P =K

1
De méme P(Y =n+1= +oo—P(X =k
( L et

Donc P(Y =n)—P(Y =n) = P(X =n)

n+1
1l en résulte vie N  P(X=n)=(n+1)p*(1—p)"

b: Comparons P(X =Y =kNY =n) et P(X —Y =k) x P(Y =n).

PX=n+kNY =n) = PX=n+kNY =n)=Px_, (Y =n)P(X =n-+k)
1
= — k+1)p*(1—p)***
i <tk Dpi(1-p)

= p’(1-p)**
PX—Y=k)xP(Y =n)=PY =k)xP(Y =n)=p(1—p)¥x p(1—p)' =
pZ(l _p)n+k.
On a donc égalité pour tout couple (n,k) € NP,
Cela confirme que X —Y et Y sont indépendantes.
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Corrigé exercice 77 Hec 2006 oral voie E

1) Pas de probleme pour la question de cours. variable aléatoire.

2) Min(X,Y)>t)=(X>t)N(Y >T) et comme X etY sont indépendantes,

PMin(X,Y)>t)=P(X >t)P(Y >T)
Donc Fy(t) =1—PMin(X,Y)>t)=1—-PX >t)PY >t)=1—(1—Fx(1))(1 -

Fy(1)).

C’est la relation attendue.

3) Max(X,Y)<t)=(X<t)N(Y <t)donc Fy(t) = P(X <t)P(Y <1).

Donc VteR Fv(l‘) =Fx(l)Fy(l)

4) On suppose a présent que X et Y suivent la loi exponentielle de paramétre 1.

a: De facon classique, pourt € R™

PX>t)=PY>t)=1-F(t)=1—-(1—e")=e"".
Donc P(U >t)=P(X>T)P(Y >T)=e"%.

Donc Fy(t) =1—e % sit € R et Fy(t) = 0 sinon.
Ainsi U—&2)|
U=X<+<= (XY).
OrX etY ontmémeloietP(X <Y)+P(X=Y)+P(X>Y)=1LP(X=Y)=0
car ce sont des variables a densité.

PX <Y)=P(X >Y) car X et Y ont méme loi. Donc P(X <Y) =P(X <

P(U:X):%

1
: On sait que U — &(2). On montre facilement que U a méme loi que EY.

1
On sait aussi que U +V =X +Y doch:X+Y—UamémequeX+§Y.

Ce n’est pas vraiment une preuve, mais c’est tres intuitif. Comment en dire
plus, sans connnditre le cours sur la loi d’'un couple de variables indépen-
dantes a densité ?

E(Y)=E(Z)=EX)+ %E(Y) =1+ %

1 1
V(Y)=V (X + EY) =V(X)+V (EY) par indépendance de X et Y.

1 I 5
D =VX)+-VY)=14-=-.
onc V(V)=V( )—|—4 (Y) t1=2
3 5
EV)=zetV(V)=~
(V)=5ev(v)=3
Corrigé exercice 78 HEC 2006 oral voie E

1) Pas de problemes pour la définition et les estimateurs de référence fournissent les

premiers exemples.
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2)

3)

On peut chercher le moment d’ordre n, n € N (il existe car f est a support [ = [0, 1]
qui est un segment) :

+o0 1 0
my(X) = / x"fe(x)dx:/o (9x”+1—(5+1>x”> dx
1
— Lexn-kz . L 9 -1 xn-l—l
n+2 n+1\2 0
_ 1 0_ 1 9_1
n—+2 n+1\2

En particulier, vérifions que {o = 1.

1 0
mo(X)ZEG—(§—1>:1. Donc fg est bien une densité.
1. 1/6 1 1\ 1 6 1
X)=-0—--(2-1)=0(-)+2=2 4=
mX)=30-71{3 '\372)"2 112
g (8 Nl 1y, L0 1
m=4""3\2 “"\476)T37 1273
0 1
EX)=m(X)= —+~
(X)=m(X) =15+ 2 2
0 1 0 1 1 o
VX)=EXY)—-EX)?=—4-—[—+=) =—— —
)= EXD) —EX)"=15+3 (12+2) 12 144
6 1 1 62
EO=51 YW= 5

o0
On admet que :  Vne N / uke ™ "du = k!

0
Remarquons tout de suite qu’il faut savoir justifier ce résultat, qui est trés fréquem-
ment réclamé.

X(Q) = [0, 1]et X est une variable a densité, donc X = 1 est presque impossible. Il
est donc légitime de poser Y = —In(X).
1
Sous réserve d’absolue convergence, E(Y) = / In(x) fg (x) dx (par le théoréme de
0

transfert).
1 0
Posons I = / In(x) (Gx— 5 + l) dx
0

1
On sait que / In(x) dx est absolument convergente et vaut —1.
0

1
Soit a €]0,1]. Posons I(a) = / xIn(x) dx
a

1 1
On prend u(x) = In(x) et V' (x) = x, donc u'(x) = L v(x) = > X2,

u et v sont C' sur [a, 1], on peut donc intégrer par parties.
1 1 1 rl 1 1
I(a) = {Exz ln(x)} 5 g xdx = —Eaz ln(a) — Z<1 — az)

a
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4)

! 1
Donc / xIn(x) dx converge et vaut 7
0
) 1 0 1 1
Donc E(Y) existe et vaut 0 x ~2 _EX(_I)_lzze_l' E(Y):A_Le_l

Y? = In(X)?. On recommence : E(Y?) = /01 (In(x))? fo (x) dx.

On pose J(a) = /1 (In(x))? dx.

a

In(x)

X

On prend u(x) = (In(x))? et V/(x) = 1, donc u'(x) = 2

J(a) = [x(ln(x))z}l— / 2 In()

1
Donc limJ(a) = =2 x (—1) = 2. On a donc / (In(x))? dx = 2.
0

et v(x) =x

a—0
1
On pose K (a) = /a x(In(x))? dx.

On prend u(x) = (In(x))? et V'(x) = x, donc u'(x) =2

J(a) = [%x2(ln(x)>2]] — /alxln(x).

3 1 2 31 1
Enfin, V(Y) = E(Y?) —E(Y)? :2—19— <19_ 1) :2_19_E92+59_1

11,
V(r)=1- 6.6

Voila une question curieusement triviale pour finir.
- . . s 1
X, est un estimateur sans biais de E(X), c’est a dire de 0 + X

— 0 1
E(T,) =12E(X,)—6=12 <E+§) —6=20.
T, est donc bien un estimateur sans biais de 0.

Corrigé exercice 79 HEC 2006 oral voie E

)

2)

Y,(Q)={0,1}.
PY,=1)=PX,=1NX,11 =1)=P(X, = 1) X P(X,+1 = 1) par indépendance.
Donc Y, — B(p?)

PY;=1NYy 1 =1)=PX; = 1NX;,1 = 1NX;y2 = 1) = p? par indépendance des
Xj. P(Yi = 1) x P(Yiy1 = 1) = p* # p.

Donc Y; et Y;1 | ne sont pas indépendantes.

Parcontre, si|i—j| 22, PY;=1NY;=1)=PXi=1NXi1 = 1NX; =1NX;41 =
)=p*=PXi=1)xP(Y;=1)



Préparation aux oraux hec voie E 195

Dong, si |i— j| > 2, Y; et Yj sont indépendantes. On peut aussi invoquer le lemme
des coalitions.

n n
3) E(U,) =E (Z Y,-) = ZE(Y,) par linéarité de I’espérance.
i=1 i=1
Donc E(U,) = np?

Pour le calcul de variance, cela se corse. On utilise la formule générale de la va-
riance d’une somme :

V(U) =Y V(¥i)+2 ), Cov(Y,Y))
i=1 I<i<jsn
o Sili—j| =2, Cov(Y;,Y;) =0 du fait de I’indépendance.
oSij=i+1,

Cov(Y;,Y;) =Cov(Y;,Yi11) = E(X z+1Xz+2) E(Y)E(Yip

= E(X)E(X7)E(Xit2) — (p*)?

= E(X,)E(Xiy1)E(Xiz2) —p* carX]Zamémeloiquer

4
S-p

|
<

Donc

<

=
1

ot

VY)+2 Y, Cov(Y;,Yi

1 1<i<n—1

= np*(1-p*)+2(n—1)p°(1—p)
= p*(1=p)n(1+p)+2(n—1)p]
p*(1=p)(3np—2p+n)

V(U,) = p*(1—p)(3np+n—2p)
% (%) _ p?(1—p)(3np+n—2p)

~.

n n?
U,

Donc lim V| —-2)=0
n—s-oo n

On applique ’inégalité de Bienaymé Tchebychev :
. ‘()

(_n_E(“_n)‘ 28) < An
~—

n n
U, U,

Donc <—n> converge en proba vers E (—") = p2.
n n

Concernant une convergence en loi, on ne peut rien affirmer a priori, car lesY; ne
sont pas indépendantes.

Corrigé exercice 80 HEC 2006 oral voie E
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1 1
On peut traduire les hypothéses sur Y; et Z; par :  Y; — A (§> etZ; —> B (5)
Comme les X; sont indépendantes, il en est de méme pour les Y; et pour les Z,.
1 1
1l en résulte que Ty — A (n, 5) etTh— A (n, §>, comme somme de n Bernoulli indé-

pendantes. Ty représente le nombre de fois ou I’on obtient 1, et T, le nombre de fois ou
on obtient 0 avec les X;. U = n — T3, ou T3 est le nombre de fois ou I’on obtient —1. On
cherche Pir,—\n(1y=1,) (Xi = 1)

(X; =1NTy =t1NTh = tp) signifie que I’on obtient 1 en i-éme expérience, avec t, fois
1, donc t; — 1 fois dans les n — 1 autres expériences que la i-eme, et t, fois 0 dans n —t|
autres expériences et O dans les n — t| — t autres expériences.

Done P(Xi = 10Ty =1, T =) = 2 x | (" ! D= (1Y
one A= A =R ==t g -1) 3 n ) \3
ln—tl—tz
5]

n—1 n—n 1\"
DOﬂCP(X,'ZlﬂT]IZ‘]ﬂTZItz): X —

Hn—1 15) 3

n—1 n—t 1\"

P(T=uyNT=1t)= _
r=nnr=m= (7)< (") (5)

Donc

P(Xi:1ﬂT1:t1ﬂT2:t2)
P(T=1nNT =1)

(o) (6 6o
GG ()

(n—1)! th!(n—tl)!_t_l

(t1 =D (n—1)! n! n

On recommence : (U =k)N(T) =t1) = (T} =t;) N (T3 = n—k) signifie que I’on a t; fois
1 et n—k fois O dans les n — t| autres expériences.

=i () B C )07
O

n—t
P(U:kﬂletl): !

P(U=k)=P(Ts =n—k) :( )Z%) ()
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Donc
P(U =kNT :Z‘])
P(U=k)

DEDE 06D,
00,

M= =R k—)! 2

2
- (k—lzfl!)!tl!x(%)k
k
- (1))

1
C’est logique, car, sachant que U = k, Ty suit une loi binomiale de paramétre k et >

Py=i(Th=t) =

Corrigé exercice 81 HEC 2006 oral voie E

On dispose de 1 euros. Chaque semaine a lieu une loterie de 100 billets dont 10 sont
gagnants. Chaque billet coiite 1 euro.

1) Soit G I’événement “gagner au moins une fois”.
e Avec la stratégie 1 consistant a acheter 7 billets la premiére semaine.
Q est le nombre de parties a 7 éléments de I’ensemble des billets et G est I’ensemble
des parties a 7 éléments des billets perdants. Donc

(90) 90!

_ (A 1) _ 83171

CII—P(G) - 100 ~ 100!
7 93! 7!
90! x 93!

100! x 83!
93 x92x...x84

100 x99 x ... x91

B 90 x...x84

100X ...x94

B 19[90—k
i 100 —k

Puis py = P(G) =1—q.
e Avec la stratégie 2 consistant a acheter un billet chaque semaine.

0= (i) =maro=r=1- (i)
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2)

90—k 9

OrVk € [[0,6] 100—% < To ¢4 10(90— k) =900 — 10k et 9(100 — k) = 900 — 9k
10k > 9k donc 900 — 10k < 900 — 9k donc 10(90 — k) < 9(100 — k) donc,

bi 90—k < 9
T T00—k S 10
Donc g1 < q» donc py = p». ‘La stratégie 1 est meilleure ‘
Soit N; le nombre de billets gagnants achetés avec la stratégie i.

1

e Avec la stratégie 1, N| — (10,7, 0

E(Nl):f—oel‘V(NO 63 (100—_7>

100 99
1
e Avec la stratégie 2, Ny — A ( 10)
7 63
E(N,) =— N

V(Ny) <V (Ny) donc’ on minimise les risques avec la stratégie 1 ‘

On a utilisé ici des connaissances de cours sur la loi dite hypergéométrique (connais-
sances assez fines, puisqu’on utilise la formule complexe de la variance). Cette loi
n’est plus une loi de référence depuis 2013 dans le cours de ECE. Une version
réactualisée de cet énoncé devrait contenir des questions intermédiaires.

Corrigé exercice 82 HEC 2006 oral voie E
1) Soit Ny le nombre d’essais avec la premiére méthode.
1
P(N1 =1 —
(M=1)= 190 o
P = = — e
o | 190 Xg 110 8
P pu— = — _ —_ _—
M=3)=16%5%5" 5
) de générali k>2:P(Ny=k) 9><8kz><1 L8\
n essaye de généraliser pourk >2 : =k)=— — —=—= .
veaes b ! 10" \9 9-10\9

Il nous faut maintenant chercher E(Ny). Sous réserve d’absolue convergence (donc
de convergence, en l’occurrence) :



Préparation aux oraux hec voie E 199

2)

3)

E(N;) = Ji)ka(Nl =k)=1P(Ny=1)+ Jio‘jkp(Nz =k)
k=1 k=2

—1+9><1>< 1 .
10 8710 182
(1-5)
1 9 1 )
1
= —49
T

Avec la premiére méthode E(N;)=09,1

N>(Q) = [[1,10]. Déja, cela change tout.

On suppose les stylos numérotés de 1 a 10. Si on fait 10 tirages successifs sans
remise, cela produit une permutation de [[1,10].

(Ny = k) est I’ensemble des permutations ayant le bon numéro de stylo (celui qui
marche) au rang k. Il y a 9! permutations de ce type.

Donc P(N, = k)

L
= W = E Ainsi, N, — 52/[[1710}].

1410
Avec la deuxieme méthode, on a donc E(N;) = L 5,5

2

La situation est classique, pour cette troisieme méthode. C’est [’attente d’un suc-
ces dans une répétition d’expériences identiques et indépendantes. Donc N3 —

1
g —=).
1
Le cours donne E(N3) = T = 10.

C’est évidemment la pire des méthodes, un peu moins bien que la premiere, beau-
coup moins bien que la deuxieme.

Corrigé exercice 83 HEC 2006 oral voie E

Voila un exercice inhabituel, avec des données et une seule question. Il faut donc modéli-
ser avant de nous lancer.
Notons E,, I’erreur globale commise avec les n opérations (avec ici n = 10°).

n

E,= Z U; avec U; = U, avec I = [—0.51077,0.51077], intervalle d’amplitude 10,

i=1
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On a, de plus, I’hypothese que les U; sont indépendantes.
1
On cherche P | |E,| < 510—J+3

On sait d’apres le théoreme de la limite centrée (du moins son adaptation a une somme
de variables aléatoires indépendantes de méme loi, admettant une variance) que (E))
converge en loi vers la loi 4 (0,1).

n
E(E,)=E Z Ui Z E(U;) par linéarité de I’espérance.

E(U;) =0 done E(E,) — 0.

n n (b_a)Z »
=V ;U,- :; i) par indépendance. V (U;) = T avecb—a=10"",
10— 2J 10—2]+6
E)) = _1 -2J -~
donc V(U;) = T et V(Ey) T 0 7
11071+3
‘E‘ 0 J+3 — |Eﬂ_E(Eﬂ)’ < 2
o (En) ! 10—7+3
V12
V12
Enels =5
= |E.x|<V3
Donc
P(1B:1<5107%) = P < VO
~ O(V3-0(—V3)
~ 20(V3) -1
~ 0,92
Corrigé exercice 84 HEC 2006 oral voie E

Cours : C’est juste pour ne pas oublier ... Il faut se souvenir également de quelques
Propriétés vues en cours.

Soitne€ N* et E ={1,2,...,n}.
1) On peut utiliser U'univers suivant : Q = (2 (E))?. Card(Q) = (2")? = 2",
On commence par choisir B, partie a k éléments (k € [0,n])) s il y a Z possibilités.
Puis on choisit A comme sous ensemble de B : il y a 2F possibilités.

Donc, en notant I, I’événement A C B}, Card(I}) = Z Zk( ) = 3"

3r 3 3\"
Donc P(I) = 2 = P(Lh) = <4_1)
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2) Soitk € N. On veut : Card(ANB) =k.
Commencgons par choisir ANB a k éléments : <Z) possibilités.

—k
Puis on choisit B— (ANB) a j éléments (j pouvant varier de 0 an—k) : " , )

J
possibilités.

n—k
; ; —k
Puis A dans E — A : 277K possibilités. Donc Card (L) = <Z) Z ik (n , ) =

j=0 J
()

Ainsi = Yo

( >3n k
3) Onvient de voir que P(X = k) = k—

22n
k

En regardant bien, on peut écrire P(X = k) = (Z) ( ) ( ) . On reconnait
. 1 n
une loi binomiale % | n,— |. Donc =-
4 4

n
4 S= Y  Card(AnB)=Y kxCard((A,B) € E* | Card(ANB) =k).

(A,B)e 2 (E)? k=0

Donc S =2*"E(X) = 4" x 4—n4”l

Corrigé exercice 85 HEC 2006 oral voie S

—+oo
D R(t) = P(X > 1) = /t F0) dx=1—F(1).

2) P(r<X)(t<X<t—i—x):P[(I<X<t+x)m(t<x)] _ P(t<X <t+x)

P(t<X) - P(t<X)
F(t+x)—F(t) F(t+x)—F() 1
Donc Py x)(t <X <t+x)= T F ) = . X —FQ) On
passe a la limite quand x tend vers 0 :
F(t —F(t 1
ne) = lim UFXZFO
x—0 X I—F(l‘)
_ _F)
- 1-F(@)
f(@)

D’autre part, — [In(R(t))]' = — =—

On a bien les égalités demandées.
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3) Question ultra classique : la loi exponentielle est sans mémoire. Prouvons le.
Si X < &(A), pour tout x € R* PX>x)=1-Fx(x)=1—(1—e )=

PX>sNX>t+s) PX>t+s)

P(X>t)(X > l‘—f—S) =

P(X >t)  P(X>y)
vy
e—As
_ e—ls
= P(X>y)
On a alors h(t) = ;Le;;l =A.
e

4) Réciproquement, supposons h(t) = C (constante). On a donc — (In[R(¢)])' = C
Donc In(R(t)) = —CT +a puis R(t) = e~ 74,
R(0) = 1 donc a =0 et, donc R(t) = e~
1l en résulte que F(t) = 1 —e~" pour toutt € R" et F(t) = 0 sinon.
On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre C.

5) Soit S ’événement “étre en marche a la date t (t € RT).
P(S)=P(X >1t) =R(1).
N(t) est le nombre de succes S dans une répétition de n expériences indépendantes.
Donc N(t) — ZB(n,R(t)).
E(N(t)) = nR(t), E(N(t +x)) = nR(t + x). Développons maintenant ’expression
de droite :

E(N(t))—E(N(t+x)) nR(t) —nR(t +x)
xE(N(t)) nxR(t)
R(t) — R(t +x)
xR(t)
1—F(t)+F(t+x)—1
xR(1)
F(t+x)—F(r) 1
x R(t)

F(t+x)—F(t) E(N(t))—E(N(t+x))  f(¢)

Orlimy = " =FlO) =/ done lim === )~ R
h(t).

C’est le résultat attendu... sans commentaire.

Corrigé exercice 86 Entrainement
1) Sit € [x,+oo| t(f(t) = xf(t) donc, en intégrant (les intégrales convergent) :

/x+°°tf(t) dt > /x+ooxf(t) dt :x/;oof(t) dt
X.

Donc M(x) >



Préparation aux oraux hec voie E 203

2) Les initiés auront reconnu une densité d’une loi de Pareto.
_ _ a+1
G(X)_/x f(t)dt = — xag /x prES dr.

X0

A ]
Posons I(A):/x Wdt.

=[] =L 2)

1
lim I(A) = —.
A— 40 axa
1 a
Donc G(x) = 4 ><x8Jrl X — = (@)
X0 ax X
H(X):/+ootf(t)dt:_><xa+l X/+ g4 a1
X X0 0 a X0 0 (Cl— 1)xa_1
a %
Donc H(x) = — X2
H - a
(x):<)2) ax a Xxo: ax
G(X) X a—1 xa—l a—1

En conclusion Vxe R™ M(x) = =
a j—

3) On traite ici la réciproque. On suppose dans cette question que X (Q) = [xg, +oo]
et que M(x) = kx pour x > xo ot k > 1.

a: Pourx > x) G(x):/;rwf(t) dt:/;oof(t) dt—/xxf(t) di = 1—F(x)

0 0
Comme F est dérivable, G I'est aussi et G'(x) = —F'(x) = — f(x).

H(x):/x+ootf(t) dt:/x+wtf(t) dt—/x:tf(t) dt:E(X)—/x:tf(t) dt

0
Donc H est dérivable et H'(x) = —xf(x).

b: M(x) = kx donc H(x) = kxG(x).
En dérivant, on obtient H'(x) = kG(x) + kxG' (x) = KG(x) — kxf(x)
donc —xf(x) = kG(x) — kxf(x).

kG(x) = (k—1)f(x) = (1 —k)xG'(x) donc  G(x)=

11—k
k

xG'(x) c.q.fd.

c: Pour x > xo, on pose I(x) X1 G(x). Calculons I (x).

k
I'x) = TG () A TG (x)

p—

= 0

Donc I(x) = C (constante) et G(x) = Cx % .
k-1

k=1 _k_
Or G(xp) = 1 donc Cx,t =1letC=x; "
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k. 5 L
Donc G(x) = x5 x XF = <xo> ©
X
k
X —1
En conclusion Pour x > xq G(x) = (—0> o
X
Corrigé exercice 87 HEC 2007 oral voie E
Question de cours : pas de probleme.
n n
1) Par linéarité de I’espérance, E(S Z = Z E(X;) = nE(X)).
k=1 k=1

Par indépendance des X, V(S) = Z V(X;) =nV(X)).

Reste a calculer E(X) et V (X)). Pour cela, déterminons le moment d’ordre k de X;.

oo 2
EXX}) = /J; )ckfg(x)dx:/oe3Xk+ dx

93
3 [ xkt+3 0
- @[m]o

3
 k+3
o 3 ¥2) = 292
En particulier, E(Xl):ZG et E(X{ 59.
39 3
VX)) =EX})-EX1)*=(Z—-—]6*=_6%
00 = E0) -0 = (3 - 75 ) 00 = g
3n 3n
E(S) = — — 792
(S) 46 et V(S) 809

2) P(T<1)=P <(n](x,~ < t)> = [P(X; <1)]" = Fx, (1)". Donc Fr(t) = [Fx, (t)]".
i=1
Donc fr(t) =nx fo(t) x [Fx, ()", 1
2 3N\ " n 3n—1
Site[0,0]  fr(t)=nx 3;3 %) :%

Et, bien sur, fr(t)=0sit ¢ [0,0].

Pour poursuivre, la aussi, on calcule le moment d’ordre k.

K Tk O v, 1 3n-1
E(T") = / th(t)dtz/Otxwx& dt

3_11 t3n+k
B B
R {3n+k]0
37’1 k
3n+k
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En particulier E(T) = 3n3i 1 0 jt E(T?) = 3n3j—2 2, 2
Done V(T) = 3n3j— 2~ (31’19—7- ¥ =30 x (3’8;142 2)_(§Z (j’; ; :
E(T) = 3n34nr OVl =57 2)3(’;n+ 1?2 0°
3) On suppose maintenant que 0 est un parameétre inconnu qu’on se propose d’estimer.
a: S'=aSetT'=bT donc E(S') =aE(S) = ? O et E(T')=DbE(T)= n3_[19_n1 0
S’ est sans biais <= E(S') =0 <= a = 34_n
T' est sans biais < E(T') =0 < b= 3n3: 1.
On prendra donc a = i b= 3n3j,_ !
16 3n 1
V(S =a’V(S) = 9—22 X f_oz 6% = 62 1§n 1
V() =pv(s) = g G e © = iy
b: Etudions le signe de V(S') — V(T")
1 1
V)T = o7 {15;1 B 3n(3n+2)]

62 .5
~ 15n 3n+2

92
= — (3n+2-5
SnGng2) 2o
362
= ——(n—1
SuGng2) "V
C’est normal que S’ et T' aient le méme risque quand n = 1 car, dans ce cas,
§'=T.
Mais des que n > 1, V(S') > V(T'). Le risque de S' étant supérieur, on préfé-
reraT'.
Corrigé exercice 88 HEC 2007 oral voie E

~+o0
1) Parmi les 3 qualités caractéristiques d’une densité de probabilité, il y a f(t)dt=
L.
C’est celle la qui va nous permettre de déterminer c.
Signalons déja que f est positive et continue partout sauf en tg = 10.
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2)

3)

4)

oo oo | A
/ f(t)dt = c/ — dt. Posons I(A) = / — dt pour A > 10.
t 10 1

oo 10
Al 114
10ZL t 10

1
10 A
1
— T quand A — oo

Donc 3 f() =10

Donc f est une densité si et seulement si

C’est donc la médiane que I’on cherche. Commengons par déterminer F, la fonc-
tion de répartition de X.
F(x)= P(X<x =0six < 10.

1 1
SiX > / f(t) dt = / f(t)ydt=c (E — )_c) (d’apres le calcul pré-

cédent)
10

Donc F(x) =1—— six > 10.
x

On commence par remarquer que m > 10 nécessairement.
X

10 10
Sim>10,PX<m)=1——etP(X>m)=1—-P(X <m)=—
m m
10 10 10 1
PX<m)=PX>m)<=1-—=—<—= — == <= m=20. m =20
m m m 2
10 2
On cherche p3 = P(N = 3) ou N — A(5,a) avec o = P(X > 15) ===73

SHIONOREE WG

|
Py = 3—5(10><23+5><24+1><25>

1
= 35 (80+80+32)

192

243
~ 0,79

Notons X et Xy les durées de vie des deux composants de A et de B.
Ty = Min(Xl,Xz) etTg = Max(Xl,Xg).
(Ty 2t)=(X; > T)N (X2 >t) et donc, dr indépendance de X, et X; :

10
P(Ty>t)=PX; 2t)xP—-X, >1)=P(X >1)* = (T) ,

100
Donc Fr, (t) = 1_t_2 sit > 10 et 0 sinon.

On obtient une densité fr, en dérivant Fr, partout o elle est dérivable.
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200
Donc fr,(t) =0sit < 10et fr,(t) = t—3sit>10.

(Ts <1) = (X1 <t) N (X2 <1) done P(T), < 1) = (Fx (1)) = <1 - 9>2

10/ 10\ 20/ 10
Sit>10 fTB()_zxt—z(l__):_<1__)

t
2 1
Donc fr,(t) =0sit < 10 et fr,(t) = Z_S I—To)sit>10.

N~

oo oo
5) Sous réserve d’existence, E(Ty) = / tfr, (t) dt =200 / — dt

* 17" 1 1
SionposeJ(x):/Ot—2 dt, J(x) = [—;} =10
10

E(TA) = xLirfw2OOJ(x) =20. E(TA) =20

20 teo
tfry (1) ~ - quandt voisin de +oo, donc / t fr, (1) dt diverge. E(Tp) n’existe pas
10

Corrigé exercice 89 HEC 2007 oral voie E

Question de cours : tres classique et sans probleme.

1) Notons A, I’événement “lancer la piéce 1 au n-iéme lancer” et g, = P(A,). On
cherche une relation entre p, | et p, en utilisant la formule des probabilités totales
avec le systeme complet d’événements {A,,A,}.

Gnit = Pa,(Ani1)P(An) + P (Ani1)P(A,)
= p1P(Ay)+(1—p2)P(Ay)
= p1Xgn+(1—p2) X (1—qn)
= (m+tp2—Dagnt+(1—p2) (1)
C’est une suite arithmético géométrique. Notons Q. sont point fixe.
Il vérifie o = (p1+p2—a+(1—p2) (2).

En faisant (1) — (2), on obtient g,+1 — ot = (p1 + p2 — 1)(gn — Q).
(qn — @) est une suite géométrique de raison (p1+ pa — 1) de premier terme q; —

1
Donc g, —a = (p1+p2—1)""1(q1 —a) avec q; = 5 et o s obtient facilement avec

I—p2

2Q)i=—"-—"—+
@) 2—-pi—p-2

1 1-p 1—
.Donc |Vne N* q—p1+p2—1"1( >+ :
n= ) 2 2-pi—p2) 2-pi

2) Notons B,, ’événement “obtenir pile au n-ieme lancer”. r, = P(B,). On recom-
n n
mence .

Fat1 = Pa,(But1)P(An) + Pi(Bui1)P(An)
= p1Xqn+p2(l —qn)

On garde cette relation, sans chercher a la préciser.
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3) On sait que p1+pr—1 €] —1,1] donc hT (p1+p—1)" =0
n—r—+o0

- 1—pi
D llm =
I 2 T )

1— 1—

. On peut maintenant calculer hT .
n—r—+o

n—s-teo xz—m—Pz 2—-p1—p2
~ pi(0=p2)+p2(2—p1—p2— 1+ p2)
B 2—p1—p2
P1—pi1p2-+p2—pip2
2—p1—p2
Donc L= lim r,= PLFP2=2p1P2
n— oo 2 —P1— D2

4) Voila un script Scilab répondant a la question :
pl=1/3;p2=1/6;eps=1e-6
L=(p1+p2-2%p1*p2)/(2-p1-p2)
n=0;r=0;q=1/2
while abs(r-L)>eps

n=n+1
r=pl*q+(1-q)*p2
q=pl*q+(1-p2)*(1-q)
end
disp([n,L])

L’exécution donne n = 15 et L ~ 0.2592593.

Corrigé exercice 90 HEC 2007 oral voie E

Voila le frere jumeau d’un exercice déja rencontré. C’est en effet un grand classique, aussi
bien dans des écrits que a l’oral de hec.

1) a: f est bien positive, continue sur R sauf éventuellement en x(. Reste a vérifier

que /+wf(x) dx=1.

dx = — — dx.

o (A o+1
Posons I(A) = —/ <%) dx pour A > xj.
X() X0

—aA
o x ¢ 1 1
I(A) = = x xo+1 [ 2 o 2
( ) X0 "o {_a]xo "o (xg Aa)

~+o0
On a donc lim I(A) =1 et/ f(x) dx = 1. Cela confirme que f est bien

A—stoo
une densité de probabilité.
X

F(x) = / f(x) dx. En reprenant les calculs précédents avec A = x, on ob-

X o
tient : F(x) =0six<xpet F(x)=1-— (—0> Si X = Xo.
X
Voila une représentation graphique avec ici xo = 1,5 et ¢ = 2,3.
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b: Discutons directement [’existence du moment d’ordre k (k € N). Il existe sous

~+oo
réserve de la convergence absolue de / £~ f (x) dx.

S|
Cela revient a la convergence de l’intégrale / — % 9x
X0 xa+ o
On sait que cette intégrale converge si et seulement si o+ 1 —k > 1 donc
o> k.

Donc E(X) existe pour o > 1 et V(X) existe pour o > 2.
—+oo
Supposons donc o > 1 et calculons / tf(t) dt. Pour cela on pose J(A) =

A

o 1

— xxgﬂ/ — dx.
XO X0 xXo

—o0

— 00

JA) = [—(;r

o —Dxet]

PR S B S
I e Y U

a
o —

I Xo quand A — +oo

o
o—1

Pour o0 > 1 E(X)= X0

Joo
c: Posons G(x) = / f(t) dr.

o a+1 te 1
G(x)zx—oxxo e dt.

En reprenant les calculs précédents, en remplacant xo par x dans ’intégrale,
on obtient
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(04 1 X0\ &
Glx) = X0 ><x8‘+1 % ax% - (;)

~+o0
De méme, posons H(x) = / tf(t) dt
X

o e ]
H(x) = — xx3 x / i dt
X() X

o 1
En reprenant les calculs précédents, H (x) = o x x§ % (@ 1o
o xg
Donc H(x) = ——— x —9
onc H (x) 1 % 7a-1
H(x) <x0>*a o xg o
= | — X X — X
G(x) x a—1" x*1 a-1
(04
En conclusion Vxe R™ Mx(x) = X
+o0 ~+oo X
2) a: Pourx>xo G(x)= / £(6) di = / @ di— [ fo)di=1-F(x)
X X0 X0

Comme F est dérivable, G Iest aussi et G'(x) = —F'(x) = — f(x).

+oo +oo
HE = [ of@yde= [ Ciped [0 di=E@) - [0 a
Donc H est dérivable et H(’)(x) = —xf(x). '
b: M(x) = kx donc H(x) = kxG(x).
En dérivant, on obtient H'(x) = kG(x) + kxG' (x) = KG(x) — kxf(x)
donc —xf(x) = kG(x) — kxf(x).

1 -k
kG(x) = (k—1)f(x) = (1—k)xG'(x) donc  G(x) = z xG'(x) c.q.fd.
ke
¢: Pour x > xo, on pose I(x) = x¥1G(x). Calculons I (x).
k
I'(x) = P 1x%_1G(x) +X%G’(x)
k
= G +x 1 (v)
k 1 -k
= 1xk%1 X — xG' (x) +x=1G' (x)
= PTG (x) 421G (x)
0
Donc I(x) =C (constante) et G(x) = Cx'e
Tk
Or G(xo) = 1 donc CxO =letC=ux5".
k e
Donc G(x) = x§ " X XE = <x0>k :
x
i
En conclusion Pour x > xg G(x) = (x()) ©
x

'
On a, pourx = xo, Fy(x) =1 —-G(x) =1— <@> et Fy(x) = 0 sinon.
X
k

On reconnait une loi de Pareto de paramétres xg et o0 = T
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Corrigé exercice 91 HEC 2007 oral voie E

1) On utilise la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements
{Pna QnaRmSn}

Pni1 =P(Puy1) = Pp,(Puy1)P(Py) + Po,(Puy1)P(On) + Pr,(Pis1)P(Ry) + Ps, (Pyy1)P(Sn)

0+1 +1 +ll‘
= —_ —7 —_
3(]n 3/n T3l

On procede de méme avec qp+1, rnt1 €t Sp+1-

0111

1
On obtient facilement X, 11 = AX,, avec A= 3 i (1) (1) }
1 1 10

2) A est symétrique, donc diagonalisable.

3) On pourrait utiliser la réduction de A a une matrice diagonale, mais la méthode est
longue et pénible. On peut accélérer en faisant intervenir la matrice J de .#4(R)

1
composées que de 1 et en remarquant que A = §<J —1).

On a donc J = 3A+1. On remarque que Yk >1 Jk=4%1]
1 " 1 & [n
A= |-(J-D| = - —1) Kk
{3( )} 3n k=0 (k)( )

= %((—D”Mé(—l)”(@ﬂlj)
(0 g la- 1= (110

1
- zi ((—1)"1+—3n —2—1)'1])

Inutile de détailler plus le résultat obtenu.
On cherche maintenant a exprimer X,, pour n € N. De la question 1), nous en dé-

SO =

duisons facilement : Vn € N X,, = A"Xy avec Xy =

0
Autrement dit, X,, est la premiére colonne de la matrice A".
1 3t —(—=1)" 1 /3= (=1)"
Donc DPn= ﬁ ((_1)n+ #)’ Gn="7"n=25, = 3_n <#>
4) T(Q) = [3,+e].
(T = k) signifie qu’au premier saut, elle va n’importe o (Q,R,ou S), au deuxieme
saut (si k > 3), elle retourne en P, puis au troisieme elle retourne la ou elle était
apres le premier saut, etc ..., puis au k-eme saut, elle saute vers ’'un des deux
sommets non Visités.
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N o2
Donc P(T=k)= _1 X (§> x5
<~

saut2 a k—1 Sautk

k—2
T(w) = [2,+] et Vk € [2,4o0]] P(T =k) = % G)

2
On remarque que, en posant T' =T — 1, T' suit une loi géométrique 4 (§> Le
/ 3 / / 5 5
cours donne E(T") = > doncE(T)=R(T'"+1)=E(T")+1= 5 E(T)= 5

5) U(Q) = [3,+0]. On sait déterminer Piy—i) (U = n) pour k <n— 1.
En effet, cela signifie que ’on a visité , apres le k-eme saut, un des deux autres
sommets déja visités jusqu’au n — 1-éme saut.

n—1

PU=n) = Y Pr_y(U=n)xP(T =k)
k=2
n (z)nkl 1 o) (1>k2
= \3 3 3\3
g (1>
k=2 3
1 n—1p-2
= (5) ZZJ en posant j =n—k
j=1

6) Voila un calcul somme toute assez reposant. Toutes les séries convergent car ce sont
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des séries géométriques convergentes.

4o
E(U) = gnP(U:n)

el —op

= YT

4 9 4
— 8_—_—_Z4p_ "
3 2 * 3
9
= 10—=
2
11
Donc E(U)= 5
Corrigé exercice 92 Entrainement
Question de cours : pas de probleme majeur. Attention a la simulation en utilisant
rand ().
1 1
1) Y(Q)= 0,5 . Pour x € 0’5 :
PY>x)=PX>xN1—-X>x)=Px<X<l—-x)=F(l—x)—F(x)=1—x—
x=1-2x
1 1
Fy(x)=0six<0 Fy(x):2xsi0<x§§ Fy(x)zlsix2§

On reconnait une loi uniforme : Y — % 1 ) donc :

1 1 1
densité g(x) =2 si x € [0,1/2] et 0 ailleurs E(Y)= 7 V(Y)= =—

1 1
2) Z(Q) = [5,1}.P0urx€ [5,1} :
PY<x)=PX<xN1-X<x)=P(l —x<X<x)=Fx)—F(1—x)=x—(1—
x) =2x—lx.
Fz(x) =0six<1/2 Fz(x) =2x—1si1/2<x< 1 Fz(x)=1six>1
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On reconnait une loi uniforme : Z < % 5,1 donc :

3
densité h(x) =2 six € [1/2,1] et O ailleurs E(Z)= 1 V(Y)= =—

3) Voila la question difficile de cet exercice, par ailleurs facile.
R(Q) =[0,1]. Soit x € [0,1] :

<HR<x)::P<Y<x>:db<um<§<x)P( um+43>ua<y )Pax>u2um

Y Y
= P <anX< 1/2)+P(z<xﬂX>1/2)

X 1-X
= P < X<1/2 Pl —< X>1/2
(1 v SAN />~|— ( e xNX > /)
= P(X X<1/2)+P(X21 gme>1/2)
X
X 1
Or I 5 <—2x<1l+x<—=—x<1
1 1
De méme = 1+x<2«—=x<1
l-l—x 2

1 X 1 2x
Donc P(R<x)=P(X < +P(X > = +(1-— =
1—|—x 1+x 1+x 1+x 1+x

Notons K la fonction de répartition de R.

——  six€|0,1]
1+x

K(x) = 0 six<0
1 six>1

On montre sans difficulté que K est la fonction de répartition d’une variable a
densité. On obtient une densité k en dérivant ...

k(x) =K'(x) = = six €[0,1] et k(x) = 0 ailleurs (on a complété en O et
enl).
! 2 12(14x)—2 2 1!
ERZ/XX—dx:/—dx: 2In(1+x)+
(R) 0 (1+4x)2 o (1+x)2 ( ) 1+x],

E(R)=2In(2)-2
4) Aucun probleme :

N=1000

X=rand(1,N)

T=1-X;

for k=1:N
Y (k)=min(X(k),T(k))
Z(k)=max(X(k),T(k))
R(k)=Y(k)/Z(k)

end
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disp(mean(R))
disp(2xlog(2)-1)
// valeurs obtenues : 0.3883431 0.3862944

Corrigé exercice 93 HEC 2007 oral voie S
o . . . 2x
1) Commengons par étudier rapidement la fonction h définie par h(x) = T =2—
X
s avec;E]O, 1].
W (x) = 0T h est strictement croissante. h(]0, 1]) =0, 1].

2)

3)

1l en résulte que h(U) () =)0, 1] et donc X (®) = [0, +oo]. Soit x € R™

2U U,
P(X<X) = P|(—In ]—|——U <X =P H_—Uée

= PRU=e*+Ue ™ ) =P(2—e U =e™)

e
- 11—
2—e*
2
- 2_
2—e*
0 six<0
Donc F(x) = _
— six>0
2—e™
F est continue sur R (la vérification en O est immédiate), C U sur Rx, donc X est

une variable a densité et on obtient une densité en dérivant F partout ou elle est
dérivable (on complete aprés comme on veut).

VxeR* F(x) = (—2) x (;(—_j—;x))z -5 ie;x)z.

2e , :
5 sixe R et f(x) =0 sinon

f(x):m

Utilisons le théoréme de transfert pour déterminer E(X). Sous réserve d’absolue
convergence de l’intégrale,

1 2t 1
E(X)= [ —In(-——| dt. On utilisera ici deux résultats connus : | 1In(t) dt =
0 141 0

—1 et une primitive de la fonction In(t) : tIn(t) —t.
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1
E(X) — /O(—ln(2)—ln(t)—l—ln(l+t)) di
= —ln(2)—(—l)—|—/121n(x)dx en posant x =1+t

= —In(2)+1+ [xln(x) —x]?
—In(2)+1+4+2In(2)—2—(—1)
In(2)

E(X) =1In(2)

4) Déja, on peut remarquer que Y =X ouY = X? donc Y (Q) = R".
Si on note G la fonction de répartitionde Y, G(x) =0 si x < 0. Pour x > 0, on utilise
le systéme complet d’événements {(V =0),(V =1)}.

Gx)=P(Y <x) = Py_o(¥ <x)P(V =0)+Py_p (¥ <x)P(V =1)

1
1 1
= FPX < VA +5P(X <x)

1

= SRR+ 5FR)

1
= 5P(X2 <x)+

5) Voila un script Scilab répondant a la question :

function x=X()
U=rand ()
x=-log(2xU/(1+U))

endfunction

function y=YQ)
if rand()<1/2 then v=1 else v=0 end
x=X(0)
y=v*x+(1-v)*x"2

endfunction

6) Soit B la variable de Bernoulli de paramétre a = P(U > 1/2).

On pose Z = BX.
1
a: On remarque tout de suite que (B=0) C (Z=0), donc P(B=0) = 5 <P(Z=
0).
Donc P(Z =0) #0. ‘Z n’est pas une variable a densité‘
b: Un script :

function z=Z()
if rand() then z=X() else z=0 end
endfunction
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Corrigé exercice 94 HEC 2008 oral voie E

1) Question de cours : pas de probleme. On peut méme retrouver la formule si, par
hasard, on avait perdu de vue son énoncé.

2) Pour tout n € N¥, on pose Y, = HX
=1

a: oY, = X1 Xp. Yz( ) { 1 1}

PMh=1)=PX =1NXx=1)+P(X;=—-1NXp = —1) = p>+ (1 —p)? par
indépendance de X et X».

P(y=—1)=1-(p*+(1-p)?)

o Y3(Q) = {—1,1}. On remarque que Y3 = Y>X3

P(Y3 = 1) :P<Y2 =1NX3= 1) —I—P(Yz =—-1NX3= —1)

Donc P(Y; =1) = (p> +¢*) x p+ [1 — (p2+ (1 —p)z)] X (1 — p) par indé-
pendance de Y, et X.

PY3=—1)=1—-P(Y3=1).

b: Y,+1 =Y, X 11 et, par le lemme des coalitions, Y, et X+ sont indépendantes.
Yi(Q) = {—1,1} pour tout k € N* comme produit de 1 et de —1.
PYy1=1)=PY,=1NXyys1=1)+PY,=—1NX,1 1 =—1)

Donc P(Yyp1 =1) = p, x p+ (1 — pn) X (1 — p) par indépendance de Y, et
Xnt1.

Donc pp=pa(p—(1=p))+1—p=pa2p—1)+1-p (1)

On obtient donc une suite arithmético géométrique, initialisée par p; = p. On
peut méme remarquer qu’on peut l’initialiser avec py = 1.

Si o est un point fixe, a = o(2p—1)+1—p (2).

En faisant (1) — (2), on obtient p,+1 —a. = 2p—1)(p, — o),

donc pp— ot = (2p—1)"(po — a).

Ainsi pn=02p—1)"(1-0a)+c.

1
De (2), nous tirons :  o(2—2p) =1—p donc a = 3

Slep—1y 41

c: Y, et Y, sont indépendantes si Py, _1)(Yp11 =1) = P(Y11 = 1)
Cela revient donc a ppr1 =p (3)

Donc Vne N* p,=

1

(3) = S [@p—1 1]
— 2p1 (2 )n+1
= (@2p-1)[1-02p-1)"]=0
< 2p—1=0o0u2p—-1=1
— p:%carp<l

1
Y, et Y, sont indépendantes pour p = 3

1
3) Posons X! = E(Xi +1).
SiXi=1X =1letsiX;=—1,X =0. Donc X — B (p).
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n n n
Sa=Y Xe=) (2X{—1)=2)Y X{—n=2B,—navec B, — %(n,p).
k=1 k=1 k=1
$n(Q) C [=n,n].

Sike[-n,n] P(S,=k)=P2B,—n=k)=P (Bn = %(k—l—n))

Si k+n est impair, P(S, =k) =0 sinonk+n=2jet P(S,=k)= (n

E(S,) =2E(B,) —n=2np—n=n(2p—1). !
V(Sn) = 4V(Bn) = 41’1])(1 _p)'

4) Ily a plusieurs méthodes. En voici une (simple) :

)pj(l—p)"_j-

function y=S(n,p)
u=0
for k=1:n
if rand(O<p then u=u+1 else u=u-1 end
y=u
endfunction

Corrigé exercice 95 HEC 2008 oral voie E
1) Question de cours : pas de probleme, tout est maitrisé (en principe).

2) X;(Q) ={0,1}. On peut avoir une intuition, mais pour déterminer la loi de X; ri-
goureusement, procédons par dénombrement. Prenons Q [’ensemble de toutes les

2
parties a n éléments pris dans les 2n boules initiales. Card(Q) = ( n)
n

(X; = 1) est I’ensemble de ces parties contenant le numéro i. Card(X; = 1) =

2n—1
1
()

2n
pone PX=1) = (2<)1) - T i
n—1

1
On peut conclure X, — A (§>

3) Commengons par déterminer la loi de Z = XX .

2n—2 2n—2
Orlprocédedeméme:Card(Xi:lﬂijl)zlxlx(n 2>:(n 2).
n— n—
(2n—2)! nln!  n(n—1) n—1

P(Z=1)= —
Z=1= 00t “ @)~ 2= 1) 20 1)
X X B n-1
£ 22n—1) )"
n—1 .
Donc E(XiX;) = =————. Puis

2(2n—1)
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n—1 1 2(n—1)—(2n—-1)
X, X)) =EXX;))—-EX)EX/))==—————-=
Cov(X;,X;) = !
) =T don—1)
4) a: Onaimmédiatement S = Z kXy.
k=1
n 1 n
—E k;ka k;kE X;) = 5;
1
Donc E(S):n(n: )
n
V(S) = Y VkX)+2 Y, Cov(iXi, jX;)
k=1 1<i< j<n
Y i+ ¥ ‘
g T o)
k=1 4 1<i<j<n ( 1)
1 n 1)(2n+1 1
_ La @i+ Y i
4 6 2(2n—1) 1<t i<n
Calculons la double somme A = Z ij.A= ZZZ]—Z]X
1<i<j<n j=li=
1 3.
5(213—12>
j=1
1 /n?(n+1)? nn+1)2n+1) 1
A=— — 1 3 1)—2(2n+1)).
(7 20D = L (nl 1) x Gnn +1) 20204 1)
1 ) 1
A—ﬁn(n-l-l)@n —n—2)—ﬁn(n—l)(n+1)(3n—|—2).

V(Ss) = 21—4[n(n+1)(2n+1)]— n(n—1)(n+1)(3n+2),

48(2n—1)
= D RE—1)@n4 1) = (= 1)(3n+2)]

48(2n—1)
1
= oo 1)(5n°
Ban—qy" DG
1 n?(n+1)(5n+1
Apres ces calculs assez peu sympathiques V(S) = %n (n-; )(ln—l— )
n_

5) Z(Q) = [0,n].
Notons Y le nombre de boules ne portant pas le numéro 0.

n
Y=Y XpetZ=n-Y.
k=1
1 1

n
DoncE(Z)=n—Y E(X;)=n—nx =",
onc E(Z) =n Lz (Xk)=n nxs =y
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Pour la loi de Y, on peut dénombrer : (Z = k) signifie “choisir k boules numéro 0
parmi les n portant le numéro 0 puis n — k parmi les n autres.

Vke[0,n] P(Z=k) = M E@Z)="
<2n) 2

Les initiés auront reconnu, pour Z, une loi hypergéométrique de paramétres 2n, n

1
et -

5

Corrigé exercice 96 HEC 2008 oral voie E

1) Pas de probleme pour la question de cours.

2) On sait que M, est un estimateur sans biais de E(Z;) =
Posons Y,, =2M, — 1. E(Y,)) =2E(M,) — 1 = N.
‘ Y, = 2M,, — 1 est un estimateur sans biais de N ‘

1
car Zk — 02/[[171\]]}.

3) Onpose S, =max(Zy,...,Z,).

a: X,(Q) =[1,N]. Si on note F, la fonction de répartition de S,, on sait déja que
F,(k)=0sik<O0etFy(k)=1sik>N.

Sike[1,N] (X <k):(Zl<k)ﬂ(22<k)ﬂ...(Zn<k)d0nc
)=

F(k

(v)

Fi(k)=0sik<1, Fy(k)=1sik >N et F,(k) = (%)nsike [1,N]

P(S, <k)= HP k) par indépendance des Z; et ainsi, F,(k) =
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b: Question tres classique, rencontrée déja plusieurs fois dans ce recueil.

— ]Zvlk(P(Sn > k) = P(S, > k+1))

M=
5

E(T) =
k=1 k=1
N N
= ) kP(S Z kP(S, > k+1)
k=1
on décale d’un cran l'indice dans la 2-eme somme
N N+1
= Y kP(S, = k)= Y (k—1)P(S, > k)
k=1 k=2
N N+1 N+1
= Y kP(Sy=k)— Y kP(Sa=k)+ Y P(Sa>k
k=1 k=2 k=2
N+1
= 1PY=21)—(N+1)P(Sy =N+1)+ Y P(S, > k)
k=2
N+1 N
= 1-0+ ) P(Su=k)=) P(S.>k
k=2 k=1

c: D’apres ce qui précede

_ ile(Sn >k = Z [1— P(Sp < k)]
k=1

k=1
N
= N=) P(S,<k—1)
k=1
N k—l)”
= N-— -
% (%
N—

I
=
|
-
Il
o —
N
==
N——
S

Continuons en comparant la somme a une intégrale.
N—1

Posons A, = Y (]fv)n et f(x) = (%)"

k=0
f est continue sur R™, positive et croissante.

Pour toutk € [O,N — 1], six € [k,k+1], f(k) < f(x) < f(k+1). En intégrant,
k+1 k+1 k

+1 k+1
[ pwdr< [ ) dx< /k Skt 1) dxdone f(k)< | f(x) dx <
Flk+1)

N—1
On somme A, = Zf Z /k+1f dx—/ f(x)

Notonsln—/ f(x)dx I _/0 (%)n dx = [nil <%>n+l]:’:n:\jl.

N
Donc A, < s
n

ou encore, —A, > —
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N
E(S,)=N—-A,>N— P C’est I’inégalité attendue.
n

N
On a donc que N — ? < E(Sy) <N, donc, par le théoréme d’encadrement,
n

lim E(S,)=N.

n——4-oo
Cela signifie que S, est un estimateur asymptotiquement sans biais de N

Corrigé exercice 97 HEC 2009 oral voie E

1) Question de cours : pas de probleme. On pourra énoncer les deux formules, pour
un systéme complet d’événements (A;)icy ot I est un ensemble dénombrable d’in-

dices :
P(B) =) P(BNA;) =Y Py (B) P(A)
icl icl
; . . 1
2) Au départ, le client choisit au hasard donc pr=qi=n=3

3) Pourtoutne N*, p,+q,+r, = 1.

4) On peut traduire les hypotheses par le graphe de transition suivant :

En suite, on utilise le systéme complet d’événements (A,,By,C,).
Pnt1 =P(An11) = Pa,(Ani1)P(An) + P, (Aps1)P(Bn) + Fc,(Ant1)P(Cn)

1 1
= 3P(A) +0P(By) + 5P(Cy)
1 1

AT
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5)

6)

De méme :

qn+1 =P(Buy1) = Pa,(Buy1)P(An) + P, (But1)P(By) + Fc,(Bni1)P(Cy)
= lP(An)-I-lP(Bn)—f—lP(Cn)

3 12
T
3 PnTnT Ay

n+1 :P(CnH) - PAn(CnH)P(An)+PBn(Cn+1)P(Bn)+PCn(Cn+1)P(Cn>
1 1
= §P(An)+OP(Bn)+§P(Cn)
1 1

= gpn+§ 'n

On peut remarquer (ce qui rendra de grands services) que ces relations sont aussi
valables pour n = 0 en prenant po = 1, go = 0 et ro = 0. On peut résumer cela en
écrivant :

DPntl 1/3 0 1/12 DPn 1
Vne N gn1 | =1(1/3 1 7/12 gn | avec Xy =10
Fal 1/3 0 1/3 n 0
Soitn >2 _1 + : = : + !
oin =z 4L pp= 3pnfl 12?‘,1,1 =\Tn 31‘,1,1 127‘,1,1.
1
Donc Vn>?2 Pn:’”n—zi’n—l

Cette formule est encore vraie pour n = 1.

1 1 1 1 1
Pourn > 1 rn+1:§pn+§rn:§ Tn = g Tn—1 +§rn-
2 1
Donc Yn>1l ryp = §r" — Ern_]

La suite (ry)ncn est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, initialisée par ro = 0 et
ry = —-.
) 1
L’équation caractéristique s’écrit : (E) xr— §x+ T =0.
1

(E) ~12x> —8x+ 1 = 0. On trouve A = 4 et deux racines x| = S =g

1\" \"
On a donc r, = a (—) +b (—) . On trouve a et b avec les conditions initiales

2 6
1
rO:Oetn:g
at+b =0
Donc 1 +1b _1
29767 T3

1\" \"
Cela donne a =1 et b= —1. Donc Vne N rn:(§> _<6)
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Ensuite nous utilisons la relation de la question 5, pourn > 1 :

R T A A 1"*1+1
P = Tn=yTn-1= {75 6) 4\2 4

SONEINAICH!
SO

1 n—1
i)

1
Cette formule est également valable pourn=0donc|¥N\n € N p, = > (—

1
2

)

1

6

;

7) Il ne manque plus que q,. On utilise g, = 1 — p,, — 1.

3/1\" 1/1\"

" "
On sait que lim (5) =0et lim (8) =0. Donc

n——+oo n—r—-o0

lim
n—-+oo

pn= lim r,=0et
n——+oo

li =1
im_gn

n—r

0
C’est logique car | 1 | est un vecteur invariant de la matriceA et correspond a un
0

état stable de la chaine de Markov.

Corrigé exercice 98
1) Question de cours : pas de probleme.
2) Soit x un réel de 10, 1].

HEC 2009 oral voie E

a: C’est une question trés classique, pas tres détaillée par contre ici.

n—1
En préalable convient de se souvenir de : ¥t € R— {1} Z * =
=0

X ] — " X n—lk
dt = / t dt
/0 l—1 0 ,;6

n—1 X
= Z/ * dr
k=00

n—-l  k+1
= k+1
n xk
= — c.q.fd.

k=1 k

1 —1"

b: Posons R, :/ drt.
o 1—t .
Sit €0,x] l—x<1—¢t<1donc < et enfin

1—¢t " 1—x

1—¢"
1—¢t°
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tl’l
l—x .
On integre pour t variant entre 0 et x (bornes dans le bon sens) :

X tn 1 X n
0</ I dt < / "dt donc O<R,<
0 0

—t 1—x I —x
Or lim =0 car x €]0,1], donc lim R, =0.
n—+eo | —x n——-oo
ik 11" 1 ot
: —= dt= | ——dt dt = —In(1— dt.
¢ ;k /0 11 /ol—t Th1= n(
n xk
D li — = —In(1 —x).
oncnirfwg . n(1—x)

Cela prouve la convergence de la série de terme général ? ainsi que l’éga-
lité :

+
Z%:—lnl— X)

3) Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q, </ , p) qui
suit une loi géométrique de parametre p (0 < p < 1).

0 Y ==
n pose X

a: X(©) = N donc Y(Q) = % ke N,

Vk € N¥ P(Y:%) =P(X =k)=p(1—p)<.

b: On utilise le théoréeme de transfert.

E(Y) existe si et seulement si Z —P(X = k) est absolument convergente.

keN*
Convergence et absolue convergence sont identiques, ici ,car Y est positive.

1. [ a=p)f p
kgfﬁka(X_k)_(,; km )Xl—p
(1—p)"

we _ (1-p)*
o On a alors T = 2
12

Posons u;, =

Ce dernier terme tend vers O quand k tend vers oo (évident si m > 2, par
domination de la fonction exponentielle sur la fonction puissance sim = 1).

1
Donc u, = o (k ) donc Y uy converge. |NVm € N* E(Y™) existe

e Quandm:I,E(Y):(Jioo_kp)k)xlp = —In(1-(1-p))x -2

k=1 -p 1—p

= —pIn(p)

D E(Y
onc ( —

Corrigé exercice 99 HEC 2009 oral voie E
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1) Question de cours : pas de probleme.

2)

3)

4)

a:

: X, > 9(b) EX)=-

51(Q) = {=1,0,1}. P(Si = ~1) =n, P($1=0) =7, et P(Sy = 1) = b
E(S))=—n+b.E(S3})=n+bdoncV(S))=E(S?)—E(S))' = (n+b)— (b—
n)?.

S(kr) =kE(S1) = k(b—n) du fait de la linéarité de E.

V(Sk) = kV(Sl) =k[n+b—(b—n)?| dufait de I'indépendance des Z;.

E(t5) = Z t P ). Mais cela ne donne pas grand chose.
i=—k
15 =121t F 2 =2 otk

Du fait de 'indépendance E(t%) = E(t?1) x ... x E(t%) = E(t5)F
Or E(t5) =7 P(S1 = 1) +1P(S1 = 0) +1'P(S) = 1) = T+ r+ bt

k

Donc gi(t) = E(t5%) = <?+r+bt

+k
Reprenons g (t) = Z t'P(Sy = i).
=k
i=k l
g.( Z it' P(S; = i) donc g (1 Z iP(S =E(Sy) c.q.fd.
i=—k i=—k

g.(1) :k(_t_2 +b> <?—I—r+bt> ~ donc g (1) =k(b—n)(n+b+r)!
Comme n+b+r=1, g (1) =k(b—n) cela marche.
1

—-b
V(X))=——=n+rb

b b

: Soit Ay I’événement « tirer ue boule rouge aux k — 1 premiers tirages ».

k—1
r . . .
Px,—i(Ax) = <r—|—_n) car, durant les k — 1 premiers tirages, on ne tire que

des rouges ou des noires)

Py ax=i= () (- O N N =1
Fra= U= n+r r+n “\r+n i )"

: On utilise la formule des probabilités totales :

=) ng((xl—k) (W =0i)P(X; =k) = f (rin>ki <k7 1) rnk b (n 4

k=1

c N (RN o
P(W:l):Z ;o b

: oSik>1, (X =kNY; =) sont les tirages du type (1,1, ..., /,0, F,Fy... .V ... ...

Donc P(X; =kNY; =1)=rF 1 xnx (n+r)~* 1 xb

eSik=1, PXi =knY1=1)=0

oSik<l PXi=knYi=0=r1"xbx(b+r)""1xn

Il est clair que P(X; =1NY;=1)=0#P(X; = 1) x P(Y1 = 1, donc X et Y,
ne sont pas indépendantes.

: Sir=0, pas de rouge.

ePX;=1NnY=0)=b"1n  sil>1
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e PX;=knY =1)=0  sil#letk#1
e P(X; =knY))=n*"1p sk>1

EX1 Y1) = Y (xy)xyPXi=xinYy=y;) =Y IPX; =1NY, =)+ ) kP(X; =kf
I>1 k>1

g 1 1
= Y L o= 1 ek
1;, kg’z (1=10)? (1—n)?

n b I 1 1

B A T
: 1 1 1
Ensuite, C(Xl,Yl) :E(XlYl) —E(Xl)E(YI) = % —1— r_z X l_) =-1
COV(Xl,Yl) =-1
Corrigé exercice 100 HEC 2010 oral voie E

1) Question de cours : pas de probléme. On pourra citer le fait qu’une loi géométriques
est “sans mémoire” .

2) a: Ty est le nombre d’années pour obtenir un succes, dans une répétition d’expé-

riences identiques et indépendantes.

Donc Ty, — 9 (p).

T,(Q)=NetVkc N*  P(T,=k)=4'p

b: T htelﬁelliﬂ(Th).

TQ)=N"P(T<k)=P(T1 <kNTa<kN...NT, <k)=P(Ty <k)xP(Tr <

k) x...xP(T, <k) par indépendances des Tj,.

Or P(Tj, < k) = 1—P(T}, > k) et P(T}, > k) = ¢~ car cela veut dire que I’on a

k échecs pour commencer.

Donc P(Tj, < k) = 1 — g~ et donc P(T < k) = (1—4")".

Pourk>2, P(T=k)=Pk—1<T<k)=P(T<k)—P(T <k-1)

donc P(T =k) = (1—gF)" — (1 —gc= 1),

Pour k=1, P(T = 1) = p". La formule précédente marche encore.
T(Q)=NetVkec N P(T=k)=(1-g¢")"—(1—-g"")

3) a: Onsaitque, sixe€]—1,1], Nlim NxN =0 donc, comme ¢* €]0,1], NliIE N(q") =
—>—to0 —

Sx donc lim Z (Z) (— DN =o.

N—>+ook 1

N
b: Posons Sy = Z (¢~
=1

N-1 k\N
_1-(q)
i—0 —q |
or lim (YN =0 donc lim Sy =

N—+-o0 N—+o0 1 —gk
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n (N N i n L (n 1
Ainsi lim —1 J= = —1 .
insi NL*""kE:l( ) (k> Z '(q ) 2,( ) <k) k
Ou I’énoncé nous entraine-t-il ?

¢: La question est ambigué. On essaye d’avancer.
Sous réserve d’absolue convergence (donc de convergence ici) :
oo +oo
E(T)= Y kP(t=k)= Y k|(1-¢)" = (1-¢")"].
k=0 k=1
Notons Ay la somme partielle de rang N de cette série.

N N
Ay = Zk(l—qk)"—Zk(l—qk_])" onposej=k—1
k=1 k=1
N N—1
= Y k1—-¢"=Y (i+1)(1—g')"
k=1 Jj=0
N N—1 N—1
= Y k(1—-¢"= Y k(1-¢" =Y (1—4""
k=1 k=0 k=0
N-1
= NI-g") - ¥ (1—¢")
k=0
Or
N—1 N—1 n
1— kyno —1)/ n k\Jj
kZE)( v k—OjZE)( >(J>(CI)
n N—1 )
= Y Y (-1
j=0 k=0
n N—1
_ () (
LYoy (1)@
n n N )
= Y (M) @)

Pl

I
1=

T

[E—

N—

.
AR
N N

M=

—~

1)

=~

~

T

+

VS
o S
N—

=

[E—

b

.
Il
—_

k=1 j=1 j=1
n n N

= YO Ryt
k=1 j=1
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k=0
- (n knr( SN
= N+ 3 ()
k=1 k
— Nd’apresa:
Donc
- AR
lim Ay = N+0— lim —1 I7P—N
Ni+oo N + N;+ook;1< ) <k) J_Z’l(q )
! n 1
gor()
k=1 k) 1—q*
L k n 1 . )
On a donc E(T) = — Z (—1) - 1l est possible que la solution at-
k=1 k) 1—q
tendue ressemble a cela, mais ce n’est pas certain. cette question est assez
surréaliste.
Corrigé exercice 101 HEC 2010 oral voie E

I) Question de cours : pas de probleme..
1I) Soit g la fonction définie sur R™ a valeurs réelles telle que :

Vx €]0,400[ g(x) = x(Inx)?
1) gest C™ sur R™.
Ve R ¢/(x) = (In(x))2 4xx 2 )—lcln(x) — In(x) [In(x) +2].
Pour x > 1, g'(x) > 0 donc g est strictement croissante et continue de I =]1,+oo|
dans g(I) =]0,+oo|.

Donc g réalise bien une bijection de |1,+o0[ dans |0, +oo|.
Soit h la bijection réciproque de la restriction de g a 'intervalle |1,+oo|.

2) a: Soitx>0.
In(h(x))+2In(In(k(x)) = In [h(x) x In (ln(x)z)}

= In[g(Inx)]
= In(x) car goh=id c.q.fd.

b: Remarquons tout de suite que, d”apres cette relation, In(h(x)) < In(x) quand
x voisin de +-oo.
Par ailleurs g (h(x)) = x donc h(x) (In[h(x)])* = x donc

X

h(x) = —————
¥ [In(h(x))]”
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Cherchons un équivalent de In(h(x)).

In([In(A(x))]

D’aprés notre remarque, In([In(h(x))] < In(In(x)) donc 0 < () <
x
In(In(x)
In(x)
| In(1
Or lim n(u) donc, en prenant u =1In(x), lim n(In(x) =0.
U—rtoo Y x—+eo In(x)
In([In(A
Par le théoreme d’encadrement, lim M =0.
x—+e  In(x)
In(h In({In(A In(h
En utilisant 2) a, on en déduit que n(A(x) = —ZM etdonc lim n(h(x) =
In(x) In(x) x—+oo In(x)

1

Donc In(h(x)) ~In(x). On peut donc conclure h(x) ~ 5 quand x tend vers +eo

(In(x))

I11) Soit X une variable aléatoire de densité [ définie par :

1 1
silx| < —etx#0
fx) =4 2g(|x]) e
0 sinon
1) Pour tout x € R, f(—x) = f(x) donc f est paire. f est positive et continue sauf
1 1

éventuellement en x; = —— et xp = — et x3 = 0.
e e

~+o0
1l reste a vérifier que f(t) dt = 1. Sous réserve de convergence

oo 1/e 1 1/e 1 '
/_oo f(t)dt= 2/0 220D dt = /0 ()2 dt  (impropre pour la borne 0).

/el/e t(ln}t))z dr = [E] " avec u = In(x)

— 1 quand € — 0

Donc f est bien une densité.

t 1
2) Pourt €]0,1/e] = 5 tend vers 0 quand t tend vers 0. On peut donc

g(t)  (In(r))

prolonger la fonction t — t f(t) en 0.

1 1
Elle est impaire, continue sur le segment [——, —I——] , donc ‘ E(X) existe et E(X) =0 ‘
e e

3) Sit€l0,1/e] t2f(t) = fonction prolongeable par continuité en 0.

L
(In(r))?

Donc E(X?) existe et X posséde une variance.
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Corrigé exercice 102 HEC 2010 oral voie E

1) Question de cours : classique et sans probleme.

2) Y(w) = [1,n]. On notera g =1—.
On utilise le systeme complet d’événements (X = i);c[o,,)- Pour k € [[1,n]], la for-
mule des probabilités totales donne :

PY=k) = ZP(X:,-) (Y =k)x P(X =)

= Px_o)(Y =k)xP(X =0)+ Zn:P(X:i)(Y — k) x P(X =)

i=i

1
= Z an+P(X:k)(Y:k) XP(X:k>

n

_ Q_+(>pkan %1
n k

Done  |Y(Q) =[l,n] et¥kev(©@) Pr—k =L+ ("> phg*

n k

n n
Or, on sait que Z k(Z) k Z k( ) kg =k = = np (espérance d’une loi bi-
nomiale).
DoncE(Y):np+q—xn<n; ) E(Y):np—l—w
n

4) a: On traduit la probabilité conditionnelle :

P(Y =kNX #0)

frol=0 = " z0)
= (X;O ZPY kNX =)
= —1_P&:0)><P(Y:kmxzk)
_ —1_P&:0)><P(X:k)
(e
I—¢"
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! 1 /! n _
Y /X#0)= Z x0)(Y =k) = nZk( )pq""
k=1 =
On peut donc conclure E(Y/X#0)= ; np .
—q
Corrigé exercice 103 HEC 2010 oral voie E

1) Question de cours : Pas de probleme. Pour la variance, ne pas confondre définition
et formule de Huygens. Concernant l’interprétation, on citera la notion de moyenne
et d’écart quadratique moyen de la variable aléatoire a sa moyenne.

2) Soient a et b deux réels tels que a < b. On considére une variable aléatoire X
(discréte ou possédant une densité) prenant toutes ses valeurs dans 'intervalle [a, b]
et ayant un moment d’ordre 2.

a: En notant m = E(X), V(X) = E((X —m)?) = E(X?) — m? (formule de Huy-
gens).
E([X —21]?) =E(X?-2AX +A%) = E(X*-2Am+E(X?).
On obtient donc un trindme du second degré - P(A) =A% -2Am+E(X?)
P'(A) =2(A —m) et P(m) = E(X?) —m?> =V (X).

A —oo m —+o0
P'(A) - 0 +
P \ /
V(X)
On a donc bien : VAER E((X—-1)%)=V(X)
b: Enprenantl:a—;b (X—21) < b;a.
Donc (X —A)* < (b- 1 a)’ .
)2
voo < -a< P20

C’est le résultat attendu.
3) Dans la suite, X est une variable discrete ayant un moment d’ordre 2.
a: On suppose que X suit une loi uniforme sur {a,b}, c’est a dire :
1

P(X =a)=P(X=b)= 3

a+b
2

V(X)=E(X*)-E(X)*=

1 1 a?+b?
EX*)=d*x-+b*x = :
’2( 2) . ij 272

b b]> 1
";L _{"; } =2 (2@ +b%) = (@ +2ab+ )]

Donc V(X)@. c.q.fd.

Dans ce cas E(X) =
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b: Etude d’une réciprogue : on suppose que V(X)=

(b—a)’

4
b b—a\?
Onadoncﬂ,:%, et(X—?L)zz ( 2a) , d’apreés 2) b.

a+b b—a a+b a—b b
= ouX —

Donc X — ,doncX =bouX =a.

Donc X(Q) C{a,b}. V(X) # 0 donc X prend au moins deux valeurs distinctes
donc X(Q) ={a,b}.

Si P(X =a) = p, E(X) —ap+b(1—p) = =

b donc2p(a—b) = (a+b)—2b

1
donc p = > X suit bien une loi uniforme sur {a,b}.

4) L’écart quadratique moyen de X a E(X) est majoré par I’écart quadratique de a

a b sur 4. Cet écart est un maximum, atteint uniquement pour la loin uniforme sur

{a,b}.

Corrigé exercice 104 HEC 2010 oral voie E

Une fois de plus, on retrouve dans cet exercice une une situation rencontrée assez récent-
ment dans un autre exercice. Ici, on donne la loi du couple pou démarrer, au lieu des lois
de X etY sachant X = k.

1) Question de cours : pas de probleme.

2)

b: Immédiatement (sans calcul) E(X)=np

a: Commencons par la loi de X.

eSij#0:P(X ZP —ij:k):(’f)qun—j
j
qi’l
'Sii:o-'P(X—O)— PX=0NY =k)=nx--=q"
k=1

Donc X < AB(n,p)

LoideY : soitk € [[1,n].

PY=k = ZP(X:jﬂY:k)

3) Soit j un entier tel que 0 < j < n
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0 sik#jetj#0
PX=jnY =k 1
a: Px_j(Y=k) = (P(X:j) ): . sij=0
1 sik=j#0
E(Y/X=))= Z = k).

e Si j=0,laloideY estlaloiuniforme sur [[1,n]] donc E(Y /(X =0)) =
e Si j#0,Y = j(constante) donc E(Y /(X = J)) = J.

n+1

4) a: PX=1nY=1)=,lpg" " =npg"".
n
n

PX=1nY=1)=PX=1)xPY=1) = L tnpg'=1

n
Posons f(x) = ol +n(l—x)x"1+1 pour x € [0,1].

n
) =x""1T4nn—1)x"2 =" =nn—-1)x"24+x""11-n?)= (n—
Dx" 2 (n— (1 +n)x).

* 0 n—T—l I
1(x) + 0 —

M
T T

n nn—l n nn—l
M= - = 1<0
f(n+1) O e R eV

Donc f(x) = 0 est impossible. 1l en résulte que P(X =1NY =1) # P(X =
1) X P(Y = 1) et donc X et Y ne sont pas indépendantes.

b: Cov(X,Y)=E(X ) E(X) (Y). On sait que E(X) = np.

ZikP( qu +Zk(> kg,

k=1
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_ Zn (P koak Tt
D E(Y — z =
onc n Z <k)pq > q +np

E(XY) = jXkP(X =jNY =k)

M=
M:

—.
Il
(e}
T
—_

JxJjPX =jnY =)

I
M:

.
I
—_

I
i oS
~.
[\S)
i)
>
I
=

Il
=

e
N

Donc

Cov(X,Y) = E(X>)—EX)EY)=V(X)+EX)?—EX)E(Y)

1/(n—1)
Cov(X,Y)=0+=¢" ' = ni = qg= (ni)

c: Que conclure ?

Corrigé exercice 105 HEC 2010 oral voie E

1) Question de cours : pas de probleme. Ne pas confondre la définition et le fait que
c’est E(X"), sous réserve d’existence (résultat du théoréme de transfert).

2) Cela commence en douceur. On calcule ou on devine : \A =letB=-1 ‘

3) a: f est positive (a condition que k soit positif) et continue sur R sauf éventuel-
lement en 1.

—+oo
Donc f est une densité < / f(t)dr=1.

rydi=k [ d
(0] = t
). S0 /1 l—H

Posons J(A) = / dt pour A > 1.

1 t(1+1)

J(A) = /IAG—l_H) / /I—H

- [1n(t>—1n(1+;)]1
= In(A) —In(1+A)+1In(2)

~ In (%) +1n(2)
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A
J Iim In{ —— ) = li A) =In(2).
On sathueA_lerrlw n(l—l—A) OdoncAirerle( ) =1n(2)

1
In(2)

Donc f est une densité pour k =

Pour donner I’expression de la fonction de répartition F de X, les calculs sont
déja effectués ci dessus.
Pourx < 1, F(x Oetpourx>1

/f Ndi=1s (1n(2)+1n(liﬂ)):1—1n(ljx>xlngz).
F) = 1—1n<1—|—)—1c>><1n(2) e

= +oo
b: / £ di = k/ o
: 1+r

Or cette derniere intégrale diverge (il suffit de remarquer que

six>1

1 1
1+t t

voisinage de +o0). Donc ’X n’admet pas d’espérance ‘

4) a: X(Q)=[1,4oo[ donc T(Q) = N.
Soitke NT =k<— k<X <k+1donc:

PT=k) = — /:Hf(t) dt:lnzz) [m(t)—ln(tﬂ)]i“

— L (in(k+ 1)~ In(k) — In(k+2) + In(k+ 1)

In(2)
1 (k+1)?
B 1n(2) k(k+2)]
_ L[R2k
B 1n(2) | k(k+2) }
1 [ 1
= me) " _l+k(k+2)]
b: Onsait que Y P(T = n) = 1d In(1 =1In(2
: nsaltquenzzll (T =n)=1donc Z n( + +2>>— n(2)

5) On a tout de suite : Z(®) =]0,1]. Notons G la fonction de répartition de Z. Si

x€]0,1] :
Glx) =P(Z<x) = p< gx)_P(X%)
_ 1—F()—IC>:1—{1—ln(1+x)xln;2)}
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0 six<0
In(1+x) .

G(x) = ) si x €]0,1]
1 six>1

6) Cela devient long...

a: Y est la partie décimale de X. Y (Q) = [0, 1]. Soit x € [0,1].
On remarque que Y < x =J; =7 (k < X <k+x) (réunion disjointe).

—+oo
PY<x) = Y Pk<X<k+x)

- fF(Hx)—F(k)
k=1

_ ;( —ln( kix)xlngz)—H—ln(l—F%)Xlnzz))

1

_ k
= () Ln 1

k=1 1
+k+x

1 & ((k+x)(k+1)
T Q) Zln( k(k+1+x) )

k=1

Regardons la somme partielle de cette série :
i (k+x)(k+1) _ n (1+x2) (2+03) ~ ((N+x)(N+]1
= k(k+1+x) B 1(2+x) 23+x)) N(N+1+x)

= In {(1+x)>< N+l 1

N+1+x
tend vers 1In(14x) quand N — o0

Donc ‘ Y a méme loi que Z ‘

1
b: Une densité de Y est définie par g(x) = —— six € [0,1] et O ailleurs.

1
In(2) 1+x
Pour tout r € N, x"g(x) est intégrale entre O et 1 donc Y admet un moment
d’ordre r.

L1 T 1
¢ Em:/o In(2) 1+xdx:1n(2)/o (1_1+x> dx
(1-m@) |E0) =

L
~ In(2)

Corrigé exercice 106 HEC 2010 oral voie E

1) Question de cours : pas de probléeme.
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2) a: Lavariable Z, est un estimateur sans biais de référence de E(Z), donc de 0.

b: Le risque quadratique de Z,, est sa variance, car c’est un estimateur sans biais.

V(Z,) = n—12V (i%’)) = n_12 i V(Zj)=-
3) a: Zﬁj Zﬁj

Donc E(Yn):0<:>2[3j:1
=1

b: On utilise la linéarité de la covariance sur les deux composantes :

. n 1 n
Cov(Z,,Y,) = Cov (Zﬁ,zi,—sz>
i=1 niz

1 n
= - Z Z BiCov(Z;, Z))
iz =1
1 n
= Zi BiCov(Z;,Z;) par indépendance des Z;
=

= Ly v

ni=

1 n

ni=
_ 1
o n

— 1
Pourquoi recalculer V(Z,) ? On a déjavu ( Z,) = —
n

7 = 1 1

V(¥n—Zn) =V (¥n) +V(Zn) = 2Cov(¥p, Z) = V (%) + — =2~
1 = _ 1
DoncV(Y,)=—-+V(Y,—Z,) > -
n n

On abienV(Y,) >V (Z,)
Autrement dit, Z, est le meilleur estimateur sans biais de 0 de la famille des
Y,.

n
4) U, est de la famille des Y,, donc Z o; = 1.
i=1
1 _
V(Un) = V(Ui =Zn) =

Donc V (U, — Z,) = 0. Cela signifie que U, — Z, est une constante C avec une pro-

babilité égale a 1.
Donc E(U, —Z,) = C et donc C = 0 — 0 = 0. On a bien U, = Z, avec une proba-
bilité 1.

Corrigé exercice 107 HEC 2010 oral voie BL
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1)

a: Question de cours : pas de probleme.

Ne pas confondre la définition, Cov(X,Y) =E (X —E(X))(Y —E(Y)) avec
la formule de Huygens.

: Cov(X,Y) = Cov(X,N—X) = Cov(X,N)—Cov(X,X) = —V(X) = —L = —2
p
1
car N est une constante et p = q = > Cov(X,Y)= -2

Evidemment, X et Y ne sont pas indépendantes.

1
2) On suppose que N suit une loi géométrique de parametre >

a: X(@) = N. On utilise le systéme complet d’événements (N = k)cp et la

formule des probabilités totales.

~+oo

() () -()

1
Donc PX=0)= 3

1
: Par les mémes calculs, on trouve P(Y =0) = 3

1
PX=0)xPY =0)= 5 Et (X =0NY = 0 est impossible donc P(X =
0NY =0)=0.
Donc X et Y ne sont pas indépendantes.
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3) a: X(Q)=Y(Q)= N. On procéde de la méme fagon. Pour k € N :

PX=k) = :i‘;P(N_n) (X =k)P(N = n)
-2 () (G) <y

_}L«Foo n! n
¢ n;)k!(n—k)!n_! (5)
S B B A
-y - ~
¢ ,;k!(n—k)!n! (2)
(5)
er i\ 2
3

onaposéi=n—k

A
On peut conclure X— 7 (—) EX)=V(X)= ) de méme pourY

b: On utilise le fait que X +Y = N, donc V(X +Y) =V (N) = A.
A A
OrCov(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) = E+E+2COV(X,Y) =1+
2Cov(X,Y).
Donc Cov(X,Y)=0

¢: Comparons P(X = iNY = j) avec P(X = i) x P(Y = j), pour (i, j) € N>.

PX=inY=j) = PX=iNN=i+j)=Py_i;(X=0)xP(N=i+))
c i+ i+j
_ (it (1 oh AT
i ) \2 (i+j)!

i+j
_ L(l) o h it
ijr\2

(l ' AN/

5 G e e

Par ailleurs, P(X =i)x P(Y = j) = e M2 ATL o A)2 - jl= e = .
i! Jj! ijl o\ 2

On a donc égalité. ‘Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ‘

Corrigé exercice 108 HEC 2011 oral voie E
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1) Question de cours : donnons la définition ici pour préparer la question suivante.
f est une densité de probabilité si f est positive sur R, continue sur R sauf éven-

tuellement en un nombre fini de points, et f(t)dt=1.

o)

2) Ici, f est bien positive, continue sur R. Vérifions que / f(t)dt=1.

—00

On remarque que f est paire donc, sous réserve de convergence :

/ F(t) di = 2/ F(t) di = 2/+w:dt /+Doe_’dt.

Or cette derniere intégrale est [’aire sous la courbe d’une densité d’une loi expo-
nentielle & (1) et vaut donc 1.

f est bien une densité de probabilité.
~+oo
3) a: Sousréserve d’absolue convergence (donc de convergence) : E(X) = / tf(t)dt.

1 oo
Au voisinage de +oo, tf (1) = Ete" et on sait que / te ' dt =1 (espérance
0
de la loi &(1)).

On sait aussi que t — 1 f (t) est une fonction impaire, donc | E(X) existe et E(X) =0

b: Calculons, en utilisant G la fonction de répartition de la loi &(1) :

| e
PX>t—s) = f( ) dx= 2 e dx

t—s
1 1

_ L B _ 1 1 (=)
S (1-Glt—9) =5 (1 (1-e >>
es—l‘

2

1 —t
_PX>tNX>s) PX>1) ¢
Fiss)(X > 1) = P(X >s) CP(X>s) le_s

Donc Py~ (X >1) =" #P(X >1—5)
4) Posons hy, : t+— f(t) <1 +1 e’"|t|>.
X 1 1 X 1
hy, est continue sur R. H,(x) :/ 5 eIl <1 +1 e_"M) dt = 5/ <e_‘t‘ +re Il +")) dt

Posons J(A) = e dt
sy = [e]" = e —eh). lim s(4) =~ e
a A a ) A——oo a

X
Posons K(A) = / te” dt
A
On utilise une intégration par parties :
1 x o1 1
K(A) = - [te‘”] - —/ Wt = — (xe“x — Ae™ —J(A))
a A alp a
xe® e**

Donc hm KA)=———.
—oo a a
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On utilise ces résultats pour a=1eta= (n+1).
xe<(1+n) e(14n)
1+n  (1+n)?

1
Donc, si x <0 H,(x) = 5 (ex +

l 1
2" (1+n)*

1
En particulier H,(0) = 5~
Pour x < 0, Hy,(x) 2/ T tte” H”)) dt

On peut utiliser certains resultats de cours sur la loi exponentielle.

* 1
/ e Udt=—(1—e*)
0 a

o —at 1 —at * x 1 —at 1 —ax 1 —ax
/ te dt:——[te } —l—/ —e Mdt=——xe "+ (- ™)
0 a 0 0 a

a a
On utilise ces résultats poura=1eta= (n+1).

Hn(x) = Hn(O) —l—l (1 —e ¥ — xe*X(l+n) + 1 (1 - ex(n+1))

2 l+n (n+1)2
R R R U P D 1 1
T 2 2 U 272 T2me™ T2 2t 1n
_ 1_2_ 1 xefx(n+1)_;efx(n+l)
2 2(n+1) 2(n+1)?

Ces calculs ne sont pas tres intéressants et rien ne permet d’en vérifier la validité.
5) Cherchons la limite de H,(x) quand n tend vers +oo.

. . I
Six <0, nL‘TooH"(x) =5e"

Six>0, lim =1—=e .
n——+oo 2
Cherchons la fonctzon de repartztlon F de X.

Six<0, F(x / —e dt =

I 1 1
>0, F - - l—e)=1—=¢"*
Six>0,F(x)= (0)—1—2/0 dt = 5 2( e ) 5¢
Onadonc VYx€R li_r>n H,(x) = F(x).
n—roo
C’est la définition de :  (Xy,),cpn+ converge en loi vers X.
Corrigé exercice 109 HEC 2011 oral voie E

1) Question de cours : pas de probléeme.

2) F est continue sur R donc admet une primitive unique sur R qui s’annule en 0. Soit
Hy cette primitive.

Ona Hf / F dt
Par définition de Hy, f = F qui est continue sur R, donc Hy est C Usur R

3) Donner Hy dans les cas suivants :
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a: f(x) =0six<0et f(x) =e " si x> 0. On reconnait une densité d’une loi
exponentielle de parametre 1.
Donc F(x) =0six<0etF(x)=1—e*six>0.
Donc, six <0, He(x) =0et six >0,

Hy(x) :/Ox(l—e’) dt =x— [—e*’])(;:x—(l—e*x) =—l4+x+e ™

Immédiatement, comme lim e *
X—>+o0

D)y =x— 1 est asymptote a la courbe de Hr au voisinage de —+oo.
f

= 0, nous pouvons affirmer :

1
b: f(x) =0six<0er f(x) = T2 si x > 0. On commence par déterminer
o1 I
F(x). Six<0 F(x)=0. Six>0F(x =/ ——dt=|———| =
() ) W= [ e = ),
1
1— .
I+x
X 1
Donc, six <0, Hp(x) =0et six >0 Hp(x) :/ (l - 1_—|—t) dt =x—1In(1+
0
x)
H
lim 1) =let lim Hy(x) —x = oo, donc
xX—teo X X—>+o0
(D)y = x est une direction asymptotique (branche parabolique de direction
y=Xx).

c: f(x)=0six<0erf(x)=

1
msix>0. Onadonc F(x)=0six<0et

X
L] (140)72 —1)2
Si X (x) /0 2(1+1)3/2 2 —-1/2 . (1+x) +
1
1—
VI+x

Donch(x = <Oet, six>0,

/ ( (+0712) ar =i 2(1+z)1/2] —x 2T Hx+2
lim By _ =let lim Hy(x)—x = +oo, donc
X—>—o0 X X—>—o0
(D)y = x est une direction asymptotique (branche parabolique de direction
y=x).

4) On suppose que X admet une espérance (.

a: Notons [(x) = /Oxtf(t) dt

On choisit u(t) =t et V'(t) = f(t) donc ' (t) = 1 et v(t) = F(t)
uetv sont C ! sur [0,x], on peut donc intégrer par parties.

5x) = / F(t) dt = xF (x) — Hy(x).

Onadonch(x —I(x )+xF( )

H I(x I
f():—()—i—F(x) On sait que lim I(x) = ¢ donc lim@:0.0n
X X X—>+-o0 xXto+oo X

Hy(x)

=1

sait aussi que lim F(x) = 1. Donc lim
X—r—+o0 X—4oo X
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Cela prouve bien que Hs(x) ~ x au voisinage de +oo.
On a donc (D)y = x qui est une direction asymptotique pour la courbe de Hy
au voisinage de +oo.

b: Hy(x) —x=—I(x)+x[F(x)—1].
Tout dépend de g(x) = x[F (x) — 1].
Si g(x) admet une limite finie o en +oo, (D') y = x+{ + o est asymptote.
Sinon, il n’y a pas d’asymptote.

Corrigé exercice 110 HEC 2011 oral voie E

1) Question de cours : pas de probleme.

2) 1l faut prendre du temps pour lire et comprendre I’énoncé de la situation. On va
globaliser cette question 2).
On regarde les lancers par groupe de 2 et on appelle succes un groupe de 2 du type
(P.*), ont * n’a pas d’importance.
La probabilité du succes est donc X

X est le rang du premier succes (pour les groupes de 2). Donc, on peut dire que
1

X =Y (5) 1l en résulte que P(X; =0) = 0.

Pour X, un succes est un groupe de 2 de la forme (*,P). Pour les mémes raisons

1
X —~ 9 (E) etP(XQ = 0) =0.
PO = 1) =~ et P(Xy = 1) = &
= = — e = = —.
: 2 2 2 |
(X1 =1NXy = 1) est ’événement (P,P) au deux premiers tirages de probabilité 1 :

1
P(XlzlﬂXZZUZZ

On suppose i < j :
(X1 = iNX, = j) représente une suite de tirages du type :

(F,F),...(F,F),(PF),(%,F),(x,F),...,(%,F), (*,P)

i—1 blocs bloc i j—i—1 blocs bloc j
Donc P(X; =iNX, =j) = ! i71><1>< ! jiiilxl— ! i>< AN
onem =R =l =g 17 \2 2" \4 2
1N\ /1)’
Donc P(X; =iNX, = j) = (5) X <§) =P(X, =) x (X2 = )).

Pouri > j, méme raisonnement.
Donc X, et X, sont indépendantes.

Loi de Y : on peut déja remarquer que Y (Q) = N*.

(Y > k)= (X1 > k)N (X, > k) donc . . .
Pt = == (1) () (3

X

2
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I (i)k—l (1_%) B (%)k—lxi

3
Donc Y —¥9 (—)
4
3) Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p. On note

qg=1—p.

X+1
a: X(Q)= N, donc, siY = {L

> J, Y (Q) = N* aussi.
X+1
Y=k < k<%<k
— 2k—1<X<2k+1
< X =2k—1oubien X =2k

Donc P(Y =k) =P(X =2k—1)+P(X =2k) = ¢* 2p+ g% p=g*2(p+

qp)
Orq+qp=1—q+(1—q)q=1-4¢"
Donc P(Y =k) = (¢>)*"1(1 - ¢%). Y = 9(1—q%

b: Posons Z =2Y — X.

Y=k <— X=2k—1oubien X =2k
< 2Y—X=1oubien2Y —X =0

Donc Z(Q) = {0,1}.

oo oo
D’apres ce quiprécede (Z=1)= | J(X =2k—1),donc P(Z=1)= ) P(X =
k=1 k=1
2%k—1).
2kl p p 1
) kzll I-¢ (1-¢q)(1+q) 2-p

Donc Z — A (L)

2—-p
P(Y=kNZ=1)]=P(X =2k—1)=¢g**"p.
_ p _
P(Y =k)xP(Z=1)=(¢")" 1(1—92)><1_—qz:612k p=PlY =k)NZ=1)].
De méme P(Y =k)xP(Z=1)=P[(Y =k)NZ=0)].
Donc Y et Z sont bien indépendantes.

Corrigé exercice 111 HEC 2011 oral voie E
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1) Question de cours : pas de probleme.

2) X,(Q) = R" donc Y,(Q) = N.

3)

4)

Sike N Y, =k<— k<X, <k+1donc
P(Ya=k) = Fi,(k+1)—F, (K
_ (1 _e—)L(k-l-l)) o (1 _e—ﬂLk)

1
= e M- avec A = —
n

Posons Y'n=Y,+1.Y(Q) = N et
k—1
PY =k)=P(Y,=k—1)= <e4> (1—e?

On reconnait une loi géométrique : Y — G (1 —e™*).

1 1
Donc E(Y)) = e donc E(Y,) =E(Y,—1)=EY,))—1= R 1=
e—/l
l—e?
A
e 1
E(Yn) = m avec A = Z
Z,(Q) = [0, 1. On peut remarquer que Z, est la partie décimale de X,.
troo +o0
Pourt €[0,1]  Z,<t=|JX, <tNY,=k) = |Jk <Xy <k+1) (réunion
k=0 k=0
disjointe) donc
~+oo
P(Z,<t) = Y Pk<X, <k+1)
k=0
~+o0
= Y [Fx,(k+1) — Fx, (k)]
k=0
~+oo
=) [1 oMk _ g _}_e—lk}
k=0
— Z e—lk(l _e—ll‘)
k=0
+oo k
= (1—e7) Z <e_l>
k=0
= (1—e™)x ! avec A = —
l—e? n

C’est le résultat attendu.

Ona lim e /"=1= lim ¢ '/
n— oo n— oo
1
De plus, quand n — 4o 1 —et/n~ Y et l—eVn~—
n n

Par quotient d’équivalents, P(Z, <t) ~

Sz~
I
-~
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Donc lim P(Z,<t)=t pourtoutt € [0,1]
n—+oo
On peut conclure (Z,) converge en loi vers la loi uniforme sur [0, 1]

S) a: N, compte le nombre de succes, celui-ci étant Xj < —.

k k
Le probabilité du succés est p, = P <Xk < —) =Fyx, <—) =1—e 2k gyec
n

n
1
A=-
n
Donc p, =1— e 1/ L’expérience est menée n fois de facon indépendante
donc

N, — B (n, 1 —e_l/”> E(N,)=n (l —e‘””) V(N,) =ne /" (1 _e—l/n>

b: Onaici nXp,=n (1 — eil/”> tend vers 1 quand n tend vers —+oo.
On sait d’apres le cours que (N,) converge en loi vers une loi de Poisson (1)
Corrigé exercice 112 HEC 2011 oral voie E

1) Question de cours : pas de probleme.

2) f est positive sur R, continue sur R sauf éventuellement en O et en a.

f sera continue sur R™ si et seulement si lim — = c, ¢’est a dire b = ca*

x—a+ x4
+o0 a +oo 1
/ f(t)dr:/ cdt+b/ — dt
—o0 O a t

A 1
Posons [(A) = / pr} dt pour A > a.
a

A 1 4 1/ 1 1\ 1/1 1
_ il P P N R I B
I(A)_/a ! dt_—3[t ¥ 3( & A3) 3(a3 A3)

1
lim I(A) = —
Ao (4) 3a3
Feo B b 1 4
Donc/_oo ) dt—ac+§—ac+§ac—§ac
3 3
=~ eth="4d°
On a donc c 4ae 4a

Pas de probleme pour faire le graphe de f.

~+oo
3) X admet un moment d’ordre k si et seulement si / 5 f (t) dt ce qui revient a
a

|
/ prary dt converge.
a

Donc, la condition est4 —k > 1 soitk < 3 ‘k:O, k=1 ouk:2‘.
On peut aller au bout du calcul.

34, oo ] 3 gkt b _ 114
X)== [ fdt+b | ——di=-— lim |———
mi(X) 4a/0 + /a A gk T Tk LA A

a
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0.8 H
0.6 o
0.4 H
0.2 o
; 1I5 I'I 0I5 0 0I5 ‘lI 1.I5 2I 2I5 3I 3I5 4; 4I5 5I
3 &
(X)3ak+b 1 1 3ak+zax13k1+1
m = — — = — =-—da —— D —
g 4k+1 —3+k\A3Fk g3k 4k+1 3—k a>k 4 k+1 3—k
(X) 3 " 4
m = —da e
g 47 7 (k+1)(3—k)
- 3 4 3
4) En particulier, pourk =1, E(X) =m(X) = 195357
3 4
Pour k = 2, E(X2)=m2(x):za2><§—a2 donc V(X) = E(X?) —E(X)?* =
2 9a*> 3a?
a__—_
16 8
3a 3a?
E(X)=— X)=—
X)=5 e V)=

5) Soit (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On
pose :

T, =

S| =

n
Y X
i=1

a: T, dépend de a, c’est donc un estimateur de a.

3 4

b: T, est un estimateur sans biais de E(X) = 77 donc, on prendra Sp = ng
: . . 16 1 24>

c: Soit r, le risque quadratique de Sy,. r, =V (S,) = 5 X — X1 X V(X)= 3
n n
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Corrigé exercice 113 HEC 2013 oral voie E

1) Question de cours : pas de probleme.

n
2) a: E(W,)= Z kE (Xy) par linéarité de I’espérance.

Pour le calcul de V(W,) on utilise I’indépendance des variables kXj.

V(W) = Zn:Vka Zkvxk —%zn‘,
k=1 k=1 k=1
1 _n(n+1)2n+1)
~ 1" 6
V(W) = n(n+ 1;5211—# 1)

b: (W, =0) <= Vke [l,n] Xg=0

a’oncP(Wn:O):P<ﬁ(Xk:())> TP =0)= (%) P(W, =0)
1

k
(W, =s,) <= Vke[l,n] X.=

k=1

donc P(W,=0)=P (ﬁ(Xk = 1)) :ﬁP(Xk: 1) = (%)n P(W,=1)

¢: Examinons le cas général : n > 3. Dans ce cas :
W,=3<= Xs3=1etXy=0pourk#3)ou(Xor=1etX;=1et X =0
pourk # 1 etk+#?2)

Done P(W, =3) = 5 (%)n_l 4 (%)2 % (%)H —> G)

1
Quandn=2, PW,=3)=P((X1=1)N(Xp=1)) = T Pourn=1, P(W) =

3) =0,
n
3) Posons X| =1—Xet W, =Y kX].
Wo=Y k(1-X;)=sn— Y kXg=s,—W,
k=1 k=1
Ainsi, P(W,, =k) = P(s, — W, =k) =P(W, =s,— k)
Or W, et Wn’ ont clairement méme loi, car X, et X ont méme loi. c.q.fd.
4) a: Sachant W, = j, W, ne peut prendre que les valeurs j et j+ (n+1).

1

Done | Py,=j) (W1 = n+ 1+ ) = Py,=j) (W1 = /) = 5
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b: On utilise la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’évé-
nements (Wn = j)JE[[O sall

P(Wy1 =k) = ZP W1 =k).

eSik<n: 10(v1/n+1 = ) = Pyt (Wi = K)P(Wa = k) = 5 P(Wy = )

o Si k 2 Sn+1 N P(Wn+1 == k) = P(Wn:k,n,l)(Wn = k)P(Wn =k—n— 1) =
1
oeSike[n+1,s,] :
PWai1+k) = Puw,=) Wat1 = K)P(W, = k) + Pw,=t—n—1) Wnt1 = K)P(W, =k —n—1)
1 1
= §P< =k)+ 3 PW,=k—n—1)

c.q.fd.

Corrigé exercice 114 HEC 2013 (année 0) oral voie E
1) Question de cours : voir cours.
2) X,(Q) = R" donc Y,(Q) = N. Pour tout k € N :
P(Y,=k)=P(k<X, <k+1)=Fy, (k+1)—Fy, (k) = (1 —e_(k+1)/”> - (1 . e_k/"> -
o—k/n _ p—(k+1)/n — ,—k/n (1 _ e—l/n)

k—1
PosonsY,=Y,+1.Y(Q) =N et P(Y,=k)=PY,=k—1) = (e_]/”) (1 — e_l/">.
On reconnait une formule du type (1 — p)*~'p, donc

Y, =¥ (1 — e—l/”) et E(Y,)) =

1—el/n
. 1 e—l/n
3) Zn(Q) = [O, 1['
Pour déterminer la loi de Z,, on utilise le systeme complet d’événements (X, =
k)keN ;
Pourt € [0,1] :
—+oo ~+oo
P(Z,<t) = Y P(Z,<tNXy=k) =Y Pk<X,<k+t)
= k=0
Jio k/n —(k+t)/ JFZOO k/ t/
= Lp(etroetm) = Rt (1-eh)
k=0 k=0
oo k 1 _e—t/n
_ _ —t/n —1i/n\" _ ¢
= (1 e ) Z (e > =1 . n c.q.f.d.

k=0

4) Onva au plus vite :
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n=input (’n=’)
X=grand(1,1000,’exp’,n)
Z=X-floor (X)
histplot(10,Z)

1l semble que plus n devient grand, plus I’histogramme devient plat, donc se rap-
proche de la densité d’une loi uniforme sur [0, 1].
Essayons de prouver ce résultat. Soit G, la fonction de répartition de Z,,.
On utilise le résultat classique : e* — 1 ~ x au voisinage de (.
Ici, —t/n et —1/n sont au voisinage de 0 quand n — +oo.
1— —t/n
Gu(t) =0sit<0,Gyt)=1sit>1etpourtc|0,1]: Gut)= ﬁ ~
—e
t/n
1/n
(ha@ml@lﬁ@:F@OMWﬂMﬂMMMk@WMMMHMM%m[
n o ’

t

On a donc (Z,) converge en loi vers la loi uniforme sur [0, 1]

5) a: Fx,(x)=1—e " pourx € R™. Donc Fx,(k/n) = 1—e K/mk/l =1 _¢=1/n

k
Donc | Xi < — | sont des événements indépendants, de probabilité 1 — e 1/,
n

N, compte le nombre de succes de ces événements.

N, — B(n,1 —e /") E(N,) =n(l—e /") et V(N,) = ne'/"(1 —e~ /1)

b: P(N, =k) = (Z) (1-e') (e—l/n>n—kN Z_I: Gl) e ek_"l

Donc (Ny) converge en loi vers la loi de Poisson (1)

c: Voila un script complet!

n=100
nech=1000
ech=zeros(1,nech)
for i=1:nech
Nn=0
for k=1:n
Xk=grand(1,1,’exp’,k)
if Xk <=k/n then
Nn=Nn+1
end
ech(i)=Nn
end
end
subplot(1,2,1)
histplot(10,ech)
V=grand(1,nech,’poi’,1)
subplot(1,2,2)
histplot(10,V)

et le résultat :
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Corrigé exercice 115 HEC 2016 oral voie E
1) Question de cours : pas de probleme.

2)

a: Tres classique... U,(Q) = [0, 1]. Notons F, la fonction de répartition de U,. Si
x € [0,1]
n
F,(x)=1-PU,>x)=1—P (ﬂ(X,' > x)) =1-(1-x)" (par indé-
i=1
pendance des X;).
Donc F,(x) =0six<0, F,(x)=1—(1—x)"six€[0,1] et Fy(x) =1six>1

b: P(U,>¢€)=(1—¢)". Or1—¢€0,1], donc LHE (1—¢)"=0 c.qfd.
n )

3) Pas de probleme. On peut mettre x=grand (1,k,’unf’,0,1) ou encore plus simple

4)

5)

x=rand(1,k)
a: Soitx €)0,1]:

PZ<x) = Y p-p) (1=(1=9F) = ¥ p(l—p) = p(1=2) ¥, (1= p)(1 =)
k=1 k=1 k=1
= P T T

c.q.fd.

b: On justifie facilement que, en posant G(x) = P(Z < x), G est continue sur R

et C' sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.

On obtient une densité g de Z en dérivant G partout o elle est dérivable.
Posons g = 1 — p pour alléger les notations.

p(p+qx)—p(1—x)q _ p*+pgx+pg—pex _

Pour x €]0,1], g(x) = —— (p+qx)2 (p+qx)?

14

(p+ qx)?
Et g(x) = 0 sinon.

a: En suivant le script Scilab, on simule ici une variable z définie par I’expé-

rience :
e On commence par simuler N — 4 (p).
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e Puis, si N =k, on simule U,.
La loi de 7 est définie par (en utilisant la formule des probas totales sur le
systéeme complet d’événements (N = k)cpr) -

+o0

~+oo
Pz<x) =Y Py_i(Uc<x)= Y p(1—p* ' P(Ur < x)
k=1 k=1

On retrouve bien la loi de Z.
b: Dans le script, on affiche la moyenne de 10000 valeurs réalisées de la variable

Z, pour p = X D’apres la méthode de Monte Carlo, on obtient une estimation

de E(Z).
40 I px
OrEZ:/ X xdx:/—dx
(2)=] xs(x) 0 P+ a2
On simplifie la fraction rationnelle de facon classique :
px a b a+b(p+ax)

+ =
(pt+ax)*  (p+ax)? ptax  (p+gx)?
On cherche donc a et b tels que bg = p et a+bp =0

Doncb:Beta:—bp
q

p /1 dx /1 pdx > p [1 p 1 }
E(Z) = = - == |- In(p+gx)+~
@) q ( 0o p+ax Jo (p+gx)? g\ lq ( ) qp+agx

2 2
P P 1 1 D P q
= ;(ln(erQ)—ln(pH?(———) =——In(p)+—>5=

1 1
Pour p = 5 on aE(Z)=—-2In (5) —1=2In(2)—-1

On devrait donc voir afficher une valeur approchée de 21n(2) — 1

On pourrait faire un calcul plus simple en remplacant p et q dés le début du

lcul —.
calcul par 3

Corrigé exercice 116 HEC 2017 oral voie E
1) Question de cours :
a: Pas de probleme.

b: Voila un script possible :

x=linspace(-5/2,5/2,201)
fplot2d(x,floor)

et la courbe obtenue :

1
2) X, suit une loi exponentielle de parametre — donc E(X,) =netV(X,) =n?
n
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3) a: On calcule mécaniquement en utilisant la fonction de répartition :

up = P(|Xp—n|<1)=Ph—-1<X,<n+1)=F,(n+1)—Fx,(n—1)
_ <1 _ef(n+l)/n) _ (1 _ef(nfl)/n> — =/ =t/ _ =) n 2/ )

c.q.fd.
b: On sait que, quand n tend vers +oo, e — 1~ = et et/ L o1 done
n
2
Uy~ — Xe
n
Ainsi o=2e"!
~+o0
4) a: Onaimmédiatement B, — U Ap.
k=0
~+oo
b: La réunion étant disjointe : P(B,) = Z P(Ag)
k=0

1 1 1
Or P(Ay) =exp (—— (k—l— 5)) —exp (——(k—l— 1)) =exp(—(k+1)/n)(exp(1/2n)—

n n
1) donc :

© k+1
va = (exp(1/2n)—1) } (exp(~1/n))""
k=0
exp(—1/n)

= (exp(1/2n)—1) x 1 —exp(—1/n)
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1/2n)—1
Done |y, — U210 —1
exp(l/n)—1
1/2 1
On utilise exp(x) — 1 ~ x quand x tend vers 0 donc Vp ~ 1/ ] n_ 5
n
A Vn =5
|
5) a: Defacon classique P(M, > x) X >x exp(—x/k) =ex -
fag que P( kﬂl K kH1 p(—x/k) =exp k; A
|
Il en résulte que M, suit une loi exponentielle de parametre S, = Z %
=1

1
b: E(M,) = 5 < 1donc Fy;,(E(M,)—1)=0

n
(E(Mn) —1 <M, <EM,)+1)=1—exp(—Sy(E(M,)+1)) -0 =
1—exp( Sn)
=1—exp(—1—35p)
On sait que lim S, = +oo donc lim w,=1

n—r—+oo n—r—+oo
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Chapitre 4

Corrigés des questions courtes

4.1 Algebre

Corrigé question 1 Entrainement

P(x) = x*> —x est un polynéme annulateur de I'endomorphisme f.

0 et 1 sont les deux racines de f, donc Sp(f) C {0,1}.

Le sous espace propre associé a A = 0 est ker(f) (si celui n'est pas réduit a {Og}).
Siuelmf Jv € E tel que f(v) =u donc f2(v) = f(u) = f(v car f> = f donc
f(u) =u.

Donc, le sous espace propre E()—y) contient Imf.

On sait que dim(ker(f)) +dim(Imf) = dim(E) donc E(; ) = Imy.

La somme des dimensions des sous espaces propres est égale a dim(E), donc f est
diagonalisable.

Remarquons que si dim(ker(f)) =0, f est bijectif donc f~' o f?> = idg donc f = id.

Corrigé question 2 Entrainement

Soit P la matrice de passage de la base canonique de .#31(R) a (Vi,V2,V3).

1 1 1
P=11 0 -1
I -1 0
1 1 1
On Vérifie facilement que P est inversible et que P! =~ |1 1 =2
1 -2 1
Donc A est diagonalisable, (V1,V,,V3) est une base propre.
A0 0
P'AP=D=|0 A O | (o les A; sont les valeurs propres de A).
0 0 A3
M+ + A3
Donc A = PDP~'. En calculant, on obtient PDP~! = 3 M—A3
A =2

257
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M+Al+A3 =3

Donc, par identification avec A, on obtient M—2A; =3
M—2A =3
On trouve facilement A1 =3, A, =0 et A3 =0.
1 11
En finissant le calcul de A, on trouveA=1|1 1 1
1 1 1
Corrigé question 3 HEC 1998 oral voie E

D’aprés I'hypothése, A est inversible et A~ = A A = 'AA

"MAA)="A"("A)=TAA donc A~ est symétrique.

On sait que, d’'une maniére générale '(B~') = ( ’B)_l, donc, si B est symétrique, B~
I'est aussi.

Donc A est symétrique, comme A=l Donc '"A=A et A3=1.

Si A est la matrice diagonale semblable 3 A, A”® =1 donc les 3 valeurs propres de A sont
égales a 1 et doncA=A"=1,.

Corrigé question 4 HEC 1998 oral voie E

Dire que A et B sont deux matrices semblables dans .#,(R) revient a dire qu’elles re-
présentent le méme endomorphismes f de R".
Si A est inversible, alors f est bijectif donc B est inversible. A= P~'BP donc PA = BP =

Q. DoncA=P'Q et B= QP! et donc X=P'lety=0

Réciproque : on suppose A inversible, A= XY et B=YX.ll faut montrer que A et B sont
semblables.

Commencons par justifier que X est inversible.

On a f =uov avec u et v les endomorphisme de matrices X et Y.

Vy€ E 3dx € E tel que f(x) =y donc u(v(x)) =y. Donc u est surjective.

Comme nous sommes en dimension finie, u est bijectif et donc X est inversible.

OnaX 'A=Y et BX ! =Y donc X~'A=BX"! ou encore X"'AX = B. A et B sont
bien semblables.

Corrigé question 5 HEC 1998 oral voie E
I -1 -1 111
M=|—-1 1 —1|doncM-2I=-UouU=1|1 11
-1 -1 1 1 11

U?=3U et U? = (2Iy)* =4 —4M +M? = 3U = 3(2] — M)
On en déduit que M> —M —2I1 =0

1 1
De Ia, M'E(M_I) =1, donc M est inversible et M~! = E(M_I)

M est diagonalisable car symétrique. Pour aller vite, on peut remarquer que U est dia-
gonalisable et peut se réduire “‘a vue” :
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1
U = =P luPavecP=[-1 0

S o O
S O O
w o O

1
1
1

2 0

P 'MP=P ' -U)P=2-U"={0 2
00 —1

Corrigé question 6 HEC 1998 oral voie E
1 23
SoitA=12 4 6
3609
Soit f I'endomorphisme de R® ayant A comme matrice dans la base canonique (i,),k).
1
Im(f) =Vect(u) avecu | 2 | donc rg(A)=1|
3

Par la formule du rang, ker(f) est de dimension 2. Donc 0 est valeur propre.
On remarque que f(j) =2f(i) et f(k) =3f(i) doncuy =2i— j € ker(f) etup =3i—k €
ker(f).

Donc E; o) = Vect (uy,uz)

1 2 3 1 14
Une bonne expérience nous pousse a calculer | 2 4 6 2 |. On obtient | 28
3609 3 42
Donc f(u) = 14u. 14 est valeur propre et E) _14) = Vect(u) = Im(f)
2 3 1 00 O
Au final En prenantP=|—-1 0 2|, P'AP=(0 0 0
0 -1 3 0 0 14
Corrigé question 7 HEC 1998 oral voie E
Voild une question qui est presque une question de cours. A ne pas rater donc...
p termes
, n\ nx(mn—1)x -
On peut écrire, pour p > 1 : ( ) —
p) pxp-— 1) IJ) k—
p termes

Et (n) =1 pour p=0.
p

function y=bin(n,p)
y=1
for i=0:(p-1)
y=y*(n-i)/(p-i)
end
endfunction
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Corrigé question 8 HEC 2005 oral voie E

A tout triplet de nombres réels (a,b,c), on associe la matrice

M(a,b,c) =

S Q=
o = O
—_ O O

1) M est inversible (matrice triangulaire avec des pivots non nuls).
M admet 1 comme unique valeur propre (matrice triangulaire).
Si M était diagonalisable, elle serait semblable a I donc M =1, ce qui n'est vrai
quesia=b=c=0.

0 0O 0 00

2) M—I)=|a 0 0)].(M=D)*=|0 0 0| et (M—I)"=03 pourn>3.
b ¢ 0 ac 0 0

3) PosonsA=M—1. OnadoncM=A A et I commutent donc

I
_ Z <Z) ( ) < ) +<’; A2:I+nA+n<n2_1)A2

Done M = 1+ n(M—1)+ "=V (4 _ 12

M":(1—n+@>l+(n—n(n—1))M+—n<n2 w2,
—1)(n—-2 —1
Donc | Pourn € N M”:“#]_n(n_z)M_i_”(”z >M2
—n(—n—1
Posons By, ZI—nA—i—%AZ pourn € N.

1 1
M"'xB, = (1+ nA + (2 )A2> <I—nA+@A2)

1
—”(”2 JA2 _pas A2 242

1
— I+nA+ ”("TH

- I—|—g(n—1—|—n+1)A2—n2A2
=1

Donc B,, est la matrice inverse de M", c'est & dire M~ = B,,.
La formule encadrée marche donc aussi sin € Z.

Corrigé question 9 HEC 2005 oral voie E
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1) Cherchons les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A.

13-4 -9 45 | 0
S)(A—ANX =0 <— -3 3-2 —11 | O L+ Ls

-3 2 —-10—-42 | O
-3 2 —10—-4 | O

e -3 3—A —11 ‘ 0 Ly +—L,—L L3%3L3—|—(
13-4 -9 45 | 0
-3 2 —-10-12 | O

— 0 1-2 —1-A | 0
0 1-21 A?-3145 | 0

0O -3 3 |0
Doncy =z puisx= -3z, z€ R.

e SiA =1, (S) devient <_3 2~ O>.

-3
A =1 est valeur propre et E(; _1y = Vect(U — 1) avec Uy = | 1
1
3 2 ~10-4 | 0
e SiA#1, (S) devient | 0 1 —1] 0 . On fait Ly < L3 +
0 1-21 A*>-31+5 | 0
(1+24)L,
32 —10-12 | 0
S)~ [0 1 ~1 | 0
0 0 A2-5A+4 | ©

Or A2 —5A+4=(A—1)(A—4). Donc Sp(A) = {1,4}.
- -3 2 —-10—4 | O
Pour A = 4, (S)N(O ) 1 | 0)
y=z puisx=—4z, z€ R.
—4

E(/l:4) = VeCt(Uz) avec Uy = 1

1
La somme des dimensions des sous espaces propres ne donne pas 3, donc A n’est
pas diagonalisable.

2) L’énoncé nous incite a poser Vi = U,, Vo, = U, et a chercher un vecteur Vs tel que
AV3 =V34cV, (2)

B 12 -9 45 | -3¢ 1
(2) «— (A—I)V3—CV2<:>(_3 2 11| >L1<—§L1
4 -3 15 | —c
<— <_3 2’ _11 ’ C>L2%4L2+3L1

4 -3 15 | —c

0 -1 1 | ¢
Doncy=z—cpuisx=-3z—c z€RetceR.
Prenons ¢ =1 et z=1, nous obtenons x = —4 et y=0.
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13 -9 45 —4 —7 —4 -3
On vérifieque | =3 3 —11 0O )l=|4]=|11]14+1|1 |.Camarche.
-3 2 -10 1 2 2 1
On peut prendre la matrice P suivante (aprés avoir vérifié qu'elle est bien inver-
sible)
—4 -3 =2 4 00
P=|1 1 3 | donneraP'AP=(0 1 2
1 1 1 0 01
Corrigé question 10 Entrainement

1) Im(f +g) = {f(u-+g(u) quadu € E}
Soit %) une base de Im(f) et calB, une base de Im(g), on a donc Im(f+g) =
Vect(%l U@z).

Donc dim(Im(f + g)) < Card(%,) + Card(%,) = dim(Im(f)) +dim(Im(g)).
C'est le résultat attendu.

2) Sisuppose f+g bijectif, on aura donc dim(Im(f+g)) =n, en posant n =dim(E).

Donc dim(Im(f)) +dim(Im(g)) > n.

On a d’autre part go f =0.

DoncVuecE  g(f(u))=0—E doncIm(f) Cker(g) doncdim(Im(f)) < dim(ker(g)).
Il en résulte : dim(Im(f)) +dim(Im(g)) < dim(ker(g)) +dim(/m(g)) = n.

Donc Dans le cas étudié, dim(Im(f))+ dim(Im(g)) = dim(E)

Corrigé question 11 HEC 2006 oral voie S
1) M étant inversible, M" I'est aussi. Vvne N (M")~' = (M~1)".
16 0 0 O
0 36 0 O
2 a2
2) On peut commencer par regarder M~ : M~ = 0 0 36 0
0 0 0 16

M? est donc diagonale (donc diagonalisable) et il en sera de méme pour M?*.
On sait que si A est valeur propre de M, A? est valeur propre de M?, donc A*> = 16
ou A* =36, donc A € {—4,4,-6,6}.

-4 0 0 16
0O —4 9 0 . .
M —4I = 0 4 -4 o2 deux lignes proportionnelles (L et Ly).

1 0 0 —4
Donc M — 41 est non inversible et 4 est valeur propre.
Pour M +41, il en est de méme. Donc —4 est valeur propre.

-6 0 0 16
0 -6 9 0 ) .
M —6I = 0 4 -6 o0l? deux lignes proportionnelles (L, et L3).

1 0 0 -6
Donc M — 61 est non inversible. Donc 6 est valeur propre.
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Pour M + 61, il en est de méme, donc —6 est valeur propre.
Donc M admet 4 valeurs propres distinctes et est diagonalisable. Il en résulte que
M" est diagonalisable pour tout n € N.

Corrigé question 12 HEC 2006 oral voie S

Soit f un endomorphisme de R® tel que f* = f% et dont 1 et —1 sont valeurs propres.
P(x) = x* — x? est un polynéme annulateur de f, donc Sp(f) C {—1,0,1}.

On sait déja que —1 et 1 sont des valeurs propres. Envisageons plusieurs cas.

e 0 est aussi valeur propre. On a donc 3 valeurs propres distinctes en dimension 3 donc
f est diagonalisable.

e (0 n'est pas valeur propre, donc f est un automorphisme de R’ et f1 existe.

f*= % donc f> =id.

On peut trouver une base de R® dans laquelle la matrice de f est de la forme A =

-1 0 a 1 0 ala—1)
0 1 b|laeca=lova=-1.A2=10 1 b((ax+1)
0 0 «o 0 0 o?
On doit avoir A2 =1 donc a? =1
-1 0 a
Siao=1,2b=0doncA=| 0 1 O
0 0 1

A-DX~(=2 0 a | 0)
Cela donne un espace propre associé a la valeur propre 1 de dimension 2. La somme des
dimensions des sous espaces propres donne 3 donc A est diagonalisable.

-1 0 O
Sioao=—1,2a=0doncA=| 0 1 b
0 0 —1

(A+DX ~ (O 2 b | 0)

Cela donne un espace propre associé a la valeur propre —1 de dimension 3. La somme
des dimensions des sous espaces propres donne 2 donc A est diagonalisable.

Dans tous les cas, f est diagonalisable.

Corrigé question 13 HEC 2007 oral voie E
1) M est symétrique, donc M est diagonalisable et f est bien diagonalisable.

2) On note M’ une matrice diagonale semblable 3 M. Avec ce qui est admis, on a
donc M"? =4I, donc M?* = 4I.
Ainsi, M*" = 4" et M*"*! = 4"M. C'est bien ici une question courte.

Corrigé question 14 HEC 2007 oral voie E

1) Prenons u, ((1)) uy (?) et uz i) Ces trois vecteurs sont bien tels que deux

quelconques d’entre eux sont linéairement indépendants. f admet au plus deux
valeurs propres dans R
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Siuy et up sont vecteurs propres associés a une valeur propre A, alors (uy,uy) est
une famille libre de ker(f — Aid) donc f = Aid. Si f # Aid, ce n'est pas possible.

2) Soit f un endomorphisme de R" et .% une famille de n+ 1 vecteurs propres de f
s'il en existe.

a: .Z ne peut pas étre une famille libre, car une famille libre de R* comporte au
plus n vecteurs.

b: Soit A1, A2,...,An, Ay les valeurs propres associés aux vecteurs propres
Ur,Uu,...Un,Upy1.-
Comme on est en dimension n, il n'y a au plus n valeurs propres distinctes.
On suppose avoir rangé ces valeurs propres en commencant par celles qui

sont distinctes. Dans ce cas, 3i € [[1,n] tel que A, = A;.
n

Uyl = Z xpug car (uy,...,u,) est une famille libre donc une base de R".
k=1

n
Flung1) = Y et = Aoy 11ty
k=1

donc Z xk(lk — 7Ln+1)uk =0.
k=1
On fait un raisonnement par |'absurde. Supposons que 3j € [[1,n]] Apt1 #

Aj, alors, dans ce cas, xj = 0.
n

On aurait alors u, 1 = Z Xilg. Mais comme la famille (uy,. .. ,u,1) est
—_——

k=10k2) sauf u;
J

libre, on aboutit a une absurdité. Donc Aj = A, pour tout j et f = Aid.
Et si f # Aid, la condition de I'énoncé est impossible.

Corrigé question 15 HEC 2007 oral voie E

1) A#0 car BA# 0 et AB=0 donc, comme A # 0, B ne peut pas étre inversible.
Donc v ne peut pas étre bijectif.
Im(v) est donc de dimension 1 ou 0. Il ne peut pas étre de dimension O car, sinon
on aurait B=0 et BA =0, ce qui n'est pas possible. Donc Im(v) est de dimension
1.
D’aprés BA, en notant (ey,e;) la base canonique, (vou)(ey) =0 et (vou)(ez) =
e1 =v(u(ez)) donc ey € Im(v).
On peut conclure Im(v) = Vect(e})

2) A # 0 donc ker(u) est de dimension 0 ou 1. Si c'était de dimension 0, A serait
inversible et on aurait B=0, ce qui n'est pas possible. Donc ker(u) est de dimension
1.
D’aprés AB, (uov)(e;) =0 et (uov)(ez) =0. donc u(v(ey)) =0 et u(v(ez)). Or
v(ey) € Im(v) et v(ep) € Im(v) donc v(ey) =ke; et v(ey) =Key.
Donc ku(e;) =0 et K'u(e;) =0. On ne peut pas avoir k et k' simultanément nuls
donc u(e;) = 0.
On peut conclure ker(u) = Vect(ey)
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/
3) D’apres ce qui précede, A est de la forme (8 5,) et B de la forme (g %)
0 ab+db
0 0

la forme précédente, avec la condition ab+a'b’ = 1.

On obtient AB=0 et BA = ( . Donc A et B sont respectivement de

Corrigé question 16 HEC 2008 oral voie E
-2 3 =3
1) a: On calcule A% et on trouve A>= | =3 4 3 |. En regardant le terme en
3 -3 4
haut a gauche, on se doute que AZ=0aA—2I. En regardant un autre terme,
on doit avoir o = 3. On vérifie que cela marche. ’Az —3A421=0
1 1 1 -3 1 -1
b: A [—(A—?)I)] =1 donc|A est inversible et A~' = ~(A—3) =~ | -1 -1 -1
2 2 2 1 -1 —1

2) P(x) =x> —3x+2 = (x—2)(x— 1) est un polynéme annulateur de A. Donc
Sp(A) C {1,2}

-2 1 -1
3) A-2I=|—-1 0 —1].Onremarque que L, — L donne Ls. Donc A—2I n’est
1 -1 0
pas inversible et 2 est bien valeur propre.
-1 1 -1
A—I=1|—-1 1 —1|. On voit immédiatement que A—1 n'est pas inversible
1 -1 1

donc 1 est bien valeur propre et le sous espace propre est de dimension 2 (carA—1
est de rang 1).
Donc, la somme des dimensions des sous espaces propres donne 3. A est diagona-

lisable.
Corrigé question 17 HEC 2009 oral voie E
1 2
Soit la matriceA=1 3 4
1 4

. . . a; by c
1) Dans cette question B est nécessairement de la for B = (al bl cl) .
2 by

a4+ 2ap b1+ 2b; c1+2c¢
AB=1 <= 3a;+4a, 3by+4by, 3ci+4by | =1
—ay+4ay —bi+4by —ci+4de

3a;+4a, =0
—ay+4a, =0
qui est incompatible avec ay +2a; = 1. Donc ’ Pas de solution

On voit facilement que le systéme { admeta; =0 eta, =0 ce
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ar b2 c2
CA — ar+3by—c; 2a; +4b1+4cy
- ar~+3by —cy 2ap+4by+4c;

2) Prenons C de la forme (al by Cl).

CA =1 donne donc deux systémes : (Sl){ a1 +4by +de; =0 et s + 4y + 4y

Ces deux systémes admettent une infinité de solutions (en fonction, par exemple,
de ¢y pour (Sy) et de ¢; pour (S3))
Donc Il existe des solutions]

ar+3by—c; =1 (Sz){ a)+3by —cp

Corrigé question 18 HEC 2009 oral voie E

1) On peut commencer par remarquer que, par la régle des dimensions dans un pro-
duit matriciel, B est une matrice (1,1) donc un réel.

n
Sans probléme, nous obtenons B=X X = x% +x% ... —|—x% = Z x%

X1X1 X2X1 . el
X1X2 X2 X2 ... Xp X2
2)A=X X= . :
X1 Xp X2 Xp ... XpXp
Autrement dit A =(a;;) avec a; j =x; x;.

On a doncrg(A) = 1.
Si on appelle f I'endomorphisme ayant A comme matrice dans la base canonique
de R", dim(ker(f)) =n—1.
ai
az
ul | €ker(u) <= ax;+ar+...+apx, =0
an
Six) #0 (par exemple), les n— 1 vecteurs (xie; —x1€});c[p,n] forment une base de

ker(f).
0 est donc valeur propre. Le sous espace propre est ker(f) de dimension n— 1.
Reste a trouver I'autre valeur propre. On a Im(f) = Vect( )

On remarque que AX =X XX = AX avec A =B = sz
k=1
Donc X est vecteur propre associé a la valeur propre A. Ca y est, on a tout.

Corrigé question 19 HEC 2010 oral voie E

f est diagonalisable. Soit % = (uj,u—?2,...,u,) une base propre. matyz(f) =D =
M 0 ... O
0O A ... 0

0 0 ... A
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Si A #0, comme f(u;) = Ay, on a f (iuk) = uy donc uy, € Im(f).
k

A
Si Ay =0, alors uy € ker(f).
Si on suppose Im(f) C ker(f), si Ax #0, ug € Im(f) donc uy € ker(f) donc A = 0.
Donc Vk € [[1,n] A =0 et D =0, matrice nulle de .#,(R).
Donc f est I'endomorphisme nul.

Corrigé question 20 HEC 2010 oral voie E

On note 7 = (e, ea,e3) la base canonique de R®.

1 -1 1
Soit f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base B est M= |1 0 0
0 1 0
1 -1 1 1
f(e1+ex+e3) a pour composantes dans A : 1 0 O =11
0 1 0 1
Donc, en notant uy = e; +ex+e3, f(ur) =u;
Les composantes de f(e;) sont la deuxiéme colonne de A.
Donc f(ey) =u3z  en notant uz = —ej +e3.
1 -1 1 -1 0
f(u3) a pour composantes 1 0 O 0 |=|-1 , f(uz) = —ey.
0O 1 0 1 0
0 —1
PB' = (uy,em,u3) est une base car la matrice de passage P= |1 1 0 | estinversible.
1 0 1
1 0 O
La matrice de f dans cette base %' est M'= [0 0 -1
01 O
1-42 0 0
M — Al = 0 —A —11].0n fait Ly < L
0 1 -2
I1-A 0 0
M — Al ~ 0 1 —A | Onfait L3+ L3+ AL,
0 A -1
1-12 0 0
M — Al ~ 0 1 —A
0 0 —1-A?

Donc A =1 est l'unique vecteur propre de f. Si f était diagonalisable, sa matrice
diagonale semblable serait Iy et donc f serait I'identité. Ce n'est pas le cas car M # I5.
Donc ’M n’est pas diagona/isab/e‘

Corrigé question 21 HEC 2010 oral voie E

A est symétrique donc diagonalisable.
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MO0 .00
A ... 0

D=pP AP = 2
0 0 ... M

On suppose que A* = I, donc DF = I,,, donc Vi e [[1,n] lik =1.

e Sik est un entier naturel impair, A; =1, donc D =1 donc A =1I.

e k est un entier naturel pair, non nul, A; = &1, donc D? =1 donc A> =1.
On peut remarquer que A est la matrice d’une symétrie.

Corrigé question 22 HEC 2010 oral voie E
1 1 ... 1 n n n
1 1 ... 1 n n ... nl
On remarque que A+1= | . ) ) et donc (A —|—I)2 =1 ) ] =
1 1 1 n n n
n(A+1I).

On a un polynéme annulateur ... sauvé!
A2 4 2A+1=nA+nl donc A+ (2—n)A= (n—1)I

1
Par hypothése, n > 2 doncn# 1 et A x {—1(A+(2—n)l) =1,
’/l_

1
donc A est inversible et A~! = — [A+ (2 —n)I]

On peut remarquer que sin=2, A~ =A (c'est un cas connu).

Corrigé question 23 HEC 2010 oral voie BL

1) fof=0g) donc, siveIm(f) Ju tel que f(u) =vet f(v)=(fof)(u)=0g.
Donc Im(f) C ker(f) (1)
On sait, par ailleurs, que  dim(Im(f))+dim(ker(f)) =dim(E) =5 (2).
dim(Im(f)) < dim(ker(f)) d'aprés (1)
donc 2dim(Im(f)) < dim(Im(f) = +dim(ker(f)) =5 d'aprés (2).

5
Donc rg(f) < 3 et ainsi rg(f) < 2.

2) Notons € une base (e1,e3,e3,e4,e5) de E.
e Prenons f tel que ker(f) = Vect(ey,ez,e3,e4) et Im(f) = Vect(e; +e).
0000 a

Dans ce cas, A = matg(f) =

S O O
o O O
oS O O
S O O
S O Q

Onarg(A)=1et A>=0.
e Prenons f tel que ker(f) = Vect(ey,ez,e3) et Im(f) = Vect(ey,ez).



Préparation aux oraux hec voie E 269

0 00 a a
Dans ce cas, A = maty(f) = 8 8 8 g g
00 O0O0O
On arg(A) =2 et A>=0.
Corrigé question 24 HEC 2011 oral voie E

On pourra se référer a la question 18 qui ressemble a celle-ci, a s'y méprendre.

1) On trouve facilement B = (a;a;) € #,(R) et A=Y" a7 € R.

ai
az
2) Tous les vecteurs colonne de B sont colinéaires a | | donc rg(u) = 1.

an

Donc dim(ker(u)))n — 1.

X1_*2
u : eker(u) <= ayx;+ayxr+...+apx, =0
Xn
Si.ay # 0 (par exemple), les n—1 vecteurs (aje1 —aiej)icpp,,) forment une base
de ker(u).

3) O est valeur propre d'ordre n — 1.

BX = (X X)X = X('XX) =AX = (Zn: a.2> X.
i=1

n
Donc X est vecteur propre de B associé a la valeur propre A = Zal-z.
i=1
La somme des dimensions des sous espaces propres est égale a n donc B est
diagonalisable.
4 BFr=(XX)..XX)=X('XX)...('XX) X

(& J N J/

-

k fois k—1fois

. k—1 . k—1
Donc B* = (Za,?) (X 'X) = (Za2> B

i=1

Corrigé question 25 HEC 2011 oral voie E

0
1) Soit I la matrice identité de .#3(R) et J = | 1
1

—_— O

1
1| E={al+bJ / (a,b) €
0

R*} = Vect(1,J).

Donc E est un sous espace vectoriel de .#3(R).

(1,J) est une famille génératrice de E et, comme I et J ne sont pas colinéaires,
(1,1) est une famille libre. C'est donc une base de E et E est donc bien un espace



270

vectoriel de dimension 2.

o B P
En effectuant paisiblement le produit My, x My 1y, on trouve | B o f
B B «
avec o = ad' +2bb' et B =d'b+ab' + bl
On a donc My x My jy =My g €E.
1 11
2) On peut remarquer que My, =bU +(a—b)l avecU = |1 1 1
1 11

On sait que U* = 31U pour k > 1.
On applique la formule du binéme (bU et (a —b)I commutent).

(n> kak (Cl . b)n—kln—k
—0 k

X
(g) (a—b)"I + (”)b’%k Ya—b)"*U

_ (a—b)"l—i—%( (Z) “a— b”k)U
_ (a—b)"]—f—%( 0(’;) k—(g)(a—b)”>U

_ (a—b)"1+§[(a—b+3b)"—(a—b)"]U

n
ab

M=

~
I

1

M=

k

I
_

M=

k

= (@ b)I+ 5@+ 25 (@~ b)) (I+J)
= S[(a— b)Y+ (a+ 2B+ 5 (a+2) ~ (a— b))

Petites vérifications d’usage : pour n =0, on retrouve bien I et pour n =1, on
trouve al +bJ.

nEN M2, =3[ b)+ (@t 26)] 1+ % [(at 26— (a—by]J

Corrigé question 26 HEC 2011 oral voie E
1) Soit P, et P> deux polynémes de E4 et deux réels a; et a.

A(aiPy+ayP,) = Q avec Q(x) = (a1Pi+axP)(x+2)— (a1Py +a2Ps)(x)
= a1 [Pi(x+2)—P(x)]+ax[P(x+2) — Pr(x)]
= a101(x) +a20(x)

avec A(P) = Q) et A(Py) = Q>

Donc A est linéaire. De plus, si deg(P) <4 alors deg(Q) < 4 aussi. Donc A(P) € E.
Donc A est bien un endomorphisme de E4.
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Notons (Uy,U,,U,,U3,Uy) la base canonique de Ey.
A(Uo) =1et A(Ul) =2.
AUR)(x) = (x+2)° = =x3 +6x% + 12x +8 — x> = 6x% + 12x +8

4
4
AUs)(x) = (x+2)*—x* =} (k) 24k = 8x3 4+ 24x% +32x + 16

k=0
0 24 8 16
0 0 4 12 32
Donc A=maty(A)=10 0 0 6 24
000 O 8
000 O O

2) On peut aller un peu plus vite que en utilisant I'indication. La matrice rg(A) =4 et,

doncker(A) est de dimension 1. Or Uy € ker(A) donc ker(A) = Vect(Uy) = Ro[X]

3) Toujours en regardant la matrice A, qui est triangulaire, on en déduit que O est
la seule valeur propre. Si A était diagonalisable, A serait semblable a la matrice
nulle. Or seule la matrice nulle et semblable a la matrice nulle donc A n’est pas
diagonalisable. ’A n'est pas diagona/isab/e‘

4) Soit Q € E4 et P un antécédent de Q s'il existe.
S'il existe un autre antécédent R de Q, on aura A(R) = A(P) = Q donc A(P—R) =
0.
Donc P—R € ker(A). Donc P—R est une constante..
Si P est un antécédent de Q, P+ a est aussi un antécédent de Q pour tout a € R.
Impossible donc qu’un polynéme Q appartenant a E4 ait un unique antécédent par

A.
Corrigé question 27 HEC 2011 oral voie E
1 2 =2\ /1 2 =2 1 0O
1) CalculerA>= {2 1 2|2 1 —2|=(0 1 0
2 2 -3/ \2 2 -3 001

Donc A2—1=0

2) P(x) =x*>—1 est un polynéme annulateur de A. Donc Sp(A) C {—1,1}.

-2

A-DNX=0 = -2

—

. (vt 1 20
0 -1 1 |0

On passe z en paramétre. y =z puisx = —y+2z=z (z€ R)

SO = = NN O
—_O = N O N
|
N
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1
E(/l:l) = Vect(Ul) avecU; = | 1
1

22 -2 10

A+DX=0 «— |22 =2 |0

22 -2 10

— (11 -1 ] 0)

On passe y et 7 en paramétres. x = —y+z, y=y et z=2.
—1 1
E(/lzfl) = Vect(Ug,U3) avec Up = 1 etUs=1{0
0 1

On peut conclure : A est diagonalisable car la somme des dimensions des sous
espaces propres donne 3.
On obtient une base propre en prenant (Uy,U,,Us).

1 0 O 1 -1 1
D=0 -1 0 |=P AP avecP=|1 1 0
0 0 -1 1 0 1
Corrigé question 28 HEC 2017 oral voie E
1) Im(f) =F, donc la matrice de f dans la base canonique € = (i, j,k) de R? est
a b c
A=1la b c
a b c
i—jekerf dnca—b=0et2j+keckerf donc2b+c=0, doncc=—2b et
a=>nb.
1 1 -2
La matrice de f est donc du type A=bM avec M= |1 1 —2| On a une
1 1 =2

infinité de solutions et toutes les solutions sont colinéaires.

2) La question revient a savoir si M est diagonalisable. On remarque que F C G donc
fof=0.On peut aussi vérifier que M> = 0. Donc O est la seule valeur propre
possible. Si f était diagonalisable, f aurait comme matrice la matrice nulle. C'est
impossible car cela contredit dim(ker f) = 1.

Corrigé question 29 HEC 2017 oral voie E

1) a: Posons X = |nU]| etY = |nV].
X(Q) = [[0,n—1], car (X =n) est presque impossible. X — %y ,_1]-

n—1 n—1 2
P(X:Y):P(U[(X:k)ﬂ(Y:k)]) Y <l) _1

k=0 k=0 \"
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b: (U=V)= |nU| = |nV] donc (U=V)C (|nU] = |nV])

1

Donc, pour tout n € N*, P(U =V) < —. En faisant tendre n vers +oo, on
n

obtient P(U =V) = 0.

2) a: A inversible <= (U #0)N(V #0)
L'événement contraire est U =0UV =0 qui a pour probabilité 0. La proba-
bilité demandée est donc 1 (événement presque certain).

b: SiU #V, alors A est diagonalisable. Réciproquement, siU =V = A, A est
valeur propre double et comme A # AI, A n’est pas diagonalisable.

Donc « A est diagonalisable »= (U # V), événement de probabilité 1 d’aprés
1) b.

4.2 Analyse

Corrigé question 30 Entrainement

Soit f définie par: Vxe R, f(x)= %(ex —e ).

f est impaire et C* sur R.

VxeR  f(x)= %(ex +e™¥) > donc f est strictement croissante.

f(0)=0 et XETWf(x) = oo

Donc f étant strictement croissante et continue de R dans R, f est une bijection de R

dans R.
f est dérivable sur Ret f'(x) ne s'annule pas, donc f~! est dérivable et :

— / _ _ 2
Y6 = e = ares

7 en posant y = f~!(x). Or

~~

x=f)

1 _
= f0) = 5@ )
¢® —2xe’ —1 =0 on poset = ¢
?—2xt—1=0
t=x+Vx2+1 ou t=x—+Vx>+1<0 quiest impossible
e =x+vVxi+1
I _x—\/xz—i—l
& x4+vV2+1 x2—x2-1
Donc &’ +e 7 =2v/x%*+1 et ainsi VxeR (Y x) =

y=r"(x

- 111r ey

eV = =Vx24+1—x

x2+1

Corrigé question 31 Entrainement
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1
I, z/ (Inx)" dx.
0
Pour n =0, on a immédiatement Iy = 1.
Commengons par montrer la convergence de I,.
Posons f,(x) = (In(x))". f,, est continue sur 0, 1].

1
On sait que limx'/?|In(x)|" = 0 donc |f,(x)| = o <1—) au voisinage de 0.
x—0 x'2

1
Donc / | fu(x)| dx converge et I, est donc absolument convergente donc convergente.
0

Soit € > 0. Posons I(€) = /(ln(x))” dx.

On introduit u(x) = (In(x))" et v'(x) = 1 donc u'(x) = n x % x (In(x))" ! et v(x) =x

u et v sont C! sur [,1], on peut donc intégrer par parties.
1

1 1
(€)= [x(n(x))"] - / n(n(x))"" dx = —e(In(e)" —n / (In(x))"" dx.
E £ €
Donc lim I,(€) = —nlim I, (€)
e—0 e—0
Donc, Vn € N* I,=—nl,_yetly=1.
Par une récurrence immédiate VvneN  I,=(—1)"n!

Corrigé question 32 Entrainement
x

er—1°

=1 donc lim f(x) = 1
x—0

Soit f la fonction définie par f(x) =

e —1

9¢ = R". On sait que lim
x—=0 X
On peut prolonger f par continuité sur R en posant f(0) = 1.

f est de classe C* sur R*. Etudions la dérivabilité de f en 0.
On forme t(h) le taux d’accroissement en 0O :
_h 1
T(h):f(h)_f(()) — €h—1_ :h_eh+1
h—0 h h(e" —1)

h2
1+h— <1+h+7+0(h2))

(e o)

h? (—%+o(1))
o (1ot

1
—54—0(1)

1+o(1)

1 1
Donc lim t(h) = —=. On peut conclure f est dérivable en 0 et f'(0) = —=
h—0 2 2
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e Au voisinage de +oo, f(x) ~ xe* donc IHE f(x) =0. L’axe des abscisses est asymptote
X—r—+oo

horizontale en +-co.
e Au voisinage de —oo, f(x) ~ —x et

fO) = (x) = S

xe
e —1

On a, d'aprés les prépondérances, : 1_i>m f(x)—=(=x) =0, donc (D)y = —x est asymptote
X——o0

a (Cy) au voisinage de +oo.
f(x) = (=x) >0 donc (Cy) est au dessus de (D).

Corrigé question 33 Entrainement

2

2x

On pose f(x) :/ e 2dt
0

On utilise ® la fonction de répartition de la loi A4 (0,1).

— [/0 Le,,z/z dt+/2x 1 o112 gr /0 Lefzz/z dt] ¥ /2T
—e /21 0 V21m —eo /21
Donc f(x) = 21 (®(x) —®(0)) = 21 (CI)(x) — %)
® est strictement croissante continue de R dans |0, 1[, donc f est strictement croissante,

\/ﬁx/ﬁ V2r

continue de I :] —— | . Doncloa = —

2 2 2

On peut commencer par remarquer que 1 € I, donc I'équation a une solution unique.

F)=1 m(cp(zx)_%) _
1
()

1
= P(2x)=—=+=
Corrigé question 34 HEC 1998 oral voie E

— X=

| =
l\JI'—‘

Il'y a de multiples possibilités pour écrire une telle fonction. Utilisons un algorithme

simple et efficace.
k
Posons uy = (—1)k— K<

n
R Onauk——% up_1 pourk>1,up=1etS :Z”k' D’ou le

) k=0
script :

function y=S(n,a)
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u=1;s=u
for k=1:n
u=-u*a/k
s=s+u
end
y=s
endfunction

disp(S(100,-1.5),exp(1.5))

La derniére ligne du script a pour objet que I'on obtient bien une valeur approchée de
e ¢

Corrigé question 35 HEC 2005 oral voie E

1

1241
On remarque déja que, Vt € R t*+1t>+1>1 donc h est C* sur R.
Donc h est intégrable sur tout segment de R. Donc %y = R.

2x
h est paire. Donc f(—x) :/ h(t) dt.
X

Posons h(t) =

u=2x

h(—u) (—du) = — /xth(u) du=

On utilise le changement de variableu = —t. f(—x) = /
—f(x)

Donc f est impaire.

Soit H une primitive de h. f(x) = H(2x) — H(x), donc, comme H est C* sur R, f est
aussi C sur R.

VxeR

=X

f(x) = —H'(2x)—H'(x) = 2h(2x) — h(x)
2 1
V1ext+4x2+1  Vx*r+x2+1
2Vt +x2 + 1 —V/16x4 + 4x2+
A
avec A= 1664 +4x24+ x /XA + 2+ 1

Le signe de f'(x) est celui de A =4(x* +x*>+1) — (16x* +4x? +1) = —12x* +3 =
—3(4x* - 1)

1
Sixe R" A>0<:>x4<1<:>x<1\/§
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X 0 % 400
(%) 1 + 0 -
M
0 0

Pour la limite en +oo :

212 17> 1
t*+12+1 > t* donc h(t)t?, donc, quand x € R* flx) < / A dt = [—;} =7
X X X
Donc, par le théoréme d’encadrement : 1_1&1 f(x)=0
X oo

L’allure de la courbe est simple a analyser. Voila le résultat obtenu, avec le script Scilab
suivant :

function y=f(x)
y=integrate(’1/sqrt(t~4+t72+1)’,’t’ ,x,2%x)

endfunction

x=linspace(-3,3,200)

fplot2d(x,f)

x2=linspace(-0.3,0.3,2)

plot2d(x2,x2,2)

disp(f(1/sqrt(2)))

Le script donne une valeur approchée de M : M ~ 0,38999

Corrigé question 36 HEC 2006 oral voie S
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Soit pour n € N, Pi(x)=x"4+x—1

)

2)

3)

4)

On peut commencer par deux cas particulier.

1
e n =1 : donne directement x| = 7

e n=2 : 'équation du second degré x* +x+1 =0 admet une seule racine positive

—1+v/5

Cas général

Vne N* Yxe R P(x)=nx""14+1>1.

Donc P, est strictement croissante et continue sur R" donc réalise une bijection
de I =R" dansJ =P(I) = [—1,+oco].

Donc I'équation (E,) P,(x) =0 admet une solution unique x, dans R".

P,(1) =1 donc x, € [0,1].

Etudions le signe de P, ;1(xy).

Xy =

Piii(x,) = xZH +x,— 1 =x,x, +x, — 1
= =x,(l—xy)+x,—1 carx;+x,—1=0
= an—x%—l
= —(x,—1)?%<0

Donc Pyy1(xy) <0 = Pyi1(xpy1) donc, comme P,y est strictement croissante,
Xn < Xp+1-
La suite (x,) est croissante (strictement)

La suite (x,) étant croissante et majorée par 1, elle converge vers un réel ¢ € [0, 1].
Supposons ¢ < 1, on aurait x, < { < 1 donc x}} < "

Pi(xp) =0=xl4+x,— 1 <O"+(—1.

En passant a la limite, comme lim (" =0, on aurait 0 </ —1 doncf>1. D'ou

n—y+oo
une contradiction.
Donc ¢ > 1 et finalement /=1
Inn Inn

Il faut montrer que 1 —x, < — ou encore que x, > 1— —.
n n

1
Pour cela, il suffit de montre que P, (1 — ﬂ) <0
n

1
Posons A,, = P, (1 _nn
n

A, = (1_hl_n>n+<1_ln_”>_1: (1_1n_n)"_ln_n

n n n n

On sait que Vx €[0,1] In(1 —x) < —x.

On peut le redémontrer rapidement en posant k(x) = In(1 —x) + x.

F) = — 1=
o 1—x o 1—x

k(x) <0 c.q.f.d

| 1 |
En prenant x = ﬂ, alors In (1 — ﬂ) < —ﬂ.

< 0. k est décroissante sur [0,1], et k(0) =0 donc

n n n
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1
Donc nln [ 1——2 < —Inn < —Inn+In(Inn).
n

o Inn\" Inn Inn\" Inn
Ainsi In{{1—— <In{— | ovencore |1 —— ] < —.
n n n n

Donc A, <0, ce qui prouve le résultat.

Corrigé question 37 HEC 2007 oral voie E
On a donc f(x,y) = 120x — 8x% + 4xy — 2y°

1)

2)

f est une fonction polynomiale sur R* donc f est de classe C* sur R°.
Commencons par chercher les points critiques de f.
d1(f)(x,y) =120—16x+4y et h(f)(x,y) =4x—4y

di (f)(xay) =0 et 82(f><x7y) =0
x=yetlox—4y=120

12x =120 et 12x = 120
x=y=10

(x,y) est un point critique de f

111l

f admet un point critique unique A = (10,10).
Cherchons la matrice hessienne en A.

I (Ny)=—16 I, (f)xy) =3, (f)(xy) =4  95,(f)(xy)=—4

La matrice hessienne de f en A est H = (2:6 _44)

A est valeur propre de H <— (_164_ A B 44_ k) non inversible.

Cela donne la condition —16 —A)(—4 —A) — 16 = 0 donc A% +20A +48 =0

On sait qu'il y a deux racines Ay et Ay, car H est diagonalisable (car symétrique).
M XAy =48 et A+ Ay = —20 donc A et Ay sont négatives.

Donc f présente un maximum en A = (10, 10) et ce maximum vaut f(10,10) = 600
Reste a déterminer si ce maximum est global ou non.

fx,y)—600 = —2(y*—2xy) — 8x>+ 120x — 600
—2(y —x)? +2x> — 8x% + 120x — 600
—2(y —x)? — 6(x* — 20x+ 100)
— (=2’ —6(x—10)?
< 0
Nous avons ainsi confirmation que 600 est un majorant atteint en (10,10) donc
un maximum global.
On a ici la contrainte x = 23 —2y. Dans ce cas :
f(x,y) = 120(23 — 2y) — 8(23 — 2y)% +4(23 — 2y)y — 2y*. Soit g(y) I'expression
obtenue.
gd(y) = 120x (=2)—8x2(=2)(23 —2y) +4 x 23— 16y —4y
= —240+32(23—2y)+92—20y
= —240+23 x 36— 84y
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—240+23x36  12(~20+69) 49

/
p— p— — _—:7
g0) =0y 84 12%7 7
y 7
gy + 0 -

Donc g admet un maximum pour y ="7. Dans ce cas x =23 —-2x7 =9 et le
rendement optimum est f(9,7) =586

Corrigé question 38 HEC 2007 oral voie E
1) Commencons par montrer que : Vn € N* 1<u,<?2
On procéde par une récurrence facile. u;y = 1+ug €|1,2]
Siuy €]1,2], _:1 €]0,1[ donc u, 11 €]1,2[. Du coup, on peut dire :
2
Vne N 1<u <1+—
n+1
Par le théoreme d’encadrement lim u, =1
n—y4-o0
Up—1 Up —
2) u,— 1= , =n(u,—1) =u,_1 — 1 quand n tend vers +o0. Donc

S| =

a=1. . . .
. Up— Up—1—
Formons maintenant u, — 1 — — = nol - _ Tl

n n n, n
Or, d’aprés le calcul précédent, u,_; —1 = n721
n —
1
Donc n? (un —-1- —) =n(up—1—1) ~up_p —1
n
1
Doncun—l——w—zetainsib:—z. a=b=1
n o n n
Corrigé question 39 HEC 2008 oral voie E

Voila un exercice presque trop classique et facile pour un oral de HEC...

1) f est une fonction polynomiale sur R* donc f est de classe C? sur R (qui est un
ouvert de R?).

o1(f)(x,y) =3x* =3y et

da(f)(x,y) = 3y* — 3x
al%l(f)(x?y):6x alz,Z(Xay) 8 2,1

(x,y) ==3  93,(f)(x,y) =6y
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2) Comme on travaille sur Rz, ensemble ouvert :

(x,y) est un point critique de f <= 9Ji(f)(x,y) =0 et h(f)(x,y)=0
— xz—yzoetyz—x:120
<~ x:y2 ety4:y
— x=yet(y=1ouy=0)

f admet deux points critiques : A = (0,0) et B=(1,1)

3) Cherchonzs la matrice hezssienne Hy de f enA.
di 1 ()(0,0) I L(£)(0,00\
= (1 00 ainon) =© = =3 0)

-A -3
-3 -2
Cela donne 2> —9 =0 donc A} =3 et A, = —3. Deux valeurs propres de signes
contraires donc pas d’extremum.

Cherchon; la matrice hezssienne Hpg de f en B.

dii (N1) LML) o

= (S0 ) =6 =3 3 9
6-1 -3

-3 6—A7
Cela donne (6 —A)?>—9 =0 donc (3—A)(9—A) =0 donc A; =3 et Ay =9. Deux

A est valeur propre de Hy < ( ) non inversible.

A est valeur propre de Hg <— ( ) non inversible.

valeurs propres strictement positives donc f a un minimum local en B. qui vaut f(1,1)=0

On peut remarquer que f(x,0) = x> +1 et donc f(—2,0) < 0. Donc O n’est pas
un minimum global.

Corrigé question 40 HEC 2009 oral voie S

—t
1) Posons f(t) = eT. f est continue sur R™ donc sur [z, o[ quand z > 0. f est

positive.

1
t2f(t) =te™" — 0 quand t — +oo donc f(t) =0 (t_2> au voisinage de +oo.

~+oo
On sait que / ) dt converge, donc par le critére de domination des intégrales
Z

~+oo e*[
des fonctions positives, |” intégrale J(z) = / e dt est convergente.
Z

At
2) Posons Ja(z) =/ eT dt pour A > z.

Z

1
Prenons u'(t) = e~ et v(t) = o donc u(t) = —e™' etV(t) = —.
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u et v sont C! sur le segment [z,A], on peut donc intégrer par parties.

e = [—7] —I—/A—tdt

—+oo —t
Posons K(z) = %/ et_z dt. On doit montrer que lirJrrl K(z) =0.
e/, z—r+oo

1 1 Feo et Feo et 1= _
‘v’tG[Z,—i-OO[ l‘z 22 dOf"C/Z t—zdl'g/z —zdl':z—z/z e tdt

Or / " e' dt =1—F(z) avec F fonction de répartition d’une loi &(1), donc
1— FZ (z) =e %

On a donc 0<K(z) < % et, par le théoréme d'encadrement, ZETWK (z)=0
c.q.f.d.

Corrigé question 41 HEC 2010 oral voie E

Vne N* _ ikln 1+k
n y I/tn—nakZI "

ol O/ est un nombre réel.

1 1 &k k
= a2 [zzzlf‘(”;)]

k=1

N /

-~

=Rl

_,n b—
On reconnait dans R), une somme des rectangles, du type a Z f (a—l—k a) )
k=1 n
Ici f(x)=(x—1)In(x),a=1etb=2. f est continue sur |a,b], le théoréme des rectangles
2

permet d’affirmer que : 11111 R = / (x—1)In(x) dx=1.
o0 1

1
Calculons I'intégrale I par parties en prenant u(x) = In(x) et v'(x) =x—1 donc u’(x) = —
x
1
2

et v(x) = SX X
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u et v sont C! sur [1,2], on peut donc intégrer par parties :

A T Y Y T

= 1+--1
+4
1
4
11
Donc Un ™ 1 G quand n — +oo.

Maintenant c’est facile de conclure.
e Sia>2, lirJrrl u, =0.

n—

e Sia<?2, lim u, = -+oo.
n——+oo
eSioo=2, lim u,=1=-.
n—r o0 4
Corrigé question 42 HEC 2010 oral voie E

Soit f la fonction définie sur R™ x R™, 4 valeurs réelles, par :

2
flx,y) = x++/;ﬁ

1) (x,y) — \/y est de classe C* sur Rx R™, donc (x,y) +— x> +xy+/y est C* sur
Rx R™. X
x,y) — —— est C% sur R™ x R™,
e
Par produit, f est de classe C* sur R™ x R**.
2) Calculons les deux dérivées partielles d’ordre 1.
(20 +y)(xy/3) = (o + 29+ 3)/y
x2y

\/§(2x2 +xy— x> —xy— V)
x2y

A (f)xy) =

- VY
X2\/y
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[+ 55) -4 95T

aZ(f)(xvy) = xzy
_ x(2xy+\/§—x2 — Xy — /)
2x2y\/y
xy—x?
2xy./y
I
2y\/y
Donc (x,y) est un point critique <= d\(f)(x,y) = h(f)(x,y) =0<=y=ux et

xzz\/i

Ce qui donne y = x et x* =y donc x* = x d'oti x =1 (dans R™™).
f admet un seul point critique dans R™* x R™ : le point A = (1,1)

3) Commencons par calculer les dérivées partielles d'ordre 2 de f.

()y) = =5 done

VY
9% (f)(x,y) = 2 et 2 (f)(x,y) = _ly—3/2 I
L1 ; 3 o2 ; 5 VG
On a 95 (f)(x,y) = 07, (f)(x,y) en vertu du théoréme de Schwarz.

() =0 (577 done - dralrhx)= (357 ) 40 (-39
En particulier, au point de coordonnées (1,1) :
1
FiNL1) =2 % (A1) =—5 F(f)(1,1) =
52
)

1(N(L1) 9
(HE,1) 2

l\)’_‘l\)[\” —_

La matrice hessienne de f en A est H = <82
2,1

8:;8 o) =iz e

2—-A —1)2 . .
A est valeur propre de H <— (_1 /2 1/2— QL) non inversible.
1 1
Cela donne (E) (2—A) (5 —l) 1= 0

5 3
Q2= =
(E) A A+ 0

L'équation (E) admet deux solutions réelles Ay et Ay (car H est symétrique donc
diagonalisable).

/11XAZ:Z>0etll+12:§>0doncll>0 et A, >0

f admet donc un extremum local unique sur R x R™™.

C'est un minimum local atteint en A = (1,1) qui vaut f(1,1) =3

Corrigé question 43 HEC 2013 oral voie E

L k
On pose pour tout n € N* : Sn = Z k*In (—>
k=1 n
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1 & (kN2 [k\ b—a{ b—a
PR BRORCS e

k=1

aveca=0,b=1 et =
veed &) 0 six=0

f est continue sur [0, 1], donc on peut utiliser le théoréme des “rectangles’”.
11m — / f(t) dt. Calculons I'intégrale sur [€,1] (avec € > 0) en utilisant une

n—oo n3
intégration par parties.

1 3 1 142
/tzln(t) dr = [—ln(t)] — | = ar
€ 3 e £ 3

S, 1
Donc r}l_rgoloﬁ )

.S e s
2) Posons u, la suite —'31 et v, celle étudiée en 2).
n

| o
|un —va| = EZ
— %ék%n(k%)‘
= —nl—3zn:k21n<l+%>
= %Zkzln(lJr%)

1 1
Or, on sait que In(1+x) < x pour x € R", donc In (1 + ;) < z et :

IR 1
Y k=— nntl)

it = va gn_kzl n3 2
1 & k+1 1
D lim — ¥ k1 ==
onc ngrolo n3 kzl n ( n ) 9
Corrigé question 44 Entrainement

Voila un petit exercice court et facile.
f(x,y) =x2+y?>—x>. f est une fonction polynomiale sur R* donc f est de classe C* sur
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R*.

Déterminons ses points critiques.
A1 (f)(x,y) = 2x —3x% = x(2 — 3x) et A»(f)(x,y) = 2.

2
Immédiatement, f a deux points critiques : A = (0,0) et B= (5,0).

Déterminons les dérivées partielles secondes :

It (F)(x,y) =2—6x, 95 (f)(x,y) = 95, (f)(x,y) =0 et 95, (f)(x,y) =2

e [ a matrice hessienne de f en A est Hy = ((2) (2))

On a deux valeurs propres positives, 2 et 2, donc f présente un minimum en A qui vaut
f(0,0) =0.

. . -2 0
e [ a matrice hessienne de f en B est Hg = 0 2
On deux valeurs propres de signes contraires donc pas d’extremum en B.

On peut remarquer que f(3,0) = —18 <0, donc 0 n’est pas un maximum global de la

fonction f.

Corrigé question 45 HEC 2013 oral voie E (année 0)
1) On se place dans R*, ot on définit E = {(x,y) € R*, |x|+|y|=1}.

a: Pas de probléme :

b: Par symétrie, on va trouver 4 points. On cherche sur le segment (A,B).
On est sur le droite y =1 —x. On cherche donc les extremums de f(x) =
x4 (1—x)? =2x> —2x+1 pour x € [0,1].
Vx € [0,1] flx)=4x-2.

X 0

SN =

f'(x) -

1 1

f \ /

Le maximum est atteint aux quatre points A, B, C et D.

1
2
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1
¢: Le minimum est atteint aux quatre points de coordonnées (ii’ ii)

2) On définit F = {(x,y) € R>, max(|x|,|y|)=1}.
A B
S 1 )
—1
p— °c
Pour la recherche des extremums, on peut se restreindre a y =1 et utiliser ensuite
les symétries.
g(x,y) = x> +y> = x>+ 1. g atteint son maximum pour x = —1 et x =1 et son
minimum pour x = 0.
Quatre points ot I'on a le maximum : A, B, C et D.
Quatre points ou I'on a le minimum : (1,0), (0,1), (—1,0), 0,—1)
Corrigé question 46 HEC 2016 oral voie E
X X
1) f, est définie et Vx € [0,1] f,(x) = / " dt + / e dt
0 1
Jfn est donc dérivable sur [0, 1] et, pour tout x € [0,1] :
fix)= ¢ +e ™ > 0. Donc f, est bien strictement croissante sur [0,1]
1 1
2) a: Posons a = f,(0) = —/ e dr <0 et B = fu(1) :/ e dt >0
0 0

fn est continue (car dérivable) sur [0, 1] et strictement croissante, donc réalise
une bijection de I = [0,1] dans J = |a, B].

On a vu que 0 € [a,B] donc O admet un antécédent unique c, dans [0,1]
c.q.f.d.

b: fn+1(cn+1 :OL
an(Cn):/ o2 g
0 0

D > ont® gonc /Cn 0 gp > /cn & dr (1)
0 0

Cn

e—(n+1)t2 dt

1
2 2 _ 2
et <ot done —/ e g >
C,
=

fn(Cn) =0

En faisant (1)+(2), on obtient fnr1(cn)
l(cn)- Donc c,+1 < ¢p car fut1

que l'on peut encore écrire fni1(cpi1) < fut
est croissante.

Donc la suite (cp)nen est décroissante.

Elle est évidemment minorée par O donc elle est convergente. c.q.f.d
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4.3 Probabilités

Corrigé question 47 Entrainement

Voila une simulation ultra classique

function x=X()
n=1
while rand()<1/2 do n=n+1 end
x=floor (1+n*rand())
endfunction

1
Soit Y le nombre de jets de la piéce. On a immédiatement Y — & (5) .

1

Par ailleurs, il est clair que Py_, (X =k) = — sik € [[1,n]
n

On fait la synthése : X(Q) = N*

—+oo
P(X=k) = Y Py_n(X=kP(Y =n)
n=k
B E" L/ "1
- Ean\2 2
a n=k n2"
n
Difficile d’aller plus loin en général. Cherchons P(X = 1). Posons P, (x Z %
n n—1 =
. 1=x"
:Zxk_I:Zx’: six€[0,1].
k=1 i=0 I—x
1—" A
Donc, pour x € [0,1], P,(x) :/ dt = [—ln(l —t)] —/ dt.
o 1—1 o Jo 1—t
R (x)
On montre facilement que lim R,(x) =0.
n—r—4-oo
1 1 "
Eneffet, si0<t<x,1—x<1—t<1doncl< < donc 0 < < n
1—t “1—x I1—t " 1—x
Il n'y a plus qu’a intégrer et utiliser le théoreme d’encadrement...
ook
Donc Z — =—1In(1—x) pourx € [0,1].
- 1 1
En particulier, pour x = X PX=1)=—In ) P(X =1)=1In(2)
Corrigé question 48 Entrainement

Une simulation classique de X,
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function x=X(n,p)
cs=0;ce=0
while cs<n
if rand(O<p then cs=cs+1 end
ce=ce+l
end
X=ce
endfunction

Xn(Q) = [[n+oe[.
Avoir X,, = k signifie qu'on a un succés au rang k, n — 1 succés qu'il faut placer dans les
k—1 expériences précédentes (et donc k —n échecs).

P(Xy = k) =px (,]: D (1=p)"p!

Vkento] P, =k = (”jj)(l_p)k—npn

On remarquera que pour n =1, on retrouve la formule d’une loi 4 (p).

n
Posons Y = , pourn > 1.

—1

n
On utilise le théoréme de transfert. Sous réserve d’existence, c'est a dire de convergence,
car on somme des termes positifs, donc I'absolue convergence se réduit a la convergence :

En-1
E(Y) = Zk_lp(xn:k)

k=n
ESn—1/k-1

— 1— k—n _n
i k—2>

= (1—p)*"p"  on posem=k—1
kz;l<n—2
& o /m-1

— 1— m+1l—n_n
:Zn:l(n_z)( p)" ' p

= p f T pp
=n—1 n—2

= D P<Xn—1 :k)
p

—1
On a donc Pourn > 1 E(Z =p
X, —1

Corrigé question 49 Entrainement

On a immédiatement X (Q) = [[3,n]).
(X = k) signifie que lors des k— 1 premiers tirages (sans remise), on obtient deux des
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trois nombres 1,2,3, et qu'en k-eme tirage, on obtient celle qui manquait.

3\ (n—3
Donc P(X = k) = <22k<:1>3> X n—/1<+1'

Y simplifier : oy 3k—=1)(k—-2)
Reste a simplifier : Vk € [[3,n] P(X=k) = T
_y PN 3 L s
_I;kP(X_k)—n(n_l)(n_z)l;(k 3k% +2k)
Zi: —3k2 4 2k) = nz(n:1)2_3 "(n+1)6(2”+1)+2 n(n2+1)
- n(n:- D n(n+1)—212n+1)+4]
n(n+1)

= 2 (n*—3n+2)
nn+1)(n—1)(n—2)

4
3
Donc E(X):Z (n+1)
Corrigé question 50 HEC 1998 oral voie E
Posons ¢(x) = Le_xz/ 2
¢ V2r
—1/2 1
On sait que @ est décroissante sur |0,1] donc Y(Q) = [¢(1),0(0)] = | —,—|.
que @ [0,1] (Q) = [¢(1),9(0)] [\/E\/ﬁ]
VieY(Q) :
PY<1) = Ple X</
X2
= P(X*>>—2In(tV2n))
e—1/2 < 1/
Orsi —— <t < —— alors e '/~ <tv/2m < 1 donc
<y

1
5 < <In(tv27) <0 donc 0 < —2In(tv/27m) < 1 donc
P(Y <t)=P(X >/ —2In(t\/27)) =1 —/ —2In(r/27).
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( e 1/2
0 sit<
V271
FY@) =1/ amivam) site |t )
=¢1—4/—2In(tvV27) sit€|—,—
V2t V21
1
1 sit> ——
\ V2T
Pour calculer E(Y), on utilise le théoréme de transfert (qui s'applique ici sans probléme

car il n'y a pas de probléme de convergence pour les intégrales).
1

1
E(Y)= / o) dt =®(1)—P(0) =P(1) — 5 en notant ® la fonction de répartition
0
de la loi A (0,1).

Corrigé question 51 HEC 1998 oral voie E

Notons A I'événement “le document est dans I'armoire” et T |'événement “le document
est dans un des p tiroirs ouverts’.

On cherche Pr(A).

On utilise le retournement des causes (appelé aussi formule de Bayes).

P(ANT) B Py(T)P(A)

P=(A) = — —
T =T =R
Or, d'aprés I'énoncé :
1
()
_ 1) '(n— p)! _
PA(T) = p ) _ (n—1)! ><p.(n p).:n p
(n) pln—p—1)! n! n
p

Pour déterminer P(T), on utilise la formule des probabilités totales :

1
2 <1 B B) n—p
Donc Pr(A) = % L La probabilité cherchée est p=
— <2 _ E) 2n—p
2 n
Corrigé question 52 HEC 1998 oral voie E
1 1—
X < %(p) donc E(X) = — et V(X) = —L.
p p

On pose Y = X Le théoréme de transfert dit que, sous réserve d’absolue convergence,
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1
EY)= ) -P(X=n).
nex(Q) "
L’'absolue convergence se réduit a la convergence,ici, car la série est a termes positifs.

X(Q) = N

+oo 1
EY) = Y ~4q"'p
n=1"
_ 4y 4
pn:I B
n xk
Posons S =) —.
n n—1 1 — "
S (x) :kz:]xk_] =2 x' = - six€[0,1].
= i=0
Y1 -t x X
Donc, pour x € [0,1], S,(x) :/ dt = [—ln(l —t)} —/ dr.
o 1—t¢ 0 o 1—1t
—_—
Ru(x)
On montre facilement que lim R,(x)=0.
n—y+oo
1 1 t"
Eneffet,siogtgx,1—x<1—t<1donc1<l—t<1 donc 0 < t<1 t".
— —Xx — —Xx
Il n'y a plus qu’a intégrer et utiliser le théoréeme d’encadrement...
+oo k
X
Donc — = —In(1—x) pourx € |0,1].
Y=l -9 pourxe (o
1
On peut conclure Y = e admet une espérance qui vaut E(Y) = —In(p)
Corrigé question 53 Entrainement (court)

1) {A,,B,} est un systéme complet d'événements. La formule des probabilités totales
donne :
ap+1 = P(An—i—l) = P(An ﬁAn—i—l) +P(Bn mAn—H) = Oa, +P(Bn mAn—H)
Par ailleurs, P(B,) = P(B,N\By+1)+P(B,NA,+1), cette fois en utilisant le systéme
comp/et {An+1 7Bn+1}-
Donc 1 —a, = 6b,+ P(B,NA,+1)
Donc apy1 = 0a, + (1 —a,) — 0b, = 0a,+ (1 —a,) — 0(1 —ay).
Au final VneN (1) ayp1=(260—1)a,+(1—0)

2) La suite (ay) est une suite arithmético géométrique. Le premier terme est ap = 1.
Soit a un point fixe. On a donc (2) a = (260 —1)a+(1—0).
En faisant (1) — (2) on obtient a,+1 —a = (20 — 1)(a, — a).
En posant u, = a, — &, on obtient une suite géométrique. Donc u, = (26 — 1)"ug
1 1 1 1
Or (2) donne a = 3 et, ainsi, a, — 5= (20 —1)" <1 - E) =—-(20-1)".

2
6 €1[0,1] donc26 —1¢€[0,1].
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1
Si0 =1 alors Vn € N n = 5.
. 1 : , 1
Si6el0l1] an—i[(ZG—l) +1] etngr}gman—i.
Corrigé question 54 Entrainement

Voila une situation trés classique, souvent traitée en cours.

e Pourn=1, il y a deux chemins que I'on peut coder (H,D) et (D,H).

e Pourn =2, les chemins seront (D,D,H,H), (D,H,D,H), (D,H,H,D), (H,D,H,D),(H,D,D,H),(H,H,D,D).
Essayons de généraliser pour n quelconque dans N*.

Un chemin comportera 2n lettres D ou H, avec n lettres H et n lettres D.

On choisit les emplacements des n lettres H et, ensuite, on place les lettres D.

2
On peut conclure Il'y a ( n) chemins différents de O a A,
n

Corrigé question 55 HEC 2006 oral voie S

Voila un exercice trés facile ... quand on connait la technique.

n nk n )Lk A
A, = )y o= e ,;6 He_ en posant A =n
= ¢"Fy,(n) avec X, — Z(n)

D’aprés I'application directe du théoréme central limite, on sait que X, converge en loi
vers la loi A (0,1) quand n tend vers +oo.

Fx,(n) = P(X,<n)
Xn - I’l
= P <0
(27" <)

= P(X, <0)
R 1
2

gk
Donc, on a bien ;F ~ 3 e" quand n tend vers +oo.
Corrigé question 56 HEC 2007 oral voie E

La aussi, un grand classique.
X etY sont deux variables aléatoires binomiales de paramétres (n,1/2) indépendantes.
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(X=Y)=|J(X=knY=k) (réunion disjointe) donc
k=0

PX=Y) = kzn'z)P(X:kﬂY:k)

- E5O6)T
im0 L\K/ \2
1 2n n n 2
- (3) 50
Or Z <Z> ( " k) est le coefficient de x"* dans le produit (1+x)"(1+x)", c'est a dire
k=0 n—

dans (1+x)%"

Donc  |P(X=Y)= (zn”) (%)zn

Corrigé question 57 HEC 2007 oral voie E

1) On utilise la formule de Poincaré :

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
= 3p—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)

On a donc3p =P(AUBUC)+P(ANB)+P(ANC)+P(BNC)

Par ailleurs,

P[(ANB)UC]|=P(ANB)+P(C)—P(ANBNC)=P(ANB)+P(C)

Donc P(ANB) = P[(ANB)UC] —P(C).

De méme, P(ANC) =P[(ANC)UB]—P(B) et P(BNC) =P[(BNC)UA]—P(A).
Donc 3p =P(AUBUC)+P[(ANB)UC|+P[(ANC)UB]+P[(BNC)UA]—-3p
Ainsi 6p =P(AUBUC)+P[(ANB)UC]+P[(ANC)UB]+P[(BNC)UA| < 4

2

On a bien p < 3
2) Imaginons un univers Q dans lequel on a une partition (U,V,W) de trois événe-
1
ments de probabilité égale a 3
2

Soit A=UUV, B=VUW et C=UUW. On a P(4) = P(B) = P(C) = 3.
ANB=V donc (ANBNC) =0.

3) On suppose en outre que A, B et C sont indépendants deux a deux.
OnaP(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)—P(AN
BNC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB) —P(ANC) —P(BNC) = 3p —3p>.

1 3
On sait que p(1 — p) < 7 pourp € [0,1] donc P(AUBUC) < 7
On a aussi P[(ANB)UC] = P(ANB)+P(C) —0=P(A)P(B)+P(C) = p*>+p
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3
Comme P[(ANB)UC] < P(AUBUC) on a donc pPrPHp<=

N

3
Doncp2+p—1<0.

3 1
Les racines de x* +x — 1= 0 sont x1 = 5 et xp = —5

1
Donc p € [O, E] . C'est le résultat attendu.

Corrigé question 58 HEC 2007 oral voie E

1) F; compte le nombre de succés (obtenir le jeton i) dans une répétition de N

1
expériences identiques et indépendantes. Donc F,— %A <N , —)
n

F est le nombre total de jetons tirés donc F = N (variable constante). E(F) =N
et V(F)=0.
Si les variables F; étaient indépendantes, on aurait :

V(F):ZH:V(F,-):anx%x <1_%> :N(l—%).
i=1

Ce n'est pas le cas (sauf pour n = 1) donc les F; ne sont pas indépendantes.

2) P(X; = 0) = P(F, = 0) = (1 _ 1)N. Donc

n

woa(1-(10) ) mo=1- (1-1) v -

n—2\"
P(Xi:()) (X] - 0) - .

n—1

—1\V
Comme P(X; =0) = (n ) , les variables X; et X; ne sont pas indépendantes.
n

Corrigé question 59 HEC 2008 oral voie E
1) La fonction f : x+— ke~ est paire et/ ft)dt= 2/ f(t)dt= 2k/ e tdt=
—oo0 0 0

1
2k. k=~
2

1

Fx(x) =1—=e*six>0
2) Sans probléme, on obtient : 1 2

3) On sait que la loi exponentielle &(1) admet des moments de tout ordre donc
~+oo
xX'e™™ dx converge pour tout n. Donc, en utilisant la parité de f, X admet
0
aussi des moments de tout ordre.
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Par parité : E(X)=0

|
Toujours en utilisant la parité, E(X?) =2 x 5/ e dx=E(Y?) siY — &(1).
0
EY?)=V(Y)+EY)>=14+1=2. Donc E(X*)=V(X)=2

Corrigé question 60 HEC 2008 oral voie E

1) F est de classe C* sur R donc, en particulier C Usur R.

—X
Vx€R F’(x):—(—l)e_"(l—e_x)_zze—2>0
(I+e™)
Donc F est croissante sur R.
lim F(x)=0et lim F(x)=1.
X—r—o0 X—>+o0
On a bien toutes les caractéristiques d’une fonction de répartition d’une variable a

densité.

2) Commencons par généraliser, pour aller plus vite.
Notons Y,y = max (X;).
i€[1n]
n n
Y, <x <= ﬂ(Xi < x), donc P(Y, <x) = HP(Xi <x) (par indépendance des
i=1 i=1
X;).
Donc Fy,(x) = (Fx(x))".
Fy, est donc C! sur R, croissante de R dans |0, 1. Il en résulte que Y, est une va-
—X
riable 3 densité. On obtient une densité en dérivant Fy,. Or Fy, (x) = — .
" (I+e)"
. ne”
Une densité de Y, est donc Ja(X) = ——— 7.
(1+e7)"
Corrigé question 61 HEC 2008 oral voie E
1) Soit G, la fonction de répartition de M,,. Vx € R :
n n
Gu(x)=P(M, <x)=P (ﬂ (X; < x)) = HP(Xi < x) du fait de I'indépendance
k=1 k=1
des X;.
0 six<0
n
Donc G,(x) = [F(x)]", soit G(x) = (%) si x € [0,24]
a
1 six>a

G, est C' sur R sauf éventuellement en 0 et en 2a et G,, est continue sur R. Donc
M, est une variable a densité. On obtient une densité g, en dérivant G, partout

ol elle est dérivable. X
. x \n-1 1 nx"—
Six€]0,2a]  Gh(x)=n (%> X5 = 2a)
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0 si x ¢ ]0,24]
Une densité de M,, est gn(x) = { pt! .
2a) sinon

Il n'y a pas d probleme d’existence pour le cacul de I'espérance et de la variance.
Calculons le moment d’ordre k € N :

2a nanrkfl
(2a)"

EMY = /0 g, (x) dx:/o

2 4
En particulier E(M,) = —T—al et E(M?) = % Donc
n n

V(M,) = E(M;)—E(M,)’
4na® 4na?

n+2 (n+1)?

_ 4na®[(n+1)* —n(n+2)]
- (n+2)(n+1)>2
B 4na?
a (n+2)(n+1)32

1

2) Posons U, :%Mn.
n
n+1 n+1 2na
(Un) 2n (M) 2n n+1 “

Donc U, est bien un estimateur sans biais de a = E(X).
Son risque quadratique est R, =V (Uy)
(n+1)? (n+1)? 4na? a’

R = X g
" 4n? 4n? (n+2)(n+1)? n(n+2)

V(Mn) =

V,, est un estimateur sans biais de référence de a = E(X).

I & 1 &
Son risque quadratique est R, =V (— Z Xk> == Z V(X;) (par indépendance
=1 =1

des Xy )
1 1 (2a—0)* a?
r_ L _ - _
R"_nzxnv()? n 112 3n(' 23 |
+2)— n—
R —R =a(—— et R R S
L (Sn n(n—l—2)) C Bum+2) ~° 3nm+2)

Donc, pour n> 1, R, > R, donc U, est meilleur que V,,.
On peut remarquer que pour n =1, U, et V, se confondent. Il est donc normal
que la différence des deux risques soit nulle.
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Corrigé question 62 HEC 2009 oral voie E

On répond aux deux questions.

P(U=3NT=0)=0.

En effet T = 0 signifie que X| = X, et dans ce cas X| + X, est nécessairement pair donc
U =3 n’est pas possible.

P(U = 3) = P(Xl +X; = 3) :P(Xl =1NX, = 2)+P(X1 =2NX; = 1)
= PX1=1)PX2=2)+P(X;=2)P(X2 =1)=p1g2p2+q1P1 P2
= pip2(q1 +q2)

p1p2(2—p1—p2)
£ 0
P(T =0) #0 donc P(U =3) x P(T =0) #0.

Il 'en résulte que P(U =3NT =0) # P(U =3)P(T =0) donc U et T ne sont pas
indépendantes.

Corrigé question 63 HEC 2009 oral voie E

1) Sous réserve d’absolue convergence, on peut utiliser le théoréme de transfert :

E(g(X))= ), s)P(X=x)

x,EX(Q)
Ici ce la donne : sous réserve de convergence (car tout est positif) :
1 RE | o1 Ak _ L
El— | = Z ——PX=k)= Z ———e¢ ”. Examinons cette derniére sé-
1+X) & 1+k S 1+kk!

rie.

1 ef/l o0 lk+l e*l o0 )Li
—_— = — en posanti=k+1
(1+X> 2 ,;O(k+1)! 2 Z.Z]zz (en posant ; )

- )T -

1 1
Donc E (H—X) existe et vaut I(l —e )

| —

2) On a déja un des deux minimums :

1—e™™

1
. Il reste a montrer que E (| —— | < 1.
1+X

| —

Posons f(x) =
xe ' —1+4+e "
2
f'(x) est du signe de h(x) =xe ™ —1+e*. KW (x)=—xe™™. On peut faire les

tableaux de variations :

pour x € R™*. f est C* sur cet ensemble et f'(x) =
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X 0 +oo
0
h(x) \
f'(x) +
1
f
\ O

La limite de f en +oo ne pose pas de probléme. Celle en 0 mérite plus d’attention.

Au voisinage de0, e ™ = 1—x+o0(x) donc f(x) = x—olx) =1+o(1). lir%f(x) =
x—

1.

On peut donc affirmer : Vxe R™ flx)<1.

On a bien le résultat.

Corrigé question 64  HEC 2009 oral voie BL Soit A I'ensemble des tirages
avec avec 1, 2 et 3 dans le bon ordre.
Si on permute, pour chaque élément de A,, les éléments 1, 2 et 3, on obtient toutes les
permutations.

!
Donc 3! x Card(A,) = n! ou encore Card(A,) = %
Card(A,) n! 1 ]
one PUAw) = Card(@) ~ 3xnl 6 () =5
Corrigé question 65 HEC 2010 oral voie E
1) M(w) étant triangulaire, on sait que M(®) est inversible si et seulement si X (®) #
0 etY(w)#0.
Comme X(Q) = N et Y(Q) = N*, M(®) inversible est un événement certain.
Donc P({w € Q. M(w)inversible}) = 1

2) X etY sont les valeurs propres de M, car M est triangulaire.
Donc si on note B I'événement “M est diagonalisable diagonalisable”, on a (X #
Y)=B, donc (X #Y) CB.
Par ailleurs, si X =Y, alors, si M était diagonalisable, on aurait M semblable a X1,
en notant I, la matrice identité de .#>(R), ce qui n'est pas vrai car seul XI, est
semblable a XI,.
Donc si M est diagonalisable, alors X # Y, c'est a dire BC (X #7Y)
Au final, B= (X #7).
Calculons P(B). On noteq=1—p :
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P(B)=1-P(B)=1—

+oo
Y P(X=nnY =n)

+o0
Y P(x =
n=1
+oo

Y (4" 'p)°

n=1

~+o0
p2 Z (qZ)nfl
n=1

~+oo
P* Y (4%
k=0

p _2-p—

2—p 2—p

On peut conclure

P(B) ==L

Corrigé question 66
P(X =kNZ = ny)

_ P(X=k)xP(Y =ng—k)

=n) par indépendance

HEC 2010 oral voie BL

par indépendance de

Py (X =k) =
X etde?.

P(Z =nyg)

P(Z = ng)

Or, d’aprés le cours, on sait que Z=X+Y — B(n+n,p). Donc, en notantg=1—p :

2n
P(ZZI’Z()):( )panZn no

Pz—ny)(X =k) =

n\ & n—k
X
k)pq Qm_

)pno—kqn—n(ﬁ—k

no ,2n—ng
(2}

n ng ,2n—ng
k) (no—k)p I

(211) pno q2n no
no

n!

n! no!(2n —ng)!

Kn—k)

(mo—K)(n—no+ k)« (2n)
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Redistribuons les roles :

(2n—ng)! n'n!
=0 (2n—no—n—k)! " @2n)!

no\ (2n—ngy
()G
2n
()
On reconnait une loi de tirages sans remise : le résultat est P(Y = k) avec Y nombre
d’objets de type 1 quand on tire sans remise n objets dans une urne contenant (2n)

objets au total, avec au départ, ng objets de type 1, et donc 2n — nqy autres objets. Les
initiés reconnaissent une loi dite hypergéométrique.

P(Z:no) (X = k) = —.(n() —k)! X

Corrigé question 67 HEC 2011 oral voie E

1
1) Soit Z; le nombre de souris ayant choisi la cage k (k € [1,3]]). Z — %# (n, §) :

Soit A I'événement “une cage au moins reste vide”
A=(Z1=0)U(Z, =0)U(Z3=0). Par la formule de Poincaré :
P(A) = P(Zl = 0) +P(Zz = O) +P(Z3 = 0) —P(Zl =0NZp = 0) —P(Zl =0NZz =
0) —P(Zz =0NZ3 = 0) —|—P<Zl =0NZ,=0NnZ; = 0)
De facon claire, (Z; =0NZ, =0NZ3 =0) est impossible.

n
P(21=0ﬂ22=0>=P(Z3=3)=(% :

De méme pour P(Z; =0NZ3 =0) et P(Z =0NZ3 =0).
2 n
P(Zi=0)=P(Z,=0)=P(Z3=0) = (—)

3
e =3[ () (2]
2) X(Q) =[0,2]. i
On a facilement P(X =2) =3 (%) .

(X > 1) est I'événement A de la question précédente. P(X =0) = P(A) =1 —
2\" "
3((2) = (=) |.
) -G)]
PX=1)=1-PX=0)—P(X=2)=3 (%)

n

E(X)=0P(X =0)+1P(X =1)+2P(X =2) =3 @)n%(%)n

Corrigé question 68 HEC 2011 oral voie E

N\t
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1
Donc X et Y suivent une loi géométrique 4 (5) )
2) Z(Q) = [[2,4~[.

P(Z=k = iP(X:iﬂY:k—i)

= PX =i)P(Y =k—1) par indépendance de X et Y

k
Vke 2,40 P(Z=k)=(k—1) (5)

Sii<k:

PX=iNX+Y=k) PX=i)PY=k—i)

Pxiy=nX =i) = P(X+Y =k) - P(X+Y =k)

6)-G)

Donc Xxry=k) = U x-1)
3) PX=Y)=) PX=kNY =k)=Y P(X=kP(Y =k) = (-) x(—)
k=1 1 k=1 k=1 2 2
Ny 701 1
= = —_ = i = — g = —
DoncP(X—Y)—I;l <4) T3 P(X=Y) 3

PX>Y) = fp(yzk) (X >Y)P(Y =k)
k=1

~+oo
= Y P(X>kP(Y=k)
k=1
1\*
OrP(X > k)= (§> car cela signifie que les k premiéres expériences donnent un
échec.

Donc P(X >Y) = f (%)kx (%)k

k=1

1
On a déja calculé cette somme. PX>Y)= 3
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4) C'est reparti pour deux tours ...mais ce n'est pas trés dréle. On ne garantit plus
les calculs.

P(X>2Y) = Y Py_y(X =2Y)P(Y =k)

- +f‘jp(x > 2k —1)P(Y =k)

6 G)

~
I
—

I
okl

~
I
—_

Il
~
i aot
RN
| =
N——
(98)
B
X
(\)

1
- o _8 _ 2
j_1 7
8
P(X>YNX>2r) P(X>2Y
Proy(x > 21) = )_ P2,
PX>Y) PX>Y)
2
2 7 3
OrP(X >Y)=P(X =Y)+P(X >¥) =7 donc P-y|(X >2V) = z= -
3
2 3
Corrigé question 69 HEC 2011 oral voie BL

X(Q) = [k,n].
(X =) est I'ensemble des tirages du type

( B, ...))
k—1 blanches  noires

Pour dénombrer les tirages de type (X = i), on considére I'ensemble des tirages en sup-
posant les boules numérotées (donc Card(Q) = n!), on choisit les emplacements des
k — 1 boules blanches parmi les i — 1 places avant la i-éme, on place les noires aux em-
placements libres et on s'autorise toutes les permutations des blanches et des noires.

l_l)xk!x(n—k)!

i—1 k—1
n!

k—1

Ainsi, Card(X = i) = ( ) X k! x (n—k)! et P(X = i) = (
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On peut conclure Vi € [k,n]

On utilise la formule rappelée :

ko (n+1\ . K(n—k)! (n+1)!
E(X)_T(kJrl)_kx n kD) (n—k)!
(0
Donc E(X):kf_l(n-i—l)

Pour calculer la variance, on calculerait E(X (X —1)) ... c'est long et fastidieux, impossible
a faire dans le petit temps autorisé.

Corrigé question 70 HEC 2011 oral voie BL

1
On note X le nombre de faces obtenues. X — % (n, E) .

aewn_mcen- ()3 () - (0) (0

A : « On obtient Face au plus une fois». A= (X=0U(X=1)
1 n
Donc P(A)=P(X=0)+P(X=1)= (§> (1+n)
B : « On obtient Face au moins une fois et Pile au moins une fois». B= (X > 1)N(X <
n—1)

P(E) ZP(X <1UX >n— 1) ZP(X = O)+P(X =n) = 2(%)’1 donc P(B) —
1 n—1
-(3)

(ANB) = (X = 1) donc P(ANB) = P(X = 1) =n (1)
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P(A) x P(B) = ”;1 (1 _ 2n11)

P(ANB) = P(A) x P(B) < 1:”“(1 ! )

on on _2n—1
n+1
n+1

— 2" l=pn4t1

Les deux cotés de cette égalité étant strictement croissants, la partie gauche croissant
beaucoup plus vite, il n'y a qu’'a regarder les premieres valeurs pour trouver quand les
courbes se croisent. Et c'est pour n = 3. ’A et B sont indépendants pour n =3

Corrigé question 71 HEC 2012 oral voie E
1) Soit k € [[1,n].
a: Utilisons les propriétés de la covariance.

Cov(Yi,Yiy1) = Cov(Xi+Xir1, Xer1 +Xir2)
= COV(Xk,Xk_H) + COV(Xk_H ,Xk+1) + COV(Xk,Xk+2) + COV(Xk_H ,Xk+2)

Donc Cov(Yy,Yit1) =V (Xit1) = p(1 — p)

b: Ultra classique.

2) Pour { =k+1, on a la réponse en 1). Pour { > k+1, Cov(Yy,Y;) =0 par indé-
pendance.
(Y. et Y, sont indépendantes par application du lemme des coalitions)

1 n
3) On a immédiatement E (— Z Yk> =EY;)=2p
=

'

S| =

in) = % iV(Yk)JrZ ) Cov(Y,-,YJ-)]
k=1 L k=1

1<i<j<n

r n—1

— % np(l—p)—i—ZZCOV(YiaYH—l)]
I i=1

- %[2np(l—p)+2(”_1)l7(1_17)]
dn—2

= = n2 p<1_p>

La variance tend donc vers 0.
Pour conclure, il suffit d'utiliser I'inégalité de Bienaymé- Tchebitchev.
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Corrigé question 72 HEC 2012 oral voie E

Y(Q)=N.

On peut commencer par calculer P(Y = 0).
oo +o0

P(Y=0)=P(X=1UX=3U.. (UX 2k+1>:ZP(X:2k+1)
k=0 k=0

oo oo
_ k 1 P P !
¥=0) k;) k;,( ) l1-¢*> (1-q)(1+q) p2-p) =9 2-p

SOitﬂEN*.P(Y:I’l):P(X:Zn):qz"*lp_ Vn e N¥ P(an):qznflp

Calcul de E(Y) :
P nn P g P (1-p)
EY)=)Y PY=n)= ann 1p:— n(g?) == = X =
") ,,;) r=n) E’l q,; () q(l—¢*)?* 1—p p*(2-—p)?
(1-p)
p(2—p)?
Corrigé question 73 HEC 2015 oral voie E

1) On utilise le théoréme de transfert (sous réserve d'absolue convergence de I'inté-
grale) :
~+oo
E(ha(X —q)) = /_ |t —ql+ 2o —1)(t—q)] f(t) di
On peut tout de suite remarquer que toutes les intégrales sont absolument conver-

gentes du fait de l'existence de E(X)
On peut séparer I'intégrale en plusieurs morceaux en utilisant la linéarité :

L) =Eha(X—a) = [ li—qlfe) di+ Qo= )EX) g2 1)
= [ lds dr+ Ca-1)EX) -g)
_ /_( dz+/+°°z— 1) di + (20— 1)(E(X) — q)
_ q/ dt—/_ t£(t) dt+/+w dt—q/+°° ) di+ (20 —1)g
= o)~ [ e ars (B0~ [ 10 ar) - a1-Fl@)+ 20 1)g

- 2qF(q)—q+E(X)—2/_q t£(6) di + (20— 1)g

On dérive : L'(q) =2 (af(q) + F(q)) — 1 —2qf(q) + 20— 1 =2[F(q) — (1 — )]
La dérivée s'annule et change de signe pour qo = F (1 — ).
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q —o0 do +o0
L'(q) - 0 +
da

C'est le résultat attendu.

2) On peut tout recommencer (les calculs seront évidemment plus simples). On

peut aussi faire confiance au calcul général précédent : ga=® '(1-a)=
1
(- )=0.
9
Corrigé question 74 HEC 2015 oral voie E
n n
On sait que V(Y) = Cov(Y,Y) = Cov <Z Z ) = Z Cov(X;,X)
k=1 j=1 (@)eln]?
Cov(X;,X;
On sait que M < par propriété du coefficient de corrélation.
V(X:)V(X;)
1
Donc |Cov(X;,X;)| < \/V(Xi)V(X|) et on sait que V(X;) = pi(1 — pi) < 2
1
Donc |Cov(X;,X;)| < <y
, 1 n?
V)< ) [Cov(Xi, X)) < n”x 1= c.q.f.d.

(i.)€l1n]?



