ESSEC II 2017, option économique : correction

I Indice de Gini

1. (a) La définition d’une fonction convexe sur J signifie que sur tout segment [¢y, t3] de J, 'image de
tout point du segment [t1, ;] est en dessous de la corde passant par les points (¢, f(t1)) et

(t2, f(t2))-

(b) Lorsque f est une fonction de classe C* sur [0, 1], f est convexe sur [0, 1] si et seulement si sa
dérivée est croissante sur [0, 1].

2. (a) D’apres l’énoncé,f est concave si —f : t — f(t) — t est convexe.
Montrons que —f est convexe :
v(tlat2) € [03 1]27 VA€ [03 1]77

—f(\t1 + (1= Nt2) = FOL + (1= ANta) — (Mg + (1 — Nitp)
; < A1) + (1= A)f(t2) — At — (1 = M)tz
= A(f () =) + (1 = A)(f(t2) — t2)
- A (=F0) + (1= 2. (=F(12)
Alinsi, —f est bien convexe i.e. f est, concave.

(b) Toutes les fonctions intervenant dans le calcul sont continues sur le segment [0,1] donc y
admettent une intégrale ; et par linéarité de l'intégration sur [0, 1] :

-s(f f ) -5([5] - ) 12

1
1 1
(¢) On remarque dans le calcul précédent que / tdt = 3 — 2 = —— Ainsi, I(f) =
0

Jiy tdt
1 1
t— f(t))dt
2 [ (t—f@)dt= M est la proportion de Daire entre la courbe de f et la premiére
0 [ tdt
0

bissectrice dans l’aire entre 1’axe des abscisses et la premiére bissectrice sur le segment [0, 1].
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3. Un premier exemple.
Soit f: [0,1] — R telle que f(t) = t* pour tout ¢ € [0,1].




(a) e Vte0,1],t* €[0,1] donc f est bien définie sur [0, 1], & valeurs dans [0, 1] et en particulier
f(O)=0"=0et f(1) =12 = 1.
o f est de classe C? sur [0,1] comme fonction polynomiale. En particulier, elle est bien
continue et de classe C' et f”(t) =2 > 0 donc f’ est croissante. f est bien convexe.

f est bien un élément de F

(b) I(f):172/ tht_12{’§]l_12_1.

0

4. Propriétés de I'indice de Gini.

(a) Montrons que f > 0 sur [0,1] :
Comme ’énoncé donne les valeurs de f(0) et f(1), V¢ € [0,1], appliquons I'inégalité de convexité
avect; =1,ta =0et A=1t:

FE1+ 1 —10).0) < tf(1)+ (1 —t).f(0) < ft)<t < t—f(t)>0

1
Ainsi, Vt € [0,1] f(¢) > 0 et par croissance des bornes, / f@)dt >0 donc I(f) > 0.
0

1
(b) I(f) =0 <= / f(t)dt =0 <= Vt € [0,1], f(t) =0 car f est continue et positive sur [0, 1].

0
Ainsi, I(f) =0 < Vt e [0,1], f(t) =t.
1
(c) Pour tout f élément de F, f est continue et positive et f # 0 (car f(1) = 1) donc / f(®)dt > 0.
0

1
Ainsi, I(f) =1 72/ f(t)dt < 1.
0

(d) Pour tout entier n > 0, on définit f,, sur [0,1] par f,(t) =¢".
1 gttt 2
I(fn):1—2/ t"dt:l—?{ } -
0

n+1 Cn+1
ii. e Méthode 1 : La question précédente donne Erfm I(f,) = 1. Donc, par définition de
la limite, en posant ¢ = 1 — A > 0, il existe N € N, tel que pour tout entier n > N,
1—e<I(fn) <1+e¢. Ainsi, en particulier, pour tout n > N, I(f,) >1—¢ = A.
Donc f = fy convient.
e Meéthode 2 : Cherchons les entiers n € N* tels que I(f,) > A :

2 2 n+1 1
I(f, A= 1l-—>A &= —<1-A4A < _—
(fn) > n+1> n+1< 5 >17Acar
2 2
— - > | —— .
1 A>0,<:>n>1_A 1<:>n_L_AJ

2
En posant N = LAJ, alors f = fy convient.

5. Minoration de I’indice de Gini

(a) f € E donc f est continue sur [0,1] et ¢ > ¢ est continue sur [0,1] donc f est continue sur le
segment [0,1]. Or toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes donc
il existe to dans |0, 1] tel que f(tg) = m[ax]f( ).
0,1

t t t
(b) On remarque que t = —.tg = —.tg + (1 — —).0 . Ainsi, en appliquant I'inégalité de concavité

to 0 0
afavectlzto,t2:0et)\:t—€[0,1]cart€[0,t0],ona:
0
- - t =~ t ~ t ~
fO)=fl—tot+(1—)0)=—flto) +(1— ). f(0O) =_—.f(to)
0 0 to to ~ to
=0 £(0)=0
1 t—1 t—1 t—1 t—1
O t = to— 1 l=——ty——+1=—1t 1-— .
(¢) On remarque que 71(0 )+ P— 0 t0—1+ P— 0+ P—
Ainsi, en appliquant 'inégalité de concavité a f avec t1 = tg, to = 1 et A = ; — T € [0,1] car
0 —




o 1 t—
t € [to, 1] donc tg—1 < t—1 < 0 donc en multipliant par P <0,ona:1l>
0— 0—

>0;ona:

i) :f(tto_ll.to—i—(l— ;*1).1) > e f) - (== ) = )
=1—f(1)=0

1
() =2 /O Ft)dt = Bt +2 / F(t)dt

2 [
> / ;ftodt+2/1t_11.f(t0)dt

d’aprés les questions précédentes tg YO —

L1
- 2 ft >/ dt+2f(to)/to T

~ 27t 3 -1 1
_ 2. f(to) BtJ +2.f(to) {;(1;()—1)1)] /t
_ 2 f(to)%o 2. f(to) 2= 2 —1

= £(to)

IT Le cas i densité

Soit g une densité de probabilité sur R, nulle sur | — 0o, 0], continue et strictement positive sur ]0, +oo].
On définit une fonction G sur Ry par G(z) = /x g(v)dv pour z € Ry. Si g représente la densité de
population classée suivant son revenu croissant, (g(x) représente la proportion de la population dont le
revenu est inférieur & x. On suppose de plus que " vg(v)dv est convergente et on note m sa valeur qui
représente donc la richesse moyenne de la populat(i)on.

6. (a) D’apres I’énoncé, la fonction v — vg(v) est continue et strictement positive sur ]0, +oo[ comme

produit de fonctions continues et strictement positives donc m = / vg(v)dv > 0.
0

x
(b) G(z) = / g(v)dv car g est nulle sur R_. On reconnait ainsi la fonction de répartition d’une

—00
variable aléatoire admettant g pour densité. Ainsi, d’aprés le cours :
e G est continue sur [0, +00].

e G est de classe C' sur |0, +oo[ (car g est continue sur cet intervalle). Elle est en particulier
dérivable et G'(x) = g(z) > 0 sur |0, +oo[ donc G est strictement croissante sur |0, +oo].

0
e G(0)= / g(v)dv =0 et lirf G(z) =1 car G est une fonction de répartition.
0 T—r+00
Ainsi, G réalise une bijection de [0, 400 dans [G(0), lirf G(z)[=10,1].
r—+00
(c) G™! est de méme variation que G donc strictement croissante sur [0, 1.

7. (a) G est continue sur [0, +oo] et de classe O sur ]0, +oo[. On peut donc poser le changement de
variable u = G(v) <= v =G '(u):
u:0—t¢
= v:GH0)=0—G (1)

o élément différentiel : du = G'(v)dv = g(v)dv.

Donc :
t G 1(t)
/ G_l(u)du:/ vg(v)dv.
0 0

(b) G~! étant la réciproque de G, on a }Eﬁ G Ht) = +o0 .

e bornes :

L(t) +oo
Ainsi, hm G Y(u)du = lim vg(v)dv = / vg(v)dv =m.
0

t—1 0

Donc / G~ (u)du converge et vaut m.




8. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par : / G~ (u)du pour tout ¢ € [0,1] et f(1) =
m

t— G~ (u)du est 'unique primitive de G~! sur [0, 1[ qui s’annule en 0 . Ainsi, f
0
est bien continue car dérivable sur [0, 1].
e Enl:
lim f(t) = ! /101( )du Lo 1f(1)
u = —m= .
t—1 m Jo d’apres 7.(b) M

Ainsi, f est continue sur [0, 1].

ii. G~' est continue sur [0, 1] comme bijection réciproque de G, continue sur [0, +oo[ donc

t— / u)du est de classe O sur [0, 1[.

1
f est donc de classe C' sur [0,1] et f'(t) = —G~'(t) est strictement croissante sur [0, 1]
m

car G™1 est strictement croissante sur [0, 1[ et m > 0.
Ainsi, f est bien convexe sur [0, 1].

iii. e D’aprés les questions précédentes, f est bien définie sur [0, 1], elle est continue sur [0, 1]
et convexe sur [0, 1[ donc convexe sur [0, 1].

1
o f'(t)= EG’I(t) >0 sur [0,1] (car m > 0 et G~! est & valeurs dans [0, +-00[) donc f

est croissante sur [0, 1].
Ainsi, f([0,1]) = [f(0), f(1)] = [0,1] : f est bien a valeurs dans [0,1] et f(0) = 0,
f)=1.

o) 1) =12 [ sieya

Effectuons une I.P.P. sur I'intégrale partielle / ft)ydt = / 1.f(t)dt avec z € [0,1] :
0 0

On pose v(t) = f(t) et u(t) = t fonctions de classe C* sur [0, 1] et v/(t) = lel(t) et u'(t) =1
m

donc :

/z Lf(t)dt = xf(z) — e /m tG(t)dt
0 mJo

On pose alors le changement de variable v = G™!(t) <= t = G(v) dans la derniére intégrale :

T G~ Yx)
/ 1.f()dt =z f(x) — %/ G(v)vg(v)dv.
0 0

On passe a la limite lorsque x tend vers 1 :

1 G (z) 1 +o00
/ f(®)dt = hm (xf( ) — m s G(v)vg(v)dv) =1- ) G(v)vg(v)dv.
Ainsi,
1 [ree 2 [
I(fy=1-2 (1 s G(v)vg(v)dv) =—-1+ %/0 vg(v)G(v)dv

9. Soit A un réel strictement positif. On suppose dans cette question que g est une densité de la loi
exponentielle de paramétre .

(a) Pour z >0, G(z) =1 — e 7.

(b) Pour déterminer l’expression de la bijection réciproque de G, pour tout u € [0, 1], on résout
I'équation G(z) = u d’inconnue x € [0, +o0] :

1
Gr)=u <= l-e M =u <= e =1-u — A =In(l-u) <= z=——1In(1-u)
car u<l <= 1-u>0 A
(c) m est lespérance d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A donc,
1
d’apreés le cours, m = 3
(d) g vérifie bien les hypothése de la partie II. Nous pouvons donc appliquer la définition de la
question 8. :
tout ¢ € [0, 1], Gt ——In(1 —u)du = —A— —In(1 —u)d
pour tou [ m/ /0 3 n(l —u)du )\/0 n(l —u)du




(e) o Méthode 1 : f(t) = /t —1In(1 — u)du.

0
Effectuons une I.P.P. judicieuse en choisissant w(u) = 1—u comme primitive de w(u) = —1:
1
on pose v(u) = In(1—u) et w(u) = 1—u. vet w sont de classe C* sur [0, 1] et v’ (u) = S
et w'(u)=—1":
t t 1
£ = [ ~m-wdu= [ v = (1= w1 - - [~ (- udu =
0 0 0 -

t
(1—t)1n(1—t)+/ ldu=(1—-1¢)In(1—1t) +¢.
0
e Méthode 2 : on peut veérifier que f est 'unique primitive de ¢ — —In(1 — ¢) qui s’annule
en 0 en calculant : f(0) =0et f'(t) = —In(1 —¢t).

(f) t — (1 —t)In(1 — t) est continue sur [0,1] (car 1 — ¢ €]0,1]) sur cet intervalle donc 'intégrale
est impropre en 1. Calculons I'intégrale partielle :

1—1t)?
On effectue une intégration par parties en posant u(t) = _ 5 ) et v(t) = In(1 —t), fcts de
1
classe C* sur [0, 1[ de dérivées u'(t) = (1 —t) et v'(t) = T
v v 1—1t)? o (1-1)? 1
vz € [0,1], / (I1-t)In(1 —1t)dt = / o (Ho(t)dt = _{ ) In(1 — t)} - / _{ ) L= ——dt
o o 2 2 1—t
1-— 1 (1- r 1 —t
_ ~(1-2)°In(l —x) i@t
0
_ (1—x)21n(1—x) N t) ¢
B 2 4 0
B _(l—x)an(l—x)+(l—x)2_l
B 2 4 4
1
4

car en posant X =1 —x—iO, ona (1—2)?In(1—z) = X?In(X) — 0 par croissance comparée.
z—

donc :

! 1
/O (1—t)In(1 — t)dt = -1

&) I(f)zz/o (= f()dt = ()2/0 —(1—t)1n(1—t)dt=—2/0 (1—n(1—t)dt =

d’aprés 9.(e d’aprés 9.(f)
1 1

2. - - ==,
4”2

IIT Application & une population
10. (a) e Pour tout i € [1,n], p; = % > 0 car d’aprés I’énoncé, on a n; > x; € N* donc n; > 0, et

doncN:zn:ni > 0.

i=1

.Z;pi:_lzl\;:]ifz;ni:]bNZL

Ainis, la famille P = (p;)1<;<, définit bien une loi de probabilité.

On prouve par un raisonnement similaire que la famille @ = (¢;)i<i<n €t R = (ri)i<i<n
définissent des lois de probabilité.
. X ;
(b) Pour tout ¢ € [1,n — 1], d’aprés I’énoncé, on sait que ¢; < g;4; <— — QSRR & _
n; it1 Y23

Nz <ﬂ$i+1 _ Qi1
Xn; = Xnig1 Pin

Ny Nny—z; N
pi Yn, Y n, Y

N
Or, pour tout ¢ € [1,n—1], d’aprés 'énoncé, g; < e;41 <= 1—g; > 1—¢g;y1 <— ?(1—51-)

(¢) On remarque que pour tout i € [1,n], (1—¢).

Y




N r; r;
*(1 *51‘4_1) <~ i > Ll
Y Pl Dit1
n; —T;

. ng _ X zi
bi — £4q; N N'X N
X
N

= = N-x =
N

(d) Pour ¢ appartenant a [1,n], 1 = = — _
— _

réductions au méme dénominateur

n; —; N n; — T; Yi

N ON-X N-x_yv "

11. Dans un premier temps, nous allons construire une application appartenant & F, qui permet de

mesurer les inégalités & l'intérieur de la classe I
On pose Py = Qo =0, et pour i € [1,n], P, = th et Q; = Z qr- On définit alors I'application ¢

de [0, 1] dans [0, 1] telle que, pour tout entier 4 E [[0 n], o(P, ) QZ et pour tout entier ¢ € [0,n — 1],
¢ est affine sur le segment [P;, P;y1].

(a) D’aprés I’énoncé, on a :

1 1 11
* p1 =g et g =g done (P, Q1) = (p1,q1) = (2’3)'
) 1 31
.pgizet Q2:6d0nc (PQ,QQ):(plepQ,Cth(D): 175 .
1 1
* py = et g3 = donc (P5,Qs) = (p1 +p2 + 13,01 + G2+ 3) = (1, 1),

On place les points de coordonnées (P;, Q;)o<i<3 et on les relie par des segment, on obtient :

1.4

0.81

0.69

0.4

0.21

(b) La pente de la droite passant par les points de coordonnées (P;_1,Q;—1) et (P;, Q;) est u; =
: o
Qi— Qi1 Y hoidh—2p1dh G

= = - — pour ¢ appartenant a |1, n].
PP S-Sl mo 7]
(c) D’apres la question précédente, ¢ est de pente u;4+1 donc in existe b € R tel que p(t) = w1t +0.

Trouvons la valeur de b :

On salt que (P) =Q; <= uin1P+b=Q; < b=Q; —uj1P; .

Ainsi, o(t) = ui (t— B) + Qs

(d) e On admet que, la suite (u;)1<i<n des pentes de ¢ étant croissante (d’aprés 10.(b)), ¢ est
une fonctions convexe.

e Pour tout ¢ € [0, 1n— 1], ¢ est continue sur le segment [P;, P,11] en tant que fonction affine
donc ¢ est continue sur [0, 1].




e p(0) =p(P) =Qo=0cet p(1) = p(P,) = @, = 1. de plus, ¢ est continue et croissante
sur [0, 1] (car pour tout i € [0,1n — 1], ¢'(t) = ui+1 < 0 sur |P;, Piy1] ).
 appartient bien & E.

(e) Pour ¢ € [0,n — 1],

Pitq Py (t _ Pi)2 Piyy
/ p(t)dt = / U1 (t — P) + Qidt = [Uiﬂ + Qit:|

P; 2 P,

i

Py — P,)?
= ui+17( +12 ) + Qi(Piy1 — Bi)
Qiy1 — Qi (Piy1 — P)?
- (P —P
PH_l — PZ 9 + Qz( i+1 z)
= (P —P) (Qi+12_ Q; L Qi)
= (Py1— P) <Qi+12+ Qi)
(f)
1 Py,
I = 1-2 t)dt = 1-2 t)dt
((,0) d’apreés 2.(b) /0 (P( ) /PO (p( )
P; P> Py
1o </ o(t)dt +/ o(t)dt + ... +/ ga(t)dt)
Charles Py Py Pp_1
n—1 P
= 1-2 Z/ o(t)dt
i=0 7/ Fi

n—1
= 1-2) (P1-F) (Q“;Q)

i=0
12. Nous allons maintenant étudi_er I’application c_orrespondante pour la classe II. On pose Py = Ry =0
i i
et pour ¢ € [1,n] , P, = th et R; = Zrh. De méme, on définit pour i élément de [0, n],
I, =1- P,_;. On consid}gé l’aupplica‘cionhz1 de [0,1] dans [0,1] telle que pour tout ¢ € [0,n],
¥(P;) = R; et pour tout entier ¢ € [0,n — 1], ¥ est affine sur le segment [P;, P;11].
(a) La pente de la droite passant par les points de coordonnées (P;_1, R;—1) et (P;, R;) est v; =

Ri—Rinw 1y ,
—— = — pourt € |[1,n].
P —P_ Di [[ H

(b) On consideére application t* définie pour tout ¢ € [0, 1], par ¥*(t) = 1 — (1 —¢).

i. D’apreés I’énoncé, on a :

) 9 12
 p1 =g etr =g donc (P, Ri) = (p1,m) = (23)
) 1 35
® p2= 4 et rg = 6 donc (Py, Rp) = (p1 + p2, 71 +12) = (476)-
1 1

o p3 = 1 et rg = 8 donc (P3,Q3) = (p1 + p2 +p3,r1 + 12 +713) = (1,1).

Pour tracer ¢, n place les points de coordonnées (P;, R;)o<i<3 et on les relie par des segment.

De plus, pour tout i € [0,n— 1], ¢ est affine sur [P;, P;y1] et vaut ¢ (t) = v;41(t — P;) + Ry,
donc 9" est affinesur {t € [0,1] | P, <1—-t< Py} ={t€[0,1]|1-Py1 <t<1-PF} =
[1 — Pi+1; 1-— Pz] = [Hn—i—la 3 Hn—z’] car elle vaut ’(/)*(t) =1- Ui-l—l(l —t— Pz) + RZ

En posant le changement d’indice j =n — i, ¥* est donc affine sur les segment [II;_;II;],
pour tout j € [1,n]. De plus,

L] HO:1—P3:Oet1/1*(1_[0):1—111(1—1_[0):1—w(P3):1—R3:0.
[ H1:1—P2:iet’l/J*(Hl):].—Q/)(].—Hl):1—¢(P2):1—R2:

Wl =

[ H2:1_P1:%et]'l/}*(HQ):1_1/)(1_H2):1_¢(P1):1_R1:




L] nglfp():let @[}*(Hg):l*w(lfng):l*il)(Po):lfR():l
Pour tracer 1", on place les points de coordonnées (II;,9*(I1;))o<;i<3 et on les relie par des

segment.

0.84

0.6

0.44

0.21

courbe de p

courbe de y*

02 04 06

T T
0.8 1

ii. On admet que 9 étant continue et la suite (v;) de ses pentes étant décroissante (d’aprés

10.(c)), la fonction ¢ est concave.
Montrons alors que 1* est convexe :
V(t1,t2) € J%, VA €[0,1],

" (M1 4+ (1 = Nt2)

IN

iii. cf question 12.(b)i.
iv. On a pour tout ¢ € [0,n], ¢*(II;) =

La pente de ¢ sur [II;,_1, IT;] est donc

Ry_it1— Rny
Po_ivi—Pu_i  Pn—it1

_ Tn—i+1

= Up—i+1

L=y (1= M1+ (1= Mt2))
1=t (A+1=-X = At — (1 = N)ta))
11—y A+ —Aty )
1— A1 -t)+
AP (1=t1)+(1-N)P(1—t2)
1— (A1 —t1)+ (1= NY(1 —ta))
A+ —2(1 —t1)
M1 =91 —t1)) +

)

car v est concave

1- 1/)(1 - Hz) =1- w(Pn—l) =1-Rp .
1- Rn*i - (1 - n—(i—l)) _ RnfiJrl - Rnfi _
II; — 11,4 1-Pi— (1= P_i-1)

13. (a) Sip =" alors elle ont mémes pentes donc , pour tout i € [1,n], w; = vy—it1-
Or,
€i _ni _ X _ qi o
o — — X T n = — = Uy -
€ ¥ N D
_ Tn—it1 Nn—i+l1—Tn—it+l Yn—it+1 Yn—it+1
1 —En—i+l _ 1 Mn—itl Mn—it1 _ Mn—itl Y _ Tn—iy1
* 1. T T{_X T T NX T Y T, . Unitl
< N N~ N Pr—it1
Ainsi, par égalité des pentes,
g l—en_ipa
€ 1—¢




(c)

ﬁ En—i+1 _ 1
Nous avons montré aux 2 questions précédentes € 1—¢ 1—¢
€ ten—iy1 =2¢

En effectuant le pivot Ly < —(1 — &)Ly — Lo, on obtient :

gi(l —2e) =¢(1 — 2¢)

1
On suppose que ¢ # > alors 1 — 2e # 0. On divise I’égalité précédente par 1 — 2¢, on obtient :

pour tout ¢ appartenant a [1,n], &; = ¢.

Si ¢ est égale & son adjointe, alors le pourcentage de femmes (ou plus généralement de personnes
de classe I.) est le méme dans toutes les catégories socio-professionnelles. Il n’y a donc aucune
inégalité sociale entre les femmes (personnes de classe 1.) et les hommes (personnes de classe
II.) .




