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Chapitre 13. (Introduction aux) Espaces vec-
toriels

On présente dans ce chapitre la notion d’espace vectoriel via le cas particulier de Rn. Toutes les
définitions et outils introduits ici seront repris et développés dans le cours de deuxième année.

1 Notion de vecteur
On rappelle que, pour tout entier n ≥ 1, Rn désigne l’ensemble des n−uplets (x1, x2, ..., xn)

(c’est à dire des suites finies de n réels): pour chaque i ∈ J1;nK, xi ∈ R.

Définition 1. On appelle vecteur (de Rn) tout élément u = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.

Ainsi, pour l’instant, un vecteur sera synonyme de n−uplet de réels. La notion de vecteur est en
fait bien plus générale, on verra plus tard qu’elle concerne tout élément d’un ensemble doté d’une
certaine structure.

Exemple. Les éléments suivants sont des vecteurs.1
2
3

 ;

(
1
−1

)
;


0
0
0
0

 .

+ On note traditionnellement les vecteurs en colonne. On voit d’ailleurs que l’ensemble des
vecteurs colonnes peut aussi s’écrireMn,1(R).

Définition 2. On appelle vecteur nul (de Rn) le vecteur dont toutes les composantes sont nulles:

0Rn =


0
0
...
0

 .

+ Lorsque le contexte est clair (et uniquement dans ce cas), on peut éventuellement alléger
les notations en écrivant simplement 0 au lieu de 0Rn mais en gardant bien à l’esprit qu’il s’agit
d’un abus de notation à manipuler consciencieusement.



2 Chapitre 13. Espaces vectoriels

2 Opérations sur les vecteurs
On dispose de deux opérations sur les vecteurs:
• l’addition de deux vecteurs de même "taille": elle s’effectue comme celle des matrices
(matrices de mêmes dimensions):

a1
a2
...
an

+


b1
b2
...
bn

 =


a1 + b1
a2 + b2

...
an + bn

 .

• la multiplication d’un vecteur par un scalaire (c’est-à-dire un nombre réel) : elle
s’effectue aussi comme celle des matrices:

λ ·


a1
a2
...
an

 =


λa1
λa2
...

λan

 .

+ Une fois muni de ces deux opérations, l’ensemble Rn est appelé espace vectoriel Rn.

Définition 3. Soient u1, . . . , up des vecteurs d’un même espace vectoriel Rn. On dit qu’un vecteur
v ∈ Rn est une combinaison linéaire des vecteurs u1, . . . , up lorsqu’on peut trouver des réels
λ1, . . . , λp tels que

v = λ1u1 + · · ·+ λpup.

+ Pour savoir si un vecteur v est bien une combinaison linéaire de vecteurs u1, u2, . . . , up donnés,
il suffit de résoudre un certain système linéaire.

Exercice 1. Dans chaque cas, dire si v est une combinaison linéaire des vecteurs ui:

v =

(
3
4

)
; u1 =

(
1
0

)
; u2 =

(
0
1

)
;

v =

(
3
4

)
; u1 =

(
1
1

)
; u2 =

(
1
−1

)
;

v =

(
0
0

)
; u1 =

(
1
1

)
; u2 =

(
0
1

)
;

v =

−11
−1

 ; u1 =

1
0
0

 ; u2 =

1
1
0

 ; u3 =

1
1
1

 ;

v =

1
2
3

 ; u1 =

1
1
2

 ; u2 =

2
1
1

 .

Exercice 2. Montrer que tout vecteur de R3 peut s’écrire comme combinaison linéaire de

u1 =

1
1
2

 , u2 =

1
2
1

 , et u3 =

2
1
1

 .

Peut-on remplacer u3 par

1
0
3

 et garder le même résultat?

Définition 4. Soient u1, . . . , up des vecteurs de Rn. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires
des vecteurs ui s’appelle Vect (u1, . . . , up):

Vect (u1, . . . , up) = {v = λ1u1 + . . .+ λpup; λ1, . . . , λp ∈ R} .
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Exemple. En reprenant l’Exercice 2, on a

Vect

1
1
2

 ,

1
2
1

 ,

2
1
1

 = R3

mais

Vect

1
1
2

 ,

1
2
1

 ,

1
0
3

 ( R3

Il est immédiat de montrer le résultat suivant.

Proposition 1. (Structure de sous-espace de Vect (u1, . . . , up)). Soient u1, . . . , up des vecteurs de
Rn. Alors,
(i) 0Rn ∈ Vect (u1, . . . , up);
(ii) Si u, v ∈ Vect (u1, . . . , up), alors u+ v ∈ Vect (u1, . . . , up);
(iii) Si u ∈ Vect (u1, . . . , up), alors, pour tout λ ∈ R, λu ∈ Vect (u1, . . . , up).

+ Cette proposition permet de voir que Vect (u1, . . . , up) est un sous-espace vectoriel, notion
qui sera introduite dans un paragraphe ci-après.

Remarque 1. On peut simplifier l’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs
si l’un (ou plusieurs) de ces vecteurs sont déjà combinaisons linéaires des autres. Plus précisément,
si up ∈ Vect (u1, . . . , up−1), alors

Vect (u1, . . . , up) = Vect (u1, . . . , up−1) .

Par exemple, on constate que 1
0
3

 = 2

1
1
2

−
1
2
1

 .

Ainsi,

Vect

1
1
2

 ,

1
2
1

 ,

1
0
3

 = Vect

1
1
2

 ,

1
2
1

 .

3 Familles génératrices - Familles libres
Dans un exemple précédent, on a vu que parfois, certaines familles de vecteur permettent, via

combinaison linéaire, de générer tout l’espace Rn mais que ce n’est pas du tout toujours le cas. On
précise les choses avec la définition suivante.

Définition 5. Soit (u1, . . . , up) une famille de vecteurs de Rn. On dit que cette famille est généra-
trice (ou engendre Rn) si

Vect (u1, . . . , up) = Rn.

Exercice 3.
(1) Montrer que la famille {u1, u2} est génératrice dans R2, où

u1 =

(
1
1

)
, u2 =

(
1
−1

)
.

(2) Montrer que la famille {u1, u2, u3, u4} est génératrice dans R3, où

u1 =

−11
1

 , u2 =

 1
−1
1

 , u3 =

 1
1
−1

 , u4 =

1
1
1

 .
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(3) Démontrer que la famille {u1, u2} n’est pas génératrice dans R3, où

u1 =

1
1
0

 , u2 =

1
0
0

 .

Il apparaît évident que si une famille de vecteurs est génératrice, la même famille augmentée
d’un (ou de plusieurs) vecteur(s) reste génératrice. On énonce néanmoins ce résultat sous forme
d’une proposition.

Proposition 2. Soit {u1, . . . , up} une famille génératrice de Rn. Alors toute famille {u1, . . . , up, v1, . . . , vq}
obtenue en ajoutant des vecteurs, est encore génératrice.

Théorème 1. Pour qu’une famille de vecteurs {u1, u2, . . . , up} soit génératrice, il est nécessaire
(mais pas suffisant) que p ≥ n.

+ Une famille génératrice de Rn est composée d’au moins n vecteurs.

Définition 6. Une famille {u1, . . . , up} de vecteurs de Rn est dite liée si (au moins) l’un de ses
vecteurs peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres. Une famille de vecteurs qui n’est pas
liée est dite libre (on dit aussi que les vecteurs de la famille sont linéairement indépendants).

Exemple. Une famille {u1, u2} est liée si et seulement si ces deux vecteurs sont colinéaires. Cet
exemple montre que la notion de famille liée (ou libre) est une vaste généralisation de la colinéarité.

Proposition 3. Toute famille de vecteurs obtenue en enlevant des vecteurs d’une famille libre est
encore une famille libre.

Proposition 4. Une famille de vecteurs {u1, . . . , up} est libre si et seulement si
∀λ1, . . . , λp ∈ R, λ1u1 + λ2u2 + . . .+ λpup = 0⇐⇒ λ1 = λ2 = . . . = λp = 0.

+ Pour montrer qu’une famille est libre, on montre donc que (λ1, . . . , λp) = (0, . . . , 0) est la
seule solution du système linéaire

λ1u1 + λ2u2 + . . .+ λpup = 0.

Exercice 4. Les familles suivantes sont-elles libres ou liées...
(1) ...dans R2? {(

1
2

)
,

(
−6
3

)
,

(
1
7

)}
.

(2) ...dans R3? 
 1

2
−1

 ,

 2
−3
0

 ,

 3
−1
1

 .

(3) ...dans R3? 
 1

1
−1

 ,

−12
0

 ,

1
1
1

 .

Théorème 2. Toute famille libre de Rn est composée d’au plus n vecteurs.

4 Bases de Rn

Définition 7. Une famille de vecteurs de Rn est un base (de Rn) si elle est à la fois génératrice
et libre dans Rn.

Des deux théorèmes précédents, on déduit immédiatement le résultat suivant.

Théorème 3. Toute base de Rn est composée d’exactement n vecteurs.
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Exemple. (Base canonique) On appelle base canonique de Rn la base


1
0
0
...
0

 ,


0
1
0
...
0

 , . . . ,


0
0
0
...
1


 .

C’est la base naturelle de Rn car, comme on va le voir ci-dessous, les coordonnées d’un vecteur
dans cette base sont données par les composantes mêmes du vecteur.

Théorème 4. Dans Rn, toute famille libre peut se compléter en une base. Et toute famille
génératrice contient une base.

+ Ainsi, une famille libre n’est qu’une "base incomplète", et une famille génératrice une "base
trop complète".

Corollaire 1. Dans Rn, toute famille libre de n vecteurs est une base, et toute famille génératrice
de n vecteurs est une base.

+ Ce théorème peut-être utilisé pour démontrer rapidement qu’une famille donnée est une base
de Rn. Plutôt que de vérifier qu’elle est libre et génératrice, il suffit de vérifier qu’elle est libre (ou
génératrice, au choix) et qu’elle comporte n vecteurs.

Exercice 5. Les familles suivantes sont-elles des bases des espaces vectoriels correspondants?
(1) Dans R2, B1 = {u1, u2, u3} avec

u1 =

(
2
−1

)
, u2 =

(
0
1

)
, et u3 =

(
1
1

)
.

(2) Dans R3, B2 = {v1, v2, v3} avec

v1 =

 0
−1
1

 , v2 =

 2
1
−1

 , et v3 =

 3
0
−1

 .

Définition 8. (et Proposition) Soit B = {u1, . . . , un} une base de Rn. Alors, tout vecteur v ∈ Rn

s’écrit de façon unique dans la base B, comme une combinaison linéaire des vecteurs de la base:

v = λ1u1 + · · ·+ λnun.

Les scalaires λ1, . . . , λn s’appellent les coordonnées de v dans la base B.

Exercice 6. Dans R2, on considère

u1 =

(
1
1

)
, u2 =

(
1
−1

)
, et B = {u1, u2}.

(1) Montrer que B est une base de R2.
(2) Calculer les coordonnées des vecteurs suivants dans la base B

e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
.

(3) Quelles sont les coordonnées de u1 dans la base B?

Exercice 7. Soit B = {u, v, w} une base quelconque de R3. Montrer que B′ = {v+w, u+w, v+w}
est aussi une base de R3. Quelles sont les coordonnées de u, v, w dans B, et dans B′?
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5 Sous-espaces vectoriels
On s’intéresse maintenant aux parties de Rn stables par combinaison linéaire et contenant 0.

Plus précisément

Définition 9. Soit F une partie de l’espace vectoriel Rn. On dit que F est un sous-espace
vectoriel de Rn si
(i) 0Rn ∈ F ;
(ii) Pour tous u, v ∈ F , u+ v ∈ F ;
(iii) Pour tout u ∈ F et tout λ ∈ R, λu ∈ F .

Remarque 2.

(1) Il existe des sous-espaces vectoriels triviaux : {0Rn} et Rn sont bien sûr deux sous-espaces
vectoriels de Rn.

(2) Si cette définition peut paraître abstraite, on peut visualiser certains sous-espaces vectoriels:
les droites passant par 0 sont des sous-espaces vectoriels de R2 et R3, et les plans passant
par 0 sont aussi des sous-espaces vectoriels de R3.

(3) Les conditions (ii) et (iii) de la définition précédente peuvent être remplacées par une
unique condition

(ii′) ∀u, v ∈ F, ∀λ, µ ∈ R, λu+ µv ∈ F.

Exercice 8. On considère le système d’équations

(S)

 2x + y − z = 0
x − y + 3y = 0

4y + z = 0
.

Montrer que l’ensemble des solutions de (S) est un sous-espace vectoriel de R3.

+ L’ensemble des solutions d’un système linéaire homogène à n inconnues est toujours un sous-
espace vectoriel de Rn. On verra ci-après qu’il s’agit en fait du noyau d’une certaine application
linéaire.

Définition 10. Soit F un sous-espace vectoriel de Rn. On appelle base de F toute famille libre F
de vecteurs qui engendre F . C’est à dire, notant F = {u1, . . . , up}, telle que

Vect(u1, . . . , up) = F.

Théorème 5. Soit F un sous-espace vectoriel de Rn. Alors, F admet toujours (au moins) une
base. Toutes les bases de F ont le même nombre de vecteurs. Ce nombre s’appelle la dimension
de F et se note dim(F ).

Exercice 9. (+ Méthode: déterminer une base d’un sous-espace)
On considère le sous-ensemble de R3

F =


xy
z

 ∈ R3, x− 2y + z = 0

 .

(1) Montrer que F est bien un sous-espace vectoriel de R3.
(2) Montrer qu’on peut écrire

F =


2y − z

y
z

 , y, z ∈ R

 .
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(3) En déduire que la famille F ci-dessous est une base de F . Quelle est alors la dimension de
F?

F =


2
1
0

 ,

−10
1

 .

Exercice 10. (Bases de sous-espaces)
Pour chacun des sous-ensembles suivants, montrer qu’il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel de

R3, déterminer une base et préciser la dimension.

(i) F =


xy
z

 ∈ R3, x+ 2y + 3z = 0

 , (ii) G =


xy
z

 ∈ R3, x+ y + z = 0 et x− 2y = 0

 .

Exercice 11. (Équation d’un sous-espace) Donner une équation (ou un système d’équations)
caractérisant chacun des sous-espaces suivants.

(i) F = Vect

1
2
3

 , (ii) G = Vect

1
2
3

 ,

−10
1

 .

Proposition 5. (Propriétés de la dimension)
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de Rn. Alors,
(i) dim({0Rn}) = 0;
(ii) dim(Rn) = n;
(iii) Si F ⊂ G, alors dim(F ) ≤ dim(G);
(iv) Si F ⊂ G et si dim(F ) = dim(G), alors F = G.

Exercice 12. Montrer que les deux sous-espaces vectoriels de R3 suivants sont égaux

F = Vect

1
1
3

 ,

 1
−1
−1

 , et G = Vect

1
0
1

 ,

 2
−1
0

 .

Exercice 13. Soit (Fk) une suite croissante (au sens de l’inclusion) de sous-espaces vectoriels de
Rn. On note (dk) la suite (numérique) des dimensions, i.e. dk = dim(Fk).

(1) Montrer que la suite (dk) est convergente.
(2) Montrer qu’elle est stationnaire.
(3) Montrer qu’il existe un entier p tel que, pour tout k ≥ p, Fk = Fp.

Exercice 14. On considère les deux sous-espaces vectoriels de R3 suivants

F =


xy
z

 ∈ R3, 2x+ 3y − 5z = 0

 , G =


xy
z

 ∈ R3, x− y + z = 0

 .

Les ensembles F ∩G et F ∪G sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3? Si oui, expliciter une base
et préciser leur dimension.

Proposition 6. L’intersection de sous-espaces vectoriels de Rn est encore un sous-espace vectoriel
de Rn (de dimension inférieure ou égale).

B La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est (en général) pas un sous-espace vectoriel.

6 Applications linéaires
On sait qu’une application linéaire de R dans R est de la forme f : x 7→ ax, où a ∈ R est un

paramètre constant. Ce dernier paragraphe généralise la notion d’application linéaire pour des
applications de Rn dans Rm.
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Définition 11. Soit f : Rn → Rm une application. On dit que f est linéaire si
(i) ∀u, v ∈ Rn, f(u+ v) = f(u) + f(v);
(ii) ∀u ∈ Rn, ∀λ ∈ R, f(λu) = λf(u).

Remarque 3.
(1) Les conditions (i) et (ii) signifient que f préserve les combinaisons linéaires. On peut

d’ailleurs remplacer (et c’est d’ailleurs ce que l’on fait quand on veut montrer qu’une
application est bien linéaire) ces deux conditions par la condition équivalente

(i′) ∀u, v ∈ Rn, ∀λ, µ ∈ R, f(λu+ µv) = λf(u) + µf(v).

(2) Il est capital de remarquer que si f est linéaire alors

f(0) = f(0× 0) = 0× f(0) = 0.

Exercice 15. Pour chacune des applications suivantes, dire si elle est linéaire ou non.
(1) f1 : R2 → R2, (x, y) 7→ (2x, x+ y);
(2) f2 : R2 → R3, (x, y) 7→ (x+ y, x− 2y, 0);
(3) f3 : R2 → R3, (x, y) 7→ (x+ y, x− 2y, 1);
(4) f4 : R2 → R, (x, y) 7→ 7x;
(5) f5 : R2 → R, (x, y) 7→ x2 − y2;
(6) f6 : R3 → R3, X 7→ AX, où

X =

xy
z

 et A =

2 1 −1
0 3 0
1 1 0

 .

La dernière application de l’exercice précédent est un cas particulier d’un résultat plus général.

Proposition 7. Soit A ∈Mm,n(R). Alors, l’application f : Rn → Rm, X 7→ AX est linéaire.

En fait, toute application linéaire peut s’écrire sous cette forme. Plus précisément, on a le
résultat suivant.

Proposition 8. Soit f : Rn → Rm une application linéaire. Alors, il existe une unique matrice
A ∈Mm,n(R) telle que, pour tout X ∈ Rn, f(X) = AX. La matrice A est appelée matrice de f
dans les bases canoniques. Les colonnes de A sont les images des vecteurs de la base canonique
de Rn.

Exercice 16. Pour chacune des applications linéaires suivantes, écrire la matrice correspondante
dans les bases canoniques.

(1) f1 : R2 → R2, (x, y) 7→ (2x− y, x+ 3x);
(2) f2 : R3 → R3, (x, y, z) 7→ (x+ y − z, 3x, 2y − z);
(3) f3 : R3 → R2, (x, y, z) 7→ (y + 2z, 5x− y + z).

+ La matrice de l’application identité IdRn : Rn → Rn est naturellement la matrice identité In.

Remarque 4. Si on choisit souvent en premier lieu de représenter une application linéaire par
sa matrice dans les bases canoniques, on peut (et on est souvent amené à le faire) représenter
l’application linéaire dans d’autres bases. Si f : Rn → Rm et que E et F sont des bases respectives
de Rn et Rm, la matrice de f de E dans F (parfois notée Mat(f, E ,F)) est la matrice dont les
colonnes sont les images des des vecteurs de la base de départ exprimées dans la base d’arrivée.

Exercice 17. Soient f : R2 → R2, (x, y) 7→ (2x− y, x+ y), ε1 =
(
1
1

)
et ε2 =

(
1
−1

)
.

(1) Écrire la matrice de f dans la base canonique.
(2) Montrer que E = {ε1, ε2} est une base de R2.
(3) Écrire la matrice de f dans la base E .
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Proposition 9. Soient f : Rn → Rm et g : Rm → Rp deux applications linéaires de matrices
respectives (dans les bases canoniques) A et B. Alors, l’application g ◦ f : Rn → Rp est linéaire
et sa matrice, dans les bases canoniques, est la matrice AB.

Corollaire 2. Soit f : Rn → Rn une application linéaire dont la matrice (dans la base canonique)
est A. Alors, f est bijective si et seulement si A est inversible. De plus, f−1 est l’application
linéaire dont la matrice, dans la base canonique, est A−1.

Exercice 18. Montrer que les applications linéaires suivantes sont bijectives et préciser leur bi-
jection réciproque.

(1) f : R2 → R2, (x, y) 7→ (x+ 2y,−x+ y);
(2) g : R3 → R3, (x, y, z) 7→ (x+ y + z,−x+ 2y − 2z, 3y + z).

6.1 Noyau. Image.

Définition 12. Soit f : Rn → Rm une application linéaire.
On appelle noyau de f , et on note Ker(f) l’image réciproque de {0Rm}:

Ker(f) = {x ∈ Rn : f(x) = 0Rm} = f−1 ({0Rm}) .

On appelle image de f , et on note Im(f), l’image directe de Rn par f :

Im(f) = {y ∈ Rm : ∃x ∈ Rn, y = f(x)} = f(Rn).

Proposition 10. Soit f : Rn → Rm une application linéaire. Alors, Ker(f) est un sous-espace
vectoriel de Rn et Im(f) est un sous-espace vectoriel de Rm.

Proposition 11. (Critères d’injectivité et de surjectivité) Soit f : Rn → Rm une application
linéaire. Alors,
(i) f est injective si et seulement si Ker(f) = {0Rn}.
(ii) f est surjective si et seulement si Im(f) = Rm.

Exercice 19. Soit f : R3 → R2, (x, y, z) 7→ (x+ 2y + z, y − z).
(1) Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques.
(2) Résoudre f(x) = 0. En déduire une base de Ker(f). L’application est-elle injective?
(3) Déterminer trois vecteurs u, v, w de R2 tels que Im(f) = Vect(u, v, w). En déduire une base

de l’image de f . L’application est-elle surjective?

6.2 Le théorème du rang et ses conséquences

Le résultat est toujours vrai. On fera attention que le membre de droite dans l’égalité est la
dimension de l’espace de départ.

Théorème 6. Soit f : Rn → Rp une application linéaire. Alors

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n.

Exercice 20. Soit f : Rn → Rp une application linéaire.
(1) On suppose n ≥ p. L’application peut-elle être surjective? Injective?
(2) On suppose n ≤ p. L’application peut-elle être surjective? Injective?
(3) Montrer que si f est bijective alors, nécessairement, n = p.

Définition 13. Lorsque n = m, une application linéaire f : Rn → Rn est appelée un endomor-
phisme de Rn.

Il découle du théorème du rang le résultat crucial suivant

Proposition 12. Soit f un endomorphisme de Rn. Alors, on a les équivalences suivantes.

f est injective ⇐⇒ Ker(f) = {0} ⇐⇒ f est sujective ⇐⇒ Im(f) = Rn ⇐⇒ fest bijective.
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7 Autres exercices
Exercice 21. On note {e1, e2, e3} la base canonique de R3 et on introduit les vecteurs

w1 =

 1
−2
0

 , w2 =

−12
0

 , et w3 =

0
0
2

 .

On considère l’endomorphisme f de R3 définie par

f(e1) = w1, f(e2) = w2 et f(e3) = w3.

(1) Exprimer w1, w2 et w3 en fonction de e1, e2 et e3.
(2) En déduire la matrice de f dans la base canonique.
(3) Expliciter f(x, y, z) en fonction de x, y et z.
(4) Donner une base de noyau de f et une base de son image.
(5) L’application est-elle injective? surjective?

Exercice 22. Soit f : Rn → Rm et g : Rm → Rp deux applications linéaires. Montrer que

g ◦ f = 0⇐⇒ Im(f) ⊂ Ker(g).

Exercice 23. On considère l’application u : R3 → R4, (x, y, z) 7→ (−x+ y, x− y,−x+ z,−y+ z).
(1) Montrer que u est linéaire et préciser sa matrice dans les bases canoniques.
(2) On note B = {e1, e2, e3} la base canonique de R3 et B′ = {ε1, ε2, ε3, ε4} celle de R4.

(a) Montrer que F = {ε1, ε2, u(e1), u(e2)} est une base de R4.
(b) Écrire la matrice de u de B dans F .

Exercice 24. On considère un endomorphisme de R3, noté u dont la matrice dans la base canon-
ique est notée A avec

A =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1


Déterminer le rang de A, le noyau Ker(u), l’image Im(u). L’endomorphisme est-il bijectif?

Exercice 25. On note {e1, e2, e3} la base canonique de R3 et on introduit les vecteurs

w1 =

 1
−3
0

 , w2 =

−12
0

 , et w3 =

0
0
1

 .

On considère l’endomorphisme f de R3 définie par

f(e1) = w1, f(e2) = w2 et f(e3) = w3.

(1) Exprimer w1, w2 et w3 en fonction de e1, e2 et e3.
(2) En déduire la matrice de f dans la base canonique.
(3) Expliciter f(x, y, z) en fonction de x, y et z.
(4) Donner une base de noyau de f et une base de son image.
(5) L’application est-elle injective? surjective?

Exercice 26. On considère l’endomorphisme f de R4 dont la matrice dans la base canonique
B = {e1, e2, e3, e4} est donnée par

A =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .

(1) Justifier, sans aucun calcul que f est un automorphisme.
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(2) Vérifier que f ◦ f ◦ f ◦ f = Id (sans aucun calcul non plus) et en déduire l’expression de
A−1 en fonction de A.

(3) Déterminer E1 = Ker(f − Id) et E−1 = Ker(f + Id).

Exercice 27. (***) Soit f un endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique, notée
N vérifie N2 6= 0 et N3 = 0 (On dit que N est nilpotente d’ordre 3).

(1) Montrer qu’il existe un vecteur u 6= 0 tel que f 2(u) 6= 0. En déduire qu’en particulier
f(u) 6= 0. Que vaut f 3(u)?

(2) Montrer qu’alors F = {u, f(u), f 2(u)} forme une base de R3. Quelle est la matrice de f
dans cette base?

(3) Montrer que Im(f) ⊂ Ker(f 2) et que Im(f 2) ⊂ Ker(f).

Exercice 28. (Extrait du DM n◦13, Printemps 2017) On considère, dans R4,

v1 =


1
3
−2
2

 , v2 =


2
7
−5
6

 , v3 =


1
2
−1
0

 , et F = Vect{v1, v2, v3}.

(1) Montrer que v3 est combinaison linéaire de v1 et v2. En déduire une base de F et sa
dimension. De donner l’équation (ou le système d’équations) caractérisant F .

(2) Donner une base du sous-espace G suivant

G =



x
y
z
t

 ∈ R4 : 4x− 2y + t = 0

 .

Exercice 29. (Extrait du DM n◦13, Printemps 2017) Soit {u1, u2, u3} une base de R3. Montrer
que {u1, u1 + u2, u1 + u2 + u3} est encore une base de R3. Préciser les coordonnées des vecteurs de
l’ancienne base dans la nouvelle.

Exercice 30. Pour toute matrice carrée A ∈ Mn (R), on pose EA = {X ∈ Rn : A ·X = X} et
FA = {X ∈ Rn : A ·X = 0}.

(1) On suppose dans cette question que n = 3 et et A =

 0 −1 −1
−1 0 −1
1 1 2

. Puis, on pose

D =

0 0 0
0 1 0
0 0 1

 , U =

 1
1
−1

 , V =

−1−1
2

 et W =

 2
−1
−1

 .

(a) Montrer que FA est un sous-espace vectoriel de R3 et que {U} en est une base.
(b) Montrer que EA est un sous-espace vectoriel de R3 et en déterminer une base.
(c) Montrer que {V,W} est une base de EA.
(d) Soient x, y, z ∈ R. En multipliant la relation suivante par A, montrer que si xU +

yV + zW = 0, alors yV + zW = 0. En déduire que la famille B = {U, V,W} est une
base de R3.

(e) Montrer que, si f désigne l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canon-
ique est A, alors Mat(f,B) = D.

(2) On prend maintenant n quelconque et (dans toute la suite) on suppose à présent que
A2 = A.
(a) Montrer que EA et FA sont deux sous-espaces vectoriels de Rn.
(b) Soient V ∈ EA et W ∈ FA. Montrer que si U = V +W alors V = AU puis W =

(I − A)U .
(c) Réciproquement, pour tout U de Rn, montrer que AU ∈ EA et (I − A)U ∈ FA.
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(d) En déduire que pour tout U de Rn il existe un unique V ∈ EA et un unique W ∈ FA

tels que U = V +W .
(3) On note alors p la dimension de EA et q celle de FA. Soient donc {V1, . . . , Vp} une base de

EA et {W1, . . . ,Wq} une base de FA.
(a) Montrer que {V1, . . . , Vp,W1, · · · ,Wq} est une base de Rn.
(b) En déduire que dimEA + dimFA = n.

Exercice 31. Soit φ : R3 → R2 l’application linéaire définie par f(x, y, z) = (2x − y + z, 3x +
2y − 3z). On note B3 = {e1, e2, e3} la base canonique de R3 et B2 = {ε1, ε2} celle de R2.

(1) Déterminer la matrice A de φ dans les bases canoniques.
(2) On introduit les familles de vecteurs F = {f1, f2, f3} et G = {g1, g2} définies par

f1 = e2 − e3, f2 = −e1 + e3, f3 = e1 + e2

et
g1 =

1

2
(ε1 + ε2), g2 =

1

2
(ε1 − ε2).

(a) Montrer que F est une base de R3 et que G est une base de R2.
(b) Expliciter la matrice B de φ de la base F dans la base G.

(3) On introduit les matrices

P =

 0 −1 1
1 0 1
−1 1 0

 , et Q =
1

2

(
1 1
1 −1

)
.

(a) Vérifier que P et Q sont inversibles et préciser P−1 et Q−1.
(b) Que vaut la matrice Q−1AP?

Exercice 32. (Extrait du DM n◦17, Printemps 2016) On considère l’endomorphisme f de R3 dont
la matrice dans la base canonique est

A =

 1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2

 .

(1) Déterminer une base de Ker(f). L’endomorphisme est-il injectif?
(2) Déterminer une base de Im(f). L’endomorphisme est surjectif?
(3) Montrer que Im(f) ⊂ Ker(f). En déduire que fn = 0, pour n ≥ 2.

Exercice 33. (D’après EML 2002) Dans R4, on note B = {e1, e2, e3, e4} la base canonique et on
considère l’endomorphisme f R4 → R4 défini par

f(e1) = e1+ e2+ e4, f(e2) = f(e1)− e3, f(e3) = −e1+ e2, et f(e4) = −3e1− 2e2+ e3− 2e4.

(1) Écrire la matrice K de f dans la base B.
(2) Déterminer Ker(f). En déduire Im(f). Que peut-on dire de l’inversibilité de K?
(3) Déterminer la matrice de f 2 = f ◦ f dans la base canonique.
(4) On introduit alors les vecteurs

v1 = e1, v2 = f(e1), v3 = e3, v4 = f(e3).

(a) Montrer que la famille C = {v1, v2, v3, v4} forme une base de R4.
(b) Exprimer, pour i = 1, 2, 3, 4, f(vi) en fonction de v1, v2, v3 et v4. En déduire la matrice

de f , notée L, dans la base C.

(5) On introduit la matrice P dont les colonnes sont les vecteurs de la base C.
(a) Montrer que P est inversible et calculer P−1.
(b) Que vaut P−1KP?
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Exercice 34. (D’après ECRICOME 2017)
Dans tout l’exercice, on noteraM3(R) l’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 et I la matrice

identité d’ordre 3. On considère la matrice A définie par :

A =

 0 1 2
−1 2 2
−3 3 1

 .

L’objectif de cet exercice est de déterminer l’ensemble des matricesM deM3(R) telles queM2 = A.

Partie A : Étude de la matrice A

(1) Calculer les matrices (A− I)2 et (A− I)3.
(2) La matrice A est-elle inversible ?

Partie B : Recherche d’une solution particulière

On note pour tout x ∈]− 1, 1[, ϕ(x) =
√
1 + x.

(1) Justifier que la fonction ϕ est de classe C2 sur ]− 1, 1[, et déterminer ϕ′(0) et ϕ′′(0).
(2) À l’aide du DL à l’ordre 2 de ϕ en 0, déterminer un réel α non nul tel que :

√
1 + x = 1 +

1

2
x+ αx2 + x2ε(x) avec lim

x→0
ε(x) = 0.

(3) On note P (x) = 1+
1

2
x+αx2 la fonction polynomiale de degré 2 ainsi obtenue. Développer

(P (x))2.
(4) Soit C = A− I. En utilisant les résultats de la question 1, vérifier que (P (C))2 = A.

Expliciter alors une matrice M telle que M2 = A.

Partie C : Résolution complète de l’équation

On munit l’espace vectoriel R3 de sa base canonique B = (e1, e2, e3). Soit f l’endomorphisme de
R3 dont la matrice représentative dans la base B est la matrice A. Dans cette partie, on pose:

T =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 .

(1) Soient u, v et w les vecteurs définis par:

 w = (1, 0, 1),
v = f(w)− w,
u = f(v)− v.

(a) Calculer les vecteurs v et u.
(b) Démontrer que la famille B′ = (u, v, w) est une base de R3.
(c) Déterminer la matrice représentative de f dans la base B′.
(d) En déduire qu’il existe une matrice P ∈M3(R) inversible telle que T = P−1AP .

(2) Soit M ∈M3(R).
(a) Montrer que si N2 = T , alors NT = TN . En déduire alors que N est de la forme :a b c

0 a b
0 0 c

 , où a, b, c sont trois réels.

(b) Démontrer que l’équation matricielle N2 = T admet exactement deux solutions : N1

et N2.
(3) Montrer que l’équation matricielle M2 = A d’inconnue M ∈ M3(R) admet exactement

deux solutions que l’on écrira en fonction de P, P−1, N1 et N2.


