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F ' Solution

Exercice 1- D’aprés EML 2018

Une solution proposée par G.Dupont du Lycée Gerville-Réache (Guadeloupe).

(1) (a) On a v = f(e1) + e; mais, puisque A est la matrice de f dans la base B = (ey, e, e3), la
lecture de sa premiére colonne permet d’affirmer que f(e;) = —2es + e3. Ainsi,

v=f(er1) +e1=e —2e+e;.

(b) Montrons que la famille C = (u,v, e;) est libre. Soient A, 4,y € R, on a

A~ pv+ye; =0 Aep —ea) + p(er — 2es +e3) +ve1 =0
S A+ p+v)er + (=X —2u)es + pes =0

Adp+y =0
& —A—2u =0
p =0

SA=p=~v=0.

Ainsi, C est une famille libre de R3. Puisque dim(R3) = 3, il vient :

~\

C est une base de R3.

J

(c) Par définition de la matrice de passage P de B a C, on a

P=| -

O~ =
|

— N
S O =

J

Pour calculer P~1, on peut procéder a un calcul d’inverse mais on peut plus élégamment
utiliser le fait que P! est la matrice de passage de C & B et que, si 'on pose €] = u, €, = v
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et ef = ey, alors on a les relations :

e =€
ey =e€h—e)
es = —2€| + e+ €
Ainsi,
0 -1 -2
Pt=10 0 1
1 1 1

(2) (a) D’aprés la formule de changement de base, on a
A'=P'AP

et donc, en effectuant le produit, on obtient

2 0 0
A=10 -1 1
0 0 -1

(b) La matrice A’ est triangulaire, ses valeurs propres sont donc situées sur sa diagonale. Ainsi,
Sp(A) = {—1,2} et puisque A’ est une matrice représentative de I’endomorphisme f, il

vient :
Sp(f) = {-1,2}.
En outre,
0 0 O
rg(A'—2)=rg| 0 =3 1| =2
0 0 -3
donc
dim Es(f) = dim Ey(A") = dimker(A" — 2[3) =3 —rg(A’' — 2I;3) = 1.
De méme,
300
rg(A'+I3)=rg| 0 0 1 |=2
0 00
donc
dim E_;(f) =dim E_1(A") = dimker(A' 4+ I3) =3 —rg(A" + I3) = 1.
Ainsi,

dim E_;(f) + dim Ey(f) =1+ 1 =2 < 3 = dim(R?).

En conclusion,

[ f n’est pas diagonalisable. ]

(c) D’aprés la question précédente, on a 0 ¢ Sp(f). Ainsi, kerf = {0} et donc f est injectif.
Puisqu’il s’agit d'un endomorphisme de R? et que R? est de dimension finie :

[ f est bijectif. ]

(d) Comme observé a la question 2.a, on a la relation :
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o |

(3) (a) On calcule :

9(61) = 9(170?0) = (1a07 _1) = €1 — €3
9(62) - 9(07 170) = (1727 1) =€ + 262 + €3
9(63) = 9(070’ 1) = <_1707 1) = —e; +es.
Ainsi,
1 1 -1
B = 02 O
-1 1 1
(b) Un produit matriciel direct donne :
2 2 =2
B*=| 04 0|=2B
-2 2 2

(c) D’aprés 3.b, on a B> —2B = 0 donc X% —2X est un polynéme annulateur de B. Il s’ensuit
que les valeurs propres possibles pour B sont les racines de X% —2X = X (X — 2). Ainsi,
Sp(B) C {0,2}.

Soit X =1y | €R3 Ona

X € Ey(B) & BX =0

r+y—z =0
& 2y =
—r+y+z =0
el T =2
y =0.
1
& X € Vect 0
1
Ainsi,
1

Eo(B) = Vect 0
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De méme,
X € Ey(B) & BX =2X
r+y—z =2
& 2y =2y
—r+y+z =2z
Sr=y—=z
1 —1
& X € Vect 11, 0
0 1
Ainsi,
1 -1
E»(B) = Vect 1, 0
0 1

(d) On a B € M3(R) et
dim Ey(B) + dim Ey(B) =1+ 2 = 3

donc B est diagonalisable. La matrice B représentant I’endomorphisme ¢, on obtient :

g est diagonalisable.

(4) (a) Montrons que & est un sous-espace vectoriel de M3(R).
e & est inclus dans M3(R) par définition.
[ OnaBX()g:Og:OgXAdOHCOgEg.
e Fixons M\,N € £et A€ R, on a

B(A\M + N) = ABM + BN
=AMA+NA (car M,N € &)
= (AM + N)A.
Ainsi, \M + N € €.

En conclusion,

[ & est un sous-espace vectoriel de M3(RR).

(b) Soit M une matrice appartenant a £, on a donc BM = M A. Supposons que M est inversible.
On peut alors réécrire la relation d’appartenance & £ comme :

A= M"'BM.

Les matrices A et B sont ainsi semblables. Or on a vu en 3.d que B est diagonalisable et
en 2.b que A ne 'est pas, une contradiction. Ainsi,

[ Si M € &, alors M n’est pas inversible. ]

(5) (a) Le rang étant invariant par transposition, on a, pour tout A € R,

rg(A — M) =1g( (A — A\3)) =1g( "A = \I3). ]
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(b)

On a observé en 2.b et 3.c que 2 € Sp(A) N Sp(B). Mais
Sp(A) = {A € R | rg(A — AI3) < 3}
o {AXeR|rg('A—A3) <3}
= Sp( ‘A).

Ainsi,

a=2¢cSp('A)NSp(B).

On a X € Ey(B) donc BX =2X et Y € Ey( 'A) donc "AY =2Y. On a ainsi,
BN = BX 'Y
=2X 'Y
=2N
et
NA=X"'YA
=X '('AY)
= X 1(2Y)
=2X 1Y
=2N.

Ainsi,

BN = NA et donc N € €.

Il reste & montrer que N est non-nulle. On commence par observer que X et Y sont non

Y1
nuls, donc en particulier, si on pose Y = | y» |, on a
Ys
Y1 3 )
YY = [y el | w2 | =D u A0
Y3 i=1

Par ’absurde, supposons que N = 03, on a alors :

=X'YY=0
3
;»X-<Zy3>:0
1=1
= X =0,

une contradiction. Ainsi,

On sait d’aprés 3.c que Fy(B) est de dimension 2. Fixons une base (X7, Xs) de Ey(B) et
fixons un vecteur propre Y € Ey( *A). 1l suit alors de la question 4.c que N1 = X; 'Y et
Ny = X5 'Y sont des éléments non nuls de £. Montrons alors que la famille (N, Ny) est

libre.
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Soient A1, Ay € R tels que A\ N7 + Ay Ny = 03. On a alors
ANy + ANy = 03 = M X ty + A2 Xo ty = O3
= (>\1X1 + )\QXQ) Yy = 03.

E»(B) étant un sous-espace vectoriel de R?, si on pose X = A\ X; + Ay Xy, on a X € Fy(B)
et X 'Y = 03. Il suit alors de la question 4.c que X = 0 et donc \; X; + Xy = 0. La
famille (X7, X») étant une base de Ey(B), elle est en particulier libre et donc Ay = Ay = 0.
Ainsi, (Ny, N3) est une famille libre formée de deux vecteurs de €. Il s’ensuit que :

[ dim €& > 2. ]

Exercice 2

Soit X une variable aléatoire, a valeurs dans R, de densité f (nulle sur R*) et de fonction de
répartition F'.
On suppose, de plus, f continue sur R,. On pose, pour tout réel x positif :

H(x):/OxF(t)dt ot go(x):/oxtf(t)dt

Partie I : Etude asymptotique de la fonction H.

(1) On suppose dans cette question que X suit une loi exponentielle de paramétre 1.

(a) On rappelle que
Plz) = 0, s% x <0
1—e™™, siz>0

(b) Soit x > 0, on a :
H(x) :/ F(t)dt:/ (A—etdi=[t+e ] —ate—0-loo—14c™
0 0
Ainsi, pour tout x > 0,
Hxz)=xz—1+e"
(¢c) Comme —1+4+e* — —1, 2 — 400, on a —1 + e~ * = o(x) au voisinage de +oo donc

Hz)=z—-1+e "~z x— 400

(2) On suppose dans cette question que X admet pour densité la fonction f définie par :

0 six <0
fa)=4 1
(1+ x)?

(a) La fonction f est clairement positive ou nulle partout sur R. Elle est continue sur | — oo; 0]
comme fonction constante et sur |0; +o0o[ comme inverse d’un polynéme qui ne s’annule pas.
Elle n’est pas continue en 0 mais le résultat du cours nous autorise a avoir un nombre fini
de points de discontinuité. Par ailleurs, soit A > 0

siz>0"

A
/ f(¢) ST R
1+ 1+ A Astoo
et comme f est nulle sur | — 0o; 0, on a bien la convergence de I'intégrale f_Jr;o f(t)dt vers

1 et les conditions sont bien réunies pour que f soit une densité de probabilité.
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(b) Par définition, on a pour tout z € R :

Fla) = /_ " at

e Six<0:

F(a:):/x f(t)dt:/x 0dt = 0.
e Siz>0:

T 0 T 1 1 T 1

Finalement

0, siz <0
, siz>0

1+
(c) Soit x > 0, on a

H(a;):/OIF(t)dt:/oxl—%Hdt:[t—ln(1+t)]§:a:—ln(1+x)

Ainsi, pour tout z > 0, H(z) =z — In(1 + z).
(d) Montrons que H(z) ~ z, z — 4+00. On a :

H(x) 1 In(1+ z)
r x
Or,
In(1 In(t In(t
lim M: lim al = lim i)
z—+00 T t—+oot — 1 t—+oo ¢
®) _ )
In(t In(t
~—2 t-
-1 "t oo
par quotient.
Or,
In(t
im 20 _
t—+oco T
par croissances comparées. Ainsi,
H
im ) 4

Tr—400 €T

donc H(x) ~ z,  — +00.

(3) On revient au cadre général décrit par 'exercice et on suppose de plus que X admet une es-
pérance.
(a) Comme F(X) existe, l'intégrale fj;o tf(t)dt = 0+°° tf(t)dt converge absolument donc elle
converge puisque tf(t) > 0 sur R.
Par définition de la convergence d’une intégrale impropre, fox tf(t)dt admet une limite finie
en +oo.
On a alors

o) = / Cif (e

admet une limite finie en +o00 et

lim o(z) = /0 it = B,

T—r+400
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(b) Comme f est continue sur R, on peut en déduire que F est de classe C! sur R,.
Comme ¢ 5 t est également de classe C! sur R, on a, pas intégration par parties

o) = /0 LF()dE = [LF()]E — /OxF(t)dt —2P(x) — H(x).
Ainsi,
VeeRy, o¢(x)=aF(x)— H(z).

(c) Calculons la limite du quotient en +00.

x
On a d’apres la question précédente :

H(z) = zF(z) — ¢()

donc
H
@) _ pgy £
x x
Or,
e lim, ,, ., F(z) =1 car F est une fonction de répartition;
o lim, , @ = 0 par quotient car lim, . ¢(x) = F(X).
x
H
Finalement, lim, ﬂ = 1 ce qui prouve que
x

H(z) ~z, x— +oo.

Partie II : Une autre formule pour le calcul de ’espérance.

On suppose, dans cette partie la convergence de 'intégrale

+oo
/ (1— F(t)dt

et on note S sa valeur.

(1) Comme f est continue sur Ry, h : t — tf(t) est continue sur R, par produit et ainsi, ¢(x) =
Jy tf(t)dt est la primitive (de classe C* puisque h est continue) de h qui s’annule en 0.
Donc ¢ est de classe C! sur R, et on a pour tout z > 0 :

¢'(x) = h(z) = f(z).
Comme f est une densité de probabilité, elle est positive donc ¢'(x) = zf(z) > 0 pour tout
z > 0.
Ainsi, ¢ est croissante sur R,.
(2) Soit z > 0. On a, par linéarité de l'intégrale,

/( — F(t)dt —zP (X > ) /1dt /F(t)dt—a:P(X>:p)
=z —H(z)— 2P (X > x)
—x(l— (X >z)) - H(z)
=zP (X <z)— H(x)
= aF(z) — H(z) = p(x)

d’aprés la question 3b) de la partie I.
Ainsi,

VreR,, o(x) :/Ox(l—F(t))dt—xP(X>x).
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(3) On a, par la relation de Chasles,

S—/I(l—F(t))dt:/+OO(1—F(t))dt—/z(1—F(t))dt:/+oo(1—F(t))dt

Or, comme F' est une fonction de répartition, elle est majorée par 1 (c’est une probabilité).
Donc pour tout ¢t > 0, F(t) <1 donc 1— F(t) > 0.
Par positivité de I'intégrale, on obtient que : f:oo(l — F(t))dt > 0 et donc

5—/ (1— F(#)dt > 0.
0
Finalement,
vz € R, / (1— F()dt < S.
0

(4) Pour tout > 0, on a P (X > x) > 0 donc

o (z) = /01(1 _F(8)dt— 2P (X > ) < /01(1 _F(#)dt < S.

Ainsi, ¢ est majorée sur R, .
Comme ¢ est une fonction croissante et majorée sur R, elle admet une limite finie en +oo, ce
qui prouve que 'intégrale 0+°° tf(t)dt converge. Comme tf(t) > 0 sur Ry et ¢f(t) =0 sur R_,

on en déduit que l'intégrale fj;o tf(t)dt converge absolument et donc que E(X) existe.

(5)
e Comme x > 0 et qu'une probabilité est positive, on a zP(X > x) > 0;
e D’autre part, comme f est positive, on a pour tout ¢t > x :

t>x = tf(t) > zf(t)

. /W ()t > /;OO 2f(8)dt

x—&-oo +oo
= / tf(t)dt > x f()dt =xP(X > z)

x

Finalement,

+o00
Ve € Ry, OSmP(X>x)§/ tf(t)dt.

(6) Comme X a une espérance, 'intégrale 0+°O tf(t)dt et comme [t f(t)dt existe, on en déduit

d’apreés la relation de Chasles que f;oo t f (t)dt converge. De plus, on a :

/mtf(t)dt:/Omtf(t)dt/:tf(t)dt:m)—E(X).

Or, on a vu que lim, 1 ¢(x) = E(X), donc

“+oo

IEIEOO j tf(t)dt =0.
(7) On a :
—+00
O§$P<X>£L')§/ tf(t)dt.
et

—+00

lim tf(t)dt=0

T—r+00 2
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donc d’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit que

lim z P (X >z)=0.

T—00

Utilisons la relation obtenue a la question 77
o (z) = /Omu _F(#)dt — 2P (X > 1)
qui donne :
/:u P @)t = ¢ (2) + 2P (X > 7).

En passant a la limite dans cette relation, on obtient grace a la question précédente :
+o0 z
/ (1—-F(t)dt = lim (1-F(t)dt= lim ¢(x)+ lim zP (X >z)=FE(X)+0=E(X).
0 z—+oo Jq z—+00 T—+00
Ainsi,

E(X) = /O+OO(1 — F(t))dt.

(8) On suppose dans cette question que X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0.
Si X suit une loi exponentielle de paramétre A\, on a pour tout ¢ > 0,

1-Ft)=1-(1—eM) =¢

On a alors pour A > 0,

A A N oMt A oM 1 1
1—F(t))dt = Mdt = = - — — A > 0.
/0 ( ()) /0 € [_AL ) Y Ajoo)\ car A >

. . . L —+o0
Ainsi, I'intégrale |,

1
(1 — F(t))dt converge d’aprés la formule de la question 7, on a E(X) = X

qui est bien la formule connue pour ’espérance de X.

Exercice 3- D’aprés ESCP 2011, série T

On considére la matrice M définie par :

1 6 3 0
M=-10 3 4
60 0 2
(1) La matrice M est triangulaire (supérieure); ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.
Ainsi, Sp(M) = {3; 3; 1} et ainsi M a trois valeurs propres distinctes. Comme M est une matrice
de M3(R), elle est bien diagonalisable. De plus, 0 n’étant pas valeur propre, elle est également
inversible.

ww  On fera notamment attention au fait que, si M est une matrice et si X € Sp(M) alors aX €
Sp(aM), ou encore

Sp(aM) ={aX: X € Sp(M)}.

Une urne contient une boule rouge et deux boules blanches. On effectue dans cette urne une succession
de tirages d’une boule selon le protocole suivant :

e si la boule tirée est rouge, elle est remise dans 'urne.
e si la boule tirée est blanche, elle n’est pas remise dans 1'urne.
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Pour tout entier i supérieur ou égal a 1, on note B; (respectivement R; ) I’événement "on obtient une
boule blanche (respectivement une boule rouge) lors du ™ tirage".

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on note X,, le nombre de boules blanches contenues dans
I'urne a l'issue du n®™¢ tirage et on pose Xy = 2.

On note enfin 77 le numéro du tirage ot 'on extrait pour la premiére fois une boule blanche et T le
numéro du tirage ot I'on extrait la derniére boule blanche.

On considére les quatre matrices colonnes suivantes :

P[X, = 0] 1 1 3
P[X, = 2] 0 0 1

(2) (a) On distingue donc, comme demandé, trois cas:
o Xy =2donc Xy(2) = {2}
e Comme on peut tirer (ou pas) une boule blanche au premier tirage, on a donc X;(€2) =
{1,2)
e A partir du deuxiéme tirage, on aura pu tirer les deux boules blanches donc X,,(Q2) =
{0,1,2} pour n > 2.

(b) En utilisant la formule des probabilités totales avec le s.c.e ((X,, = 0); (X,, = 1); (X,, = 2);),
on obtient :

P(Xn—‘rl = 0) = PXnZO(Xn—‘rl - O)P(Xn == 0) + PXn=1(Xn+1 - O)P(Xn = 1) + PXnZZ(Xn+1 - 0)P<Xn = 2)
1
= 1P(X, = 0) + 5 P(X, = 1) + 0.P(X, = 2)

En effet :

e Px _o(X,11 =0) =1 carsiil n’y a pas de boules blanches aprés le tirage n, on est
certain qu’il n’y en n’aura pas aprés le suivant.

o Px _1(Xyu41 = 0) = 1/2 car si il y a 1 boule blanche aprés le tirage n (donc une
blanche et une rouge) il n’y en aura plus au suivant si on tire cette boule blanche
(avec probabilité 1/2.

o Px _o(X,11 =0) =0 car 'événement est impossible. Siil y a deux boules dans I'urne,
il en restera soit 1 soit 2 apres un autre tirage donc il ne peut donc y en avoir 0.

De méme, on obtient :

P(XnH = 1) = PXn:O(Xn—H = OlP(Xn = 0) + PXn:1<Xn+1 = 1)P(Xn = 1) + PXnZQ(XnH = 1)P(Xn = 2)
1 2
= OP(Xn = 0) + §P(Xn = 1) + g.P(Xn = 2)
et

P(X,11=2) = Px,—0(Xyn11 =2)P(X,, =0) + Px,—1(Xp11 =2)P(X, = 1) + Px,—2(X,11 = 2)P(X,, = 2)

— 0P(X,, = 0) + 0P(X, = 1) + —.P(X, = 2)

3
Ainsi, on a :
P[X,41 = 0] 1 % 0 P[X, =0
]P[Xn+1 = 1] = 0 5 % P[Xn = 1] soit Un+1 = MUn
P[X, 1 = 2] 0 0 3 P[X, = 2]

(c) On obtient apres calculs :

1 1
MVi=V; MVy=2Ve; MVs=3Vs
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(d) Pour n € N, notons P(n) la propriété a vérifier.
e On voit que

P[X, = 0] 0
U=[P[Xo=1]]=|0
P[X, = 2] 1
et
1\° 1\° 0
V1+4<§> V2—|—<§> Va=Vi+Vo+ V5= (1)

apreés calculs. Donc P(0) est vraie.
e Supposons P(n) vraie. On a alors en utilisant I'HR et le résultat de la question

précédente :
\" \"
UnH:MUn:M(VlH(E) v2+(§) vg)
\" \"
:M‘/1+4<§> MV2+<§) MV3
1\"1 1\". 1
:Vl‘f‘4(§) 5‘/2—1-(5) ngz’)

1 n+1 1 n+1
:‘/1—0—4(5) Vz—i-(g) V3

(e) La loi de la variable X, est contenue dans le vecteur U,, ce qui donne d’aprés la question

donc P(n + 1) vraie

précédente :
P[X, = 0] N N 1— 41(%) + 31(%)
P[X, = 2| 3 (L)"

(3) Comme X,,(2) ={0,1,2}, on a d’apreés la question précédente :

E(X,) :0+4<%)n—4<%>n+2 <§)n:4(%)n—2 G)n — 0, n — +00.

(4) Tant qu'on a pas obtenu de blanche, on remet la boule tirée (rouge) dans l'urne. Ainsi, T}
représente le temps d’attente du premier succés (obtenir la boule blanche) lors de la répétitions
d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes; il s’agit donc d’une loi géométrique

2
(5) Il est clair que
(Ty=2) = BiNDB,

(Ty=3) = (B;NRyN B3)U (RN ByN Bs)
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Ainsi, par incompatibilités des alternatives et par la formules des probabilités composées

2 1
P(TQZQ) = P(Bl)PBl(Bg):§X§
B 1
-3
P(Ty =3) = P(B1)Pp,(R2)Ppnr,(Bs) + P(R1)Pr,(B2) Pr,nB,(Bs)
2 1 1 1 2 1
= X =-X-4=-X=-X~=
3 2 2 3 3 2
1,1
6 9
_ 5
18

(6) (a) Dire que [T» = n] signifiec que la deuxiéme boule blanche arrive au n—ié¢me tirage. C’est
équivalent & dire que la premiére blanche arrive au cours des n — 1 premiers tirages (ou
encore qu’aprés n — 1 tirages il y a 1 seule boule blanche dans 'urne) et qu’aprés le n—iéme
tirage, il n'y en a plus. Ainsi,

(b) On obtient donc

P(Ty=n) = P(Xn1=10[Xp=0]) = P(Xp_1=1)Px. ,—1(X, =0)
_ %P(Xn_l _ 1)
1 1 n—1 1 n—1
"2 (4(5) ‘4(5) )

comme attendu.

(c) La v.a. T, admet une espérance si et seulement si la série de terme général nP(T, = n)
converge absolument. Comme ici ¢’est une série a terme positifs, on ne s’intéresse qu’a la
convergence simple. On observe que, pour n > 2,

et on reconnait une combinaison de termes généraux de séries géométriques dérivées con-
vergentes (car les raisons ont des valeurs absolues strictement inférieures a 1). Ainsi cette
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série converge et Ty admet une espérance.

E(D) = gnP(ngn)
(S50
(T )
- 3(4—?l
_ A

3

(7) C’est sans difficulté:

function X=DM6 (n)
X=zeros(1,n+1)
X(1)=2; //on commence avec deux boules blanches
for i=2 :n+
if X(i-1)==0 then //s'il n'y a déja plus de boules blanches
X(i)=
else
if rand()<=X(i-1)/(X(i-1)+1) then //nombre de blanches sur nombre
total de boules
X(i)=X(i-1)-1; //une blanche en moins
else
X(1)=X(i-1) //
end
end
end
endfunction

n=input ('n=7")
plot2d([1 n], DM6(n-1), -1)



