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Question de cours

Soit f une application linéaire sur un espace vectoriel E. Montrer que
Ker(f) € Ker(f?) et Im(f?) C Im(f).

Exercice 1

Soient n € N* et E = R". On considére un endomorphisme f de E tel que
f? = —Id.
(1)

(a) Soit u € E, u # 0. Montrer, par 'absurde, que la famille (u, f(u)) est libre.
(b) Montrer que le sous-espace F,, = Vect(u, f(u)) est stable sous 'action de f.

(2) Dans cette question uniquement on considére le cas n = 2.
(a) Donner, en exhibant une matrice qui représenterait f dans la base canonique, un exemple
d’un tel endomorphisme.
(b) A Paide de la question montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f
présente des 0 sur la diagonale. Expliciter la matrice trouvée.

(3) On revient au cas général. On suppose que n = 2k est pair.

Montrer qu’il existe, par récurrence, une famille de vecteurs (uq, us, ..., ug) tels que la famille

(ur, f(ur), ug, f(ua), s ur, f(ur))

forme une base de E. Quelle est alors la matrice de f dans cette base?

Exercice 2

Soient u = (1,0,0), v = (1,1,1) deux vecteurs de R?® et F' = Vect(u,v). Trouver un endomorphisme

[ € L(R?) tel que Ker(f) = F.
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Question de cours
Déterminer une base de chacun des sous-espaces Fy(A) = {X € M31(R) : AX = AX} pour A =1 puis
A =2 ou
2 -1 =2
A= 2 -1 —4
-1 1 3

Vérifier que Ey(A) @ Ey(A) = M31(R).

Exercice 1

On consideére la matrice A € My(R) définie par

100 —1
100 —1
A=1910 1
00 1 —1

et 'endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base canonique B = (ey, €9, €3, e4) de R* est A.

(1) Montrer, sans pivot, que A n’est pas inversible et déterminer Im(f).

(2) (a) Calculer A% A3, A*.
(b) Déterminer noyau de f et préciser sa dimension.

(3) (a) Montrer que si il existe A € R et u € R, avec u # 0 et f(u) = \u, alors f4(u) = Au. En
déduire que \* = 0 puis que A\ = 0.
(b) Existe-t-il une base de R* dans laquelle la matrice de f est diagonale?

(4) On note
g1 =e1, e =[f(e1), e3=f(e2), esx= fl(e3)
et C = {51,62,83,84}.

(a) Montrer que C est une base de R*.
(b) Déterminer la matrice N de f relativement a la base C de R*.

(5) Existe-t-il un endomorphisme bijectif g de 'espace vectoriel R* tel que go fog™t = f27?
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Exercice 2

Soit A € M,,(R) non nulle telle que A*> =0 et rg(A) = r. On note (uq, uz, ..., u,) une base de Im(A).
(1) Quelle est la dimension de Ker(A)?
(2) Montrer que Im(A) C Ker(A). En déduire que n > 2r.
(3) En déduire qu'il existe des vecteurs vy, vg, ..., U, tels que (uq, ..., Uy, V1, ..., Uy_2,) forme une base
de Ker(A).
(4) Montrer qu'’il existe une matrice P inversible telle que

_ 0 ]r -1
A—P(ﬁo>Pv

ou I, désigne la matrice identité de taille r.
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Question de cours

Image d’une application linéaire en dimension finie.

Exercice 1

Soient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de F vérifiant
f?+2f —3idg = 0.

(1) Montrer que f est un automorphisme et déterminer f~* en fonction de f.
(2) Montrer que

Im(f + 3idg) C Ker(f —idg) et Im(f —idg) C Ker(f + 3idg).

Justifier que tous ces sous-espaces sont stables sous 'action de f.
(3) Déterminer deux réels a et 3 tels que

Vo € E, r=oa(f(zr)—x)+ B(f(x) + 3x).
(4) En déduire que E = Ker(f + 3idg) @ Ker(f —idg).
Exercice 2

On rappelle que I'application trace, notée Tr, est la forme linéaire définie sur M., (K) par
VM = (mi;) € Mo (K),  Tr(M) =) mi,
i=1

(1) Veérifier que, pour toutes matrices A, B € M,,(K), on a Tr(AB) = Tr(BA). Le but de 'exercice
est de montrer que les multiples de la trace sont les seules formes linéaires qui ne différencient
pas le produit matriciel.

(2) Soit donc ¢ une forme linéaire sur M,,(K) telle que
VA, B € M, (K), ©(AB) = o(BA).



