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Planche de khoélles n°1
Semaine du 19/09

Question de cours

n
Montrer que la série Z v

converge.
2

n n
meeilainy Vn

Exercice 1

On pose xg > 0 et, pour n € N, x,,11 = x,, + i
(1) Déterminer la nature de la série de terme général = ?
n
(2) Trouver une relation entre z2_, et Z ot
k=0 "k
(3) Trouver un équivalent de z,, quand n tend vers +oc.

Exercice 2

(1) On note B = (ey, €9, €3) la base canonique de R? et on considére 'endomorphisme f de R? dont

la matrice dans la base B est

2 1 2
A= -1 -1 -1
-1 0 -1

(a) Vérifier que 'on a A2 # 0 et calculer A3,

(b) Déterminer une base (u) de Ker (f) ainsi qu'une base (v, w) de Im (f).

(c) Montrer que Im (f?) = Ker (f).

Dans la suite, on considére un endomorphisme g de R? tel que
92 7é 0, et 93 =0,
On se propose de montrer, dans ce cas plus général, que Im (¢?) = Ker (g).
(2) (a) Justifier qu'il existe un vecteur u de R? tel que g2 (u) # 0 .
(b) Montrer que (u, g (u),g*(u)) est une base de R® | que I'on notera B'.
(c¢) Donner la matrice N de g dans la base B’ .
)

(d) Déterminer Im (g) et donner sa dimension. En déduire une base de Ker (g).

déterminer Im (g?) puis conclure.

Pour finir,
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Planche de khoélles n°2
Semaine du 19/09

Question de cours

Montrer la convergence de la série

VI

n>1

Exercice 1

Soit @ > 0. On considére les fonctions f; et fo, définie sur R, par
fi(z) =€, fo(@) = 2e®,
on note E 'espace vectoriel E = Vect(f1, f2) et A Pendomorphisme de F défini par A : g — ¢'.

(1) Veérifier que (f1, f2) est libre et forme bien une base de FE.
(2) Quelle est la matrice, que 'on notera A, de A dans cette base 7 A est-il un automorphisme?
(3) Calculer A% puis A3. Conjecturer une formule pour A" (pour n € N*) que 'on démontrera par

récurrence.
(4) En déduire les expression de £\ (z) et fi"(z).

Exercice 2

Soit A € M,,(R) non nulle telle que A?> =0 et rg(A) = r. On note (uy, uz, ..., u,) une base de Im(A).

(1) Quelle est la dimension de Ker(A)?

(2) Montrer que Im(A) C Ker(A). En déduire que n > 2r.

(3) En déduire qu'il existe des vecteurs vy, vg, ..., U, o, tels que (uq, ..., Uy, V1, ..., Uy _2,) forme une base
de Ker(A).

(4) Montrer qu’il existe une matrice P inversible telle que

B 0|1, _1
A_P(OO>P,
ou I, désigne la matrice identité de taille r.

Exercice 3

(1) Déterminer, a I'aide d’une comparaison série/intégrale, un équivalent de Z V.

k=1
(2) En déduire I'ensemble des valeurs a pour lesquelles la série de terme général u,, converge, ou
_V1I+V2+ ..+

n

Unp
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Planche de khoélles n°3
Semaine du 19/09

Question de cours

1
kIn(k)’

A T'aide d’une comparaison série/intégrale, déterminer la nature de la série 5

k>2

Exercice 1

. (—=1)" (=1)"
(1) Montrer la convergence des séries E et E .
1 nﬁ 1 \/ﬁ

(2) Montrer que

(L = (=L —l—l— (=1 +o0 L n — 400
(=1)"++v/n vnooono nyn nyn)’ '
T o (="
(3) Etudier la convergence de la série —_
;21 (=1)" ++/n

(4) Quel point important du cours cet exercice a-t-il pour but de mettre en évidence?
Exercice 2

Soient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de F vérifiant
f2+2f —3idg = 0.

(1) Montrer que f est un automorphisme et déterminer f~* en fonction de f.
(2) Montrer que

Im(f —3idg) C Ker(f +idg) et Im(f+idg) C Ker(f — 3idg).

Justifier que tous ces sous-espaces sont stables sous 'action de f.
(3) Déterminer deux réels a et 3 tels que

Vo € E, r=oa(f(x)+z)+ B(f(x) — 3x).
(4) En déduire que Ker(f — 3idg) et Ker(f +idg) sont supplémentaires dans E.
Exercice 3

Soit ¢ une forme linéaire sur M,,(R). On suppose que

VA, B € M,(R), ©(AB) = ¢(BA).
Montrer qu’il existe A € R, tel que ¢ = Atr.



Bonus 1.

(1) Déterminer la nature de la série Y u,, ou

(On pourra essayer de minorer le numérateur par une intégrale.)

(2) Soit f:[0,1] — R une fonction continue. Montrer la convergence de la série de terme général u,
ou

1 1
n:— n d'
u /Otf(t)t

n

Bonus 2.

Soient u = (1,0,0), v =
[ € L(R?) tel que Ker(f)

(1,1,1) deux vecteurs de R? et F' = Vect(u,v). Trouver un endomorphisme

F.

Bonus 3.

Soient n € N* et ' = R". On considére un endomorphisme f de E tel que
f? = —Id.
(1)

(a) Soit u € E, u # 0. Montrer, par 'absurde, que la famille (u, f(u)) est libre.
(b) Montrer que le sous-espace F,, = Vect(u, f(u)) est stable sous 'action de f.

(2) Dans cette question uniquement on considére le cas n = 2.
(a) Donner, en exhibant une matrice qui représenterait f dans la base canonique, un exemple
d’un tel endomorphisme.
(b) A Paide de la question montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f
présente des 0 sur la diagonale. Expliciter la matrice trouvée.

(3) On revient au cas général. On supposeE] que n = 2k est pair.
(a) On suppose qu'il existe, pour un certain ¢ € [1;k — 1], des vecteurs (uq, us, ..., u;) tels que
la famille

(u, f(ur), ug, f(ua), .., ui, fus))

est libre. Montrer qu’il existe un vecteur u;,; tel que la famille

(ub f(u1>7u27 f(u2>7 oeey Wiy f(ui)vui+17 f(uz+1)>

est encore libre.
(b) En déduire I'existence d’une base dans laquelle la matrice de f est de la forme

0 -1 0 0 - - 0 0
1 0 0 0 «- .- 0 0

00 0 -1 P

00 1 0

0 0 0 -1
0 0 1 0

IEn fait, il est possible de montrer que ¢’est nécessaire



