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Question de cours

k2 +1
Déterminer la nature de la série 1) 1)
é¢terminer la nature de la séerie 2 (eXp (k4 T 1) )

Exercice 1

On considére une base (uy, uo, u3, uy) de R* et on introduit les sous-espaces
F = Vect(u + ug,u3), G = Vect(uy +usz,uq) et H = Vect(u; + ug,us).

(1) Montrer FNG=GNH=HNF ={0}.
(2) La somme F' + G + H est-elle directe ?

Exercice 2

2n + 2

u
2n+95
(1) Montrer que (u,) et décroissante. Montrer ensuite qu’elle converge vers une limite ¢ € [0; 1].

On considére la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u, 11 = -

(2) Soit o € R. On introduit les suites, pour n € N*,
Uy = n%Uy,, et w, =1In(v,y) — In(vy,).

(a) Montrer que, pour tout n € N*|

1 5
n = 1)1 1+—)—In{14+—1.
w (a+)n< +n> n(—|—2n>

(b) En déduire I'existence d'une réel 5 (& exprimer en fonction de « tel que

20 -3 p 1
Wy, ~ +—=4+o|—]), n——+o0.
2n n? n?

(¢) Montrer qu'il existe une unique valeur ag de o que 'on précisera pour laquelle la série Y wy,
converge.

n
(d) Exprimer Zwk en fonction de w,41.
k=1 c
(e) En déduire qu'il existe un réel strictement positif C' tel que w,, ~ — N —+oo.
n
(f) Quelle est alors la valeur de £7
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Question de cours

Déterminer une base de chacun des sous-espaces F)(A) = {X € M31(R): AX = AX} pour A =1 puis
A =2 ou

2 -1 =2
A=112 -1 —4
-1 1 3

Vérifier que Ey(A) @ Ey(A) = M31(R).

Exercice 1

Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Montrer la convergence de la série de terme général u,, ou

1 1
L
" /Otf(t)t

n

Exercice 2

Soit A € M,,(R) non nulle telle que A*> =0 et rg(A) = r. On note (uq, uz, ..., u,) une base de Im(A).
(1) Quelle est la dimension de Ker(A)?
(2) Montrer que Im(A) C Ker(A4). En déduire que n > 2r.
(3) En déduire qu'il existe des vecteurs vy, vg, ..., Up_o, tels que (uq, ..., Uy, V1, ..., Uy_2,) forme une base
de Ker(A).
(4) Montrer qu'’il existe une matrice P inversible telle que

_ 0 Ir -1
A—P(ﬁo>Pv

ou I, désigne la matrice identité de taille r.

Exercice 3

n
(1) Déterminer, a l'aide d’une comparaison série/intégrale, un équivalent de Z Vk.
k=1
(2) En déduire ’ensemble des valeurs a pour lesquelles la série de terme général u,, converge, ou

:\/I+\/§+...+\/ﬁ_

n

Unp
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Question de cours

1\ *
Déterminer la nature de la série Z (1 — (1 + ﬁ) > .

k>1

Exercice 1

On considere la série de terme général

o nP42n* —4dn+1
B n!

(1) Justifier que (1, X, X(X — 1), X(X — 1)(X — 2)) forme une base de R3[X].
(2) Déterminer les coordonnées de X3 + 2X? — 4X + 1 dans cette nouvelle base.
(3) Conclure quant a la convergence de ) u,, et calculer sa somme.

, n € N*.

Unp

Exercice 2

Déterminer la nature de la série > u, ou
it

n - ] Z 1
" In(n!) "

Exercice 3

Soient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de F vérifiant
f2+2f —3idg = 0.
(1) Montrer que f est un automorphisme et déterminer f~! en fonction de f.
(2) Montrer que
Im(f + 3idg) C Ker(f —idg) et Im(f —idg) C Ker(f + 3idg).

Justifier que tous ces sous-espaces sont stables sous I'action de f.
(3) Déterminer deux réels a et 3 tels que

Ve € F, r=oa(f(r)—x)+ B(f(x) + 3x).
(4) En déduire que E = Ker(f + 3idg) & Ker(f —idg).



