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Question de cours

Déterminer la nature de la série
∑
k≥0

(
exp

(
k2 + 1

k4 + 1

)
− 1

)
.

Exercice 1
On considère une base (u1, u2, u3, u4) de R4 et on introduit les sous-espaces

F = Vect(u1 + u2, u3), G = Vect(u1 + u3, u4) et H = Vect(u1 + u4, u2).

(1) Montrer F ∩G = G ∩H = H ∩ F = {0}.
(2) La somme F +G+H est-elle directe ?

Exercice 2

On considère la suite (un) définie par u0 = 1 et, pour tout n ∈ N, un+1 =
2n+ 2

2n+ 5
un.

(1) Montrer que (un) et décroissante. Montrer ensuite qu’elle converge vers une limite ` ∈ [0; 1].

(2) Soit α ∈ R. On introduit les suites, pour n ∈ N∗,
vn = nαun, et wn = ln(vn+1)− ln(vn).

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N∗,

wn = (α + 1) ln

(
1 +

1

n

)
− ln

(
1 +

5

2n

)
.

(b) En déduire l’existence d’une réel β (à exprimer en fonction de α tel que

wn ∼
2α− 3

2n
+
β

n2
+ o

(
1

n2

)
, n→ +∞.

(c) Montrer qu’il existe une unique valeur α0 de α que l’on précisera pour laquelle la série
∑
wn

converge.

(d) Exprimer
n∑
k=1

wk en fonction de un+1.

(e) En déduire qu’il existe un réel strictement positif C tel que un ∼
C

nα0
, n→ +∞.

(f) Quelle est alors la valeur de `?
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Question de cours
Déterminer une base de chacun des sous-espaces Eλ(A) = {X ∈M3,1(R) : AX = λX} pour λ = 1 puis
λ = 2, où

A =

 2 −1 −2
2 −1 −4
−1 1 3

 .

Vérifier que E1(A)⊕ E2(A) =M3,1(R).

Exercice 1
Soit f : [0, 1]→ R une fonction continue. Montrer la convergence de la série de terme général un où

un =
1

n

∫ 1

0

tnf(t)dt.

Exercice 2
Soit A ∈Mn(R) non nulle telle que A2 = 0 et rg(A) = r. On note (u1, u2, ..., ur) une base de Im(A).
(1) Quelle est la dimension de Ker(A)?
(2) Montrer que Im(A) ⊂ Ker(A). En déduire que n ≥ 2r.
(3) En déduire qu’il existe des vecteurs v1, v2, ..., vn−2r tels que (u1, ..., ur, v1, ..., vn−2r) forme une base

de Ker(A).
(4) Montrer qu’il existe une matrice P inversible telle que

A = P

(
0 Ir
0 0

)
P−1,

où Ir désigne la matrice identité de taille r.

Exercice 3

(1) Déterminer, à l’aide d’une comparaison série/intégrale, un équivalent de
n∑
k=1

√
k.

(2) En déduire l’ensemble des valeurs α pour lesquelles la série de terme général un converge, où

un =

√
1 +
√
2 + ...+

√
n

nα
.
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Question de cours

Déterminer la nature de la série
∑
k≥1

(
1−

(
1 +

1

k2

)k)
.

Exercice 1
On considère la série de terme général

un =
n3 + 2n2 − 4n+ 1

n!
, n ∈ N∗.

(1) Justifier que (1, X,X(X − 1), X(X − 1)(X − 2)) forme une base de R3[X].
(2) Déterminer les coordonnées de X3 + 2X2 − 4X + 1 dans cette nouvelle base.
(3) Conclure quant à la convergence de

∑
un et calculer sa somme.

Exercice 2
Déterminer la nature de la série

∑
un où

un =
1 + 1

2
+ ...+ 1

n

ln(n!)
, n ≥ 1.

Exercice 3
Soient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E vérifiant

f 2 + 2f − 3idE = 0.

(1) Montrer que f est un automorphisme et déterminer f−1 en fonction de f .
(2) Montrer que

Im(f + 3idE) ⊂ Ker(f − idE) et Im(f − idE) ⊂ Ker(f + 3idE).

Justifier que tous ces sous-espaces sont stables sous l’action de f .
(3) Déterminer deux réels α et β tels que

∀x ∈ E, x = α(f(x)− x) + β(f(x) + 3x).

(4) En déduire que E = Ker(f + 3idE)⊕Ker(f − idE).


