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Solution

Exercice 1

Pour n € N*| on considére la fonction P,, définie sur R par :

22 23 22n 2n (_x)k
Vo e R P(x)=—2+—=—-F+..+—= E .
z €R, (x) x+2 3+ +2n 2
(1) Soit z € R. Par définition, on a
4

(—x)* x? (—x)F R S
Py (z) = -+ Py(z) = =t -4
1 () 321 A z+ 5 2 () 2, Tt CORE

on a

Pia) = Y = =Y e

k=1 k=1
2n—1 2n—1
= (—1)7 gl = — Z (—x)? (on a réindexé par j =k — 1)
j=0 j=0
(—z)”" =1 -1
= — = — 1.
—r—1 oy1 (ar —TAl)

(3) P! est du signe de 2" — 1 = (2" + 1)(z™ — 1) et comme n > 0 la fonction & — 2™ — 1 est strictement croissante
sur R et s’annule en 1, on en déduit son signe et par suite celui de la dérivée. Le tableau de variations est le
suivant.

T 0 1 +00
P! (z) — 0 +
0 +00
P(1)

En +oo, c’est le terme de plus haut degré qui est le terme prépondérant et permet d’obtenir et la limite

2n
P.(z) ~x x_>—+>oo+oo.

Comme P, (0) = 0 et que P, est strictement décroissante sur [0, 1] alors P, (1) < B, (0) = 0.
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(4) Pour tout n € N* et tout = € [0, +00] :

2(n+1) (71)kl‘k 2n (71)kxk (71)2n+1x2n+1 (71)2n+2x2n+2

P, = =
+1(2) ]; I; k + 2n+1 + 2n+ 2

_ Pn(f) + x2n+1 < 1 + T > .

2n+1 2n + 2

(5) On a donc en particulier pour x = 2

1 2
P, 1(2) = P,(2) + 22+ | — )
+1(2) (2) + ST A

Et comme
1 n 2 _ n >0
2n+1 2n+2 (2n+1)(n+1) =~
la suite (P, (2)),cy- est alors croissante. De plus, P; (2) = —% + % = 1 > 0 alors, pour tout entier n > 1,

(6) Sur]0; 1], P, est strictement décroissante & valeur dans | P, (0); 0] et ne s’annule pas. Sur [1; +o0], P, est strictement
croissante (et continue) et réalise une bijection (d’aprés le théoréme du méme nom) de [1;4o00[ sur [P, (1); +00|.
Comme P,(0) <0, 0 € [P,(0); +00[ et admet donc un unique antécédent par P, noté .

L’équation P,(z) = 0 admet donc une unique solution strictement positive et celle-ci est bien x,.
De plus, comme P,(1) < 0 = P,(z,) < P,(2) d’aprés les questions précédentes et que P, est bijective et
strictement croissante sur [1; +oo[ (sa bijection réciproque aussi et) on a bien

1<z, <2.

(7) La fonction P, étant dérivable, c’est une primitive de P,. Comme P,(0) = 0, P, est la primitive de P, qui
s’annule en 0, ou encore, pour tout x > 0,

x T t2n -1
P,(z) = / Pl (t)dt = / dt.

(8) Par la relation de Chasles, on a, comme x,, > 1,

Tn y2n _q 1t2n_1 Tn y2n _q
O:Pn(xn):/ dt:/ dt+/ dt,
o i+l y 11 L it

lnt2n71 1t2n71 117152”
/ dt:f/ dt:/ dt.
L t+1 o t+1 o t+1

(9) Sit = 1 les deux quantités sont nulles et donc égales et I'inégalité large est vérifice. Si ¢ > 1, alors t2 > 1 (et
t2—1>0)etona

ou encore

ce qui donne bien I'inégalité voulue.

(10) L’inégalité précédente, aprés avoir remarqué que t2 — 1 = (t — 1)(t + 1), se traduit par le fait que, pour ¢t > 1, on a
2 —1
t+1

Z n(t - 1)7

et par croissance de 'intégrale,
znt2n71 Tn t712xn n712
/ dtZ/ n(tl)dtn[( ) } :nu.

L t+1 .

Avec ce qui précéde, on a donc

n712 Tp t2n71
nu < / dt
1

2 - t+1
1 2n 1 1 2n
1—-t 1 t
= / dt:/ —dt—/ dt
o t+1 o t+1 o t+1
1 1 1 t2n
< —dt car/ dt >0
o t+1 o t+1

= In(2),
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ce qui se résume en

ce qui était demandé.

(11) On applique le théoréme des gendarmes a ’encadrement précédent donc les extrémités tendent toutes deux claire-
ment vers 0. Ainsi,

lim =z, =1.
n——+o0o

Exercice 2

Une urne contient des boules, indiscernables au toucher, de deux couleurs. Des boules rouges en proportion p (avec
0 < p < 1) et des boules blanches (en proportion ¢ = 1 — p). On effectue des tirages successifs, avec remise, dans cette
urne.

On dit que la premiére série est de longueur k si les k premiers tirages ont été d’une méme couleur de boule et le
(k 4+ 1)—éme de lautre couleur. De méme la deuxiéme série commence au tirage suivant la fin de la premiére série et se
termine & un nouveau changement de couleur et ainsi de suite.

Pour j € N*, on note R; I’événement "la boule obtenue au j—iéme tirage est rouge".

On note L; la longueur de la premiére série.

Pour tout n de N*, on note N,, la variable aléatoire égale au nombre de séries obtenues lors des n premiers lancers.

(1) Chacune des deux séries est de longueur au moins 1 et peut étre arbitraiement longue. On a donc
Li(Q) = Ly(R2) = N*.

Pour k € N*, on a

P(Li=k) = PRiNRN..NRyNBry1UB NBaN...N BN Rg11)
= PRiNReN..NRNDBpi1)+P(BiNBsN...N BN Ry11) (par incompatibilité)
k k
= H P(R;) - P(Byy1) + H P(Bj) - P(Ry41) (par indépendance des lancers)
Jj=1 Jj=1

= pa+d'p
(2) On sait que L; admet une espérance si et seulement si la série de terme général kP(L; = k) converge (absolument).
Ici tout est positif, on s’intéresse donc a la convergence sans valeur absolue. Or

kP(Li=k)=Fk(q p"+p-q") =qp (kp" ' + k¢" ")

et on reconnait une combinaison de termes généraux de séries géométriques dérivées de raisons respectives p et ¢
toutes deux convergentes (car 0 < p,q < 1). Ainsi, L; admet une espérance et

“+o0
B(L) = > ap(kp*" + k¢ ")
k=1
+oo +oo
= o <Z kpt T+ qu_l)
k=1 k=1

B ‘””((11p>2+<11q>2>:qp(q12+p12>
P4

q P

(3) On sait que L; admet une variance si et seulement si L? admet une espérance, ce qui a lieu (par théoréme de
transfert) si et seulement si la série de terme général k2P(L; = k) converge. Or

E*P(Ly = k) = k(k —1)P(Ly = k) + kP(Ly = k).
On sait déja que la série de terme général kP(L; = k) converge (et sa somme vaut E(L;). De plus,

k(k = 1)P(Ly = k) = qp (pk(k — 1)p" % + qk(k — 1)¢"?)
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et on reconnait une combinaison de termes généraux de séries géométriques dérivées deux fois de raisons respectives
p et ¢ toutes deux convergentes (car 0 < p,q < 1). Ainsi, L? admet une espérance et

7(1 _2q)3 + E(Ly)

2
E(LY) = qp*x a8 +pg® X

2 2
p q p q
= 2frg) il

Il suit que L; admet une variance et, par Kénig-Huyguens,

2 2
P’ q p q (p
V(L) = E(L%)—E(L1)2=2<(]2—|—p2 +q+p—<q+
2 2
P ¢ P q P q
= 4S5 442 _2==4=_2
@ P oq @ p?

Dans toute la suite, on suppose que p = q = %, c’est a dire que la proportion de boules rouges et celle de boules blanches

sont égales.

(4) Soit n € N*.

(a) En obtenant toujours la méme couleur lors des n tirages, on n’aura qu’'une seule série donc N,, = 1. Inverse-
ment, si chaque lancer donne la couleur opposée au tirage précédent, on aura N, = n. Toutes les situations

intermédiaires étant possibles, on a : N, (Q2) = [1;n].

(b) L’événement (N,, = 1) est réalisé si et seulement si on n’a qu’une seule série lors des n premiers tirages donc

(Np=1)=(R1N---NR,)U(B1N---NB,),

ce qui donne par incompatibilité puis par indépendance

P(N,=1) = P[RiN---NR,)+P(B1N---NBy,)
= P(Ry)...P(R,) + P(By)...P(By)
S U N
- on on 2n71'

De méme, (N,, = n) est réalisé si et seulement si on alterne la couleur a chaque tirage donc :

(AELZZTU =:(}31f7132r7}%3...)LJ(lglfW}%2r7133...L
ce qui donne par incompatibilité puis par indépendance :
1 1 1

‘P(A%/ZZH)ZZ§E'+'§E -

on—1"

(5) (a) Ona:

o N1(2) = {1} donc P(N; =1)=1et E(Ny) =1 (c’est une loi certaine ou constante).

e No(Q) ={1,2}.
On a d’aprés la question précédente

1
P(Ny=1)=P(N,=2) = 3
et il suit 5
1 1
E(N))=1-=+2--=—.
() 272373
(b) Commengons par voir que N3(Q) = {1,2,3}.
On a, d’aprés la premiére question de cette partie,
1 1
P(N3=1)=P(Ny;=3) = — = —.
(N3 =1) (No = 3) 5~ 1
On en déduit que
1 1 1
P(N3=2)=1—-—- ==
(N3 =2) 1°1-3
puis que
1 1 1
E(N3)=1--+2--+3--=2
(Na) 17ty
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(6) On pose, pour tout n de N* et pour tout s de [0;1]
Gn(s) = > P(N, = k)s".
k=1

La fonction G,, s’appelle fonction génératrice de la variable N,,.

(a) On a:

k=1
e Gu(1) = ZP(Nn =k)1r = ZP(Nn =k)=1 car {(N, =k):k €[1;n]} forme un s.c.e.
k=1 k=1

(b) La fonction G,, est dérivable comme somme de fonctions dérivables et on a pour tout s de [0; 1] (par linéarité
de Vopération de dérivation)

G (s) = (i P(N, = k)sk> = zn: P(N, = k)ks*1

k=1 k=1

On a donc en évaluant en s = 1,
G, (1) =Y kP(N, = k) = E(N,).
k=1

(c) Soit j € N,(92). En procédant a un tirage de plus, le nombre de séries peut rester le méme (la série en cours
continue) ou augmenter de 1 (une nouvelle couleur vient interrompre la série précédente et en commencer
une nouvelle). Il suit qu’on peut déja écrire

Pin,=j](Nny1 = k) =0, sik &{j,j+1}.

Pour que la nombre de séries reste le méme, il faut piocher la couleur connue de la série précédente, ce qu’on
fait avec probabilité 1/2 donc

. 1
P[Nn:j] (Nn+1 =j)= 9

Enfin, pour commencer une nouvelle série et augmenter le nombre de séries de 1, il faut piocher ’autre couleur
que celle (connue) de la série en cours, ce qu’on fait avec probabilité 1/2, donc

. 1
PN, =jj(Nnp1 =37 +1) = >
(d) Soit n € N*. D’aprés la formule des probabilités totales, appliquée au s.c.e {[N,, = j]: j € [1;n]}

P(Nn+1 = k)

> Pv,—j)(Nus1 = k)P(N,, = j)
j=1

= Pn,—k—1)(Nny1 = k)P(Ny =k — 1) + Py, =4 (Nnt1 = k) P(N,, = k)
_ %p(Nn — k) + %P(Nn —k—1),

ol on a bien utilisé la question précédente pour d’abord supprimer les probabilités conditionnelles nulles et
ensuite remplacer les deux qui restaient par 1/2. C’est bien la formule attendue.
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(e) Ona: VneN* Vse[0;1]

n+1
Gl ZP Nny1 = k)s

n+1
1 1
= Z (P(Nn =k)+ §P(Nn =k— 1)) s¥  d’aprés la question précédente

2
k=1
n+1 n+1
:521)( =k)s* + = ZP =i)stt  car P(N,=n+1)=0
NN kS N G
:ggP(ank)s +§;P(Nn:z)s car P(N,=0)=0
1 S
—§G()+§G()

Au final, on a

1+s
Gnia(s) = 9 Gn(s)
(f) Montrons ce résultat par récurrence.
o initialisation. Pour n = 1.
1 1
Gi(s) =Y, P(N; =k)s* = P(N; =1)s =5 et s- ( ;'S) = s donc la propriété est vraie au

rang 1.

e hérédité Supposons que, pour un certain n € N*, on ait

Gols) = s <1;S)M.

Alors, d’apreés la question précédente :

1+s 1+s 1+s\" 1+s\"
Gni1(s) = —5=Cnls) = = S( 2 ) :5'< 2 ) ’

ce qui est bien la propriété au rang n + 1 et termine la récurrence.

Le résultat est démontré.

(g) Dapres la question [6b] on a E(N,) = G, (1).
Calculons Gn/(z). On a d’aprés la formule de la question précédente :

G (s) = (1‘2”> 1—|—3.(n—1); (1;’5)"_2.

Donc
n—1 n—2
2 n—1/,2 n—1 n—+1
G.(1)= (= - =1 =
n(1) (2) + 2 (2) + 2 2
Ainsi,
1
B(N,) ="

Exercice 3

Si(an), (bn), (cn), (dn),(en), (fn),(gn), (hn), (in) désignent neuf suites convergentes, de limites respectives a, b, ¢, d, e, f, g, h, i,
et si (M,,),, est une suite de matrices de M3(R) définie par
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on dit que la suite de matrices (M,,),, admet une limite coefficient par coefficient, et on note

a b ¢
im M,=|d e f
n—+o0o .
g h 1
Si A € M3(R), on pose, pour tout entier naturel n
Sn(A) = ! Ak
=0

Lorsque (S, (A)) admet une limite coefficient par coefficient, on note e cette limite.

a
(1) Soit D= (0
0

o ot O

0
0
c

Comme D est diagonale, le calcul de ses puissances ne pose aucun probléme. On a en effet, pour tout £ € N

a* 0 0
DE=|(0 o 0
0 0 ¢k

De sorte que

n k
a
> o 0 0
k=0 n .
b
l' 0 7 0
k=0 kt k=0 "

0 0 Z o
k=0

3
I

On reconnait alors sur la diagonale les sommes partielles de trois séries exponentielles de paramétres respectifs
a,b et ¢ qui convergent toutes les trois respectivement vers e®, e’ et e¢. D’aprés la définition de 1’énoncé, on peut

donc conclure que e? existe et vaut bien

e* 0 0
eP=10 e o0
0 0 e

(2) Dans cette question uniquement, la matrice A est donnée par A =

o O O
O O =
(e

(a) On fait le calcul (sans difficulté!) et on trouve

00 1
A2=1(0 0 0], A3 =0.
000

Ainsi, une récurrence immédiate permet d’obtenir A¥ = 0 pour k > 3.
Si la récurrence est en effet facile et immédiate, on la fera quand méme apparaitre en appréciation avec le
niveau de rédaction de la production rendue:

e Pour n = 3, on a bien A% = 0.
e Si A¥ =0 pour un certain k > 3, alors A**!' = A. A =A.0=0.
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(b) 1l suit que, pour tout n > 2,

1
Sn(A) = ZEA"
k=0 """
21
= EA}“ (car A¥ =0 pour k > 3)
k=0 """
1
= I+A+§A2 (car A® =1T)
1 0 0 01 1 1 0 0 1
= (0 1 0]+(0 0 1 t3 0 0O
0 0 1 0 00 0 00
11 1/2
= 01 1
0 0 1

Les coefficients de S, (A) sont constants. et admettent donc chacun une limite en +o00 égale a la valeur de la

constante. On peut donc conclure ici que e? existe et que (pour tout n > 2)
11 1/2
et 01 1 |=5,(4).
0 0 1
1 11
(3) Dans cette question uniquement , la matrice A est donnée par A= 1 1 1
1 11
3 3 3
(a) Le calcul donne A> = (3 3 3| =3A.
3 3 3

(b) On a déja rencontré quasiment le méme exercice lors des révisions de rentrées. Il est relativement naturel de
déduire de la relation précédente (sinon, on essaie de calculer d’autres puissances pour se donner 'idée) que,
pour tout £ > 1

AR =3k=14,

On le montre par récurrence.
e initialisation. Pour & = 1, on a bien A = 3°A.
e hérédité. Si A¥ = 3*~1A pour un certain k > 1, alors

ARl — 4. AF = A3k 1A =3k142 =31 34 =34,

ce qui est bien la relation au rang k + 1 et termine la récurrence.

(c) On va utiliser la relation précédente pour remplacer A¥ dans le calcul de S, (A). Attention cependant, cette
formule n’est valable que pour k > 1, et la somme définissant S,,(A4) commence a k = 0. Naturellement, on
veut essayer, dans la somme ainsi transformée de faire apparaitre une série exponentielle réelle de paramétre
3.

Sn(4) = ZHA :I+ZEA
k=0 k=1
= I+il3k’1A:I+1§:l3kA
2 k! 3 & k!

1 (<3 30
e (k ! m)

comme demandé.
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(d) Chaque coefficient de la matrice S,,(A) est donc égal, selon sl est sur la diagonale ou non, )

1 [<~3F 1 [<~3F
k=0 k=0

Comme, en ayant reconnu une somme partielle de série exponentielle, on a

1 [ 3k 1,
3<k—01d_1> n—>_+>oo§(e _1)7

on en conclut que tous les coefficients de S, (A) admettent une limite. Ainsi, e existe et vaut
3_q 3_1 3_q
A 1+3613 633 1 e331 6371
J— e — e — e — j—
Sl S i I P R
e’ — e’ — e’ —
3 BE T
1 11
(4) Dans cette question uniquement, la matrice A est donnée par A= [1 1 1| et on note f I’endomorphisme de
1 1 3
R3 représenté par A dans la base canonique.
x
(a) Sit = (z,y,2) est un vecteur de R® de coordonnées X = | y | dans la base canonique, alors, pour tout
z

AER,on a
teKer(f—Aid) < (f—Ad)(t) =0 < f(t) =Mt < AX =)X <—= (A-A)X =0.

On résout donc les systémes correspondants pour les trois valeurs de A données ici (0, puis 1 puis 4).

1 1 1 z
AX =0 = 111 y| =0
1 1 3 z
r+y+z = 0
= z+y+z = 0
r+y+3z = 0
c+y+=z 0
{ 2z = 0 L3+ Ls— 14
z+y = 0 Yy = -
{ z = 0 <:>{z = 0
T 1
= X=|-z|=z|-1
0 0

En posant v = (1,—1,0), on a bien
Ker(f) = Vect(u).

On continue.

1 1 1 T T
AX=X <= [1 11 yl=1vy
1 1 3 z z
y+z = 0 z+z = 0
—= r+z = 0 <= y+z = 0
r+y+2z = 0 r+y+2z = 0
z+z = 0
= y+z = 0
y+z = 0 L3« Ls— 14
{m = —z
—
y = —z
—z 1
= X=|—-2]=—2(1
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En posant v = (1,1, —1), on a bien

Ker(f —id) = Vect(v).

Enfin,
1 1 1 x 4z
AX =4X = 11 1 y| = |4y
1 1 3 z 4z
—3rzr+y+z = 0 r+y—z = 0
= r—3y+z = 0 <= r—3y+z = 0
r+y—2z = 0 —3r+y+z = 0
z+y—z = 0
— d9y—2z = 0 Lo+ L1 —1Lo
4y—22’ = 0 L3+ 3L+ L3
PN {x = 2-y=2y-y=y
z = 2y

1
= X=|y]|l=y]|l
2

En posant w = (1, 1,2), on a bien
Ker(f — 4id) = Vect(w).

(b) La famille (u,v,w) est une famille constituée de trois vecteurs de R. 1l suffit donc de montrer qu’elle est
libre pour qu’elle en forme une base. Soit (a, 3,7) € R3. On a

at+pB+y = 0

au+tfo+yw=0 << —a+p+y =
—B+2y

at+B+y =

— 26+ 2y

—B+2y

at+p+y =

— 26+ 2y

6y =

— a=p=vy=0.

I
oo

SO O O oo

Ainsi la famille est bien libre et forme donc une base de R? grace a 'argument qui précéde.
Par construction de u,v et w dans les noyaux ci-avant, on a

fu)=0, f(v)=nw, flw) = 4w

et il suit que la matrice D est la matrice

000
D = Mat(f, (u,v,w))=10 1 0
0 0 4
(¢) La matrice P est donc la matrice
1 1 1
P=(-1 1 1
0o -1 2

Ses colonnes sont libres : elle est inversible. On calcule son inverse & ’aide d’un pivot de Gauss simultané.

, L 111 0 o 1 1 1|1 0 0
-1 1 110 1 0 et 0 2 231 10
R Lo«Lo+IL; 0 -1 2|10 0 1
2 0 0]1 -1 0

- 0 2 2|1 1 0

Ly1<-2L1—Lo, L3<2L3+L> 0 0 6|1 1 2

2 0 0|1 -1 0

- 06 0[2 2 =2

Lo<3Ly—Ls 00 6|1 1 2
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Ainsi, (P est bien inversible et)

/2 —-1/2 0
Pt=11/3 1/3 -1/3
/6 1/6  1/3

(d) Le calcul, que ’on omet ici donne bien
D =P AP =

(Cette formule est connue sous le nom de formule de changement de base.)

(e) C’est une récurrence facile mais qui ici est demandée explicitement donc qu’on ne néglige pas. Comme
D=P 1'AP,ona A= PDP '

e initialisation. Pour n = 0, comme A° = D° = I, on a bien PD'P~! = PP~! =T = A°.

e hérédité. Supposons que, pour un certain n € N, on ait A" = PD"P~!. Alors,
AMl= A A" i PDP~'.PD"P~' = PD.D"P~" = PD""' P,
HR
ce qui est bien la relation au rang n + 1 et termine la récurrence.

(f) On injecte les résultats précédents, notamment le calcul de S, (D) pour une matrice D diagonale de la toute
premiére question de cet exercice.

S, (A) = E Z k'PD"P !
=0 k=0
1 1

k=0

1 0 0
0 Xn: E 0

- p Pt k! p-1
4k

jen)
o
(]

(g) Le passage a la limite coefficient par coefficient existe, tout comme e” et donne alors

10 0
A=—plo e 0| P
0 0 et

On pouvait raisonnablement s’arréter la.



