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Solution

Ce sujet provient de la session 2017.

Définitions et notations.

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2 fixé et R,[X], 'espace vectoriel des polyndmes a
coefficients réels et de degré inférieur ou égal a n.

n
On rappelle que pour tout entier k tel que 0 < k < n, ( k) désigne le coefficient binomial "k parmi n".

Pour tout entier k tel que 0 < k < n, on note By, (X) le polynome

n

Bin(X) = (k> Xk - x)nk,

Pour p = 2 ou 3,RP est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repére orthonormé d’origine O.
Si Ao, Ay,...,Ap, sont (n+ 1) points de R?, on appelle courbe de Bézier associée aux points de controle Ag, A1,..., A,
la courbe paramétrée définie sur [0, 1] par :

vt e [0,1], OM(t§ = ZBk,n(t)OA,i.
k=0

Enfin, on note [0,n] ensemble des entiers compris entre 0 et n.

Questions de cours.

1. Caleuler » By n(X).
k=0

Solution. D’aprés la formule du binome de Newton,

;Bk,n(){) = 2": (Z) Xk(1 - X))k

k=0
S (X+(1-X)"=1.

[
2. Soient t € [0,1] et X,, une variable aléatoire réelle a valeurs dans [0,n] telle que, pour tout k dans [0,n],
P (X, =k) = Bgn(t).
a. Donner le nom et le(s) parameétre(s) de la loi de probabilité suivie par X,,.
Solution. D’apres le cours, celle loi s’appelle la loi binomiale de parameétres n et ¢ ; X,, ~ B(n,t). 0
b. Préciser I’espérance et la variance de X,.

Solution. Toujours d’aprés le cours, on a E(X,,) = nt et V(X,,) = nt(1 —t). O
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c. Donner un exemple d’une telle variable aléatoire X,,.

Solution. La loi binomiale de paramétre n et t intervient lorsque I'on veut par exemple compter le nombre de succés
lors de n répétitions identiques et indépendantes du méme schéma de Bernoulli dont la probabilité de succés a chaque
tentatives est t.

On peut prendre par exemple la variable aléatoire comptant le nombre de Pile d’une suite de n lancers d’une piéce
éventuellement truquée dont la probabilité de tomber sur Pile serait t. O

. Rappeler quelle est la dimension de R, [X].
Solution. La famille (1, X,---, X™) étant une base de R, [X], sa dimension est bien n + 1. O
. Donner la définition de deux espaces vectoriels orthogonaux pour un produit scalaire noté .

Solution. On dit que deux sous-R-espaces vectoriels F et F' d’un espace préhilbertien sont orthogonaux pour le produit
scalaire ¢ si
Vee E,VyeF, ¢(x,y)=0.

. (%) Donner la définition d’une surface de révolution ayant pour axe une droite A.

Solution. Une surface S de I'espace est dite de révolution si elle s’obtient par la rotation d’une courbe C autour d’une
droite A. La droite A s’appelle axe de révolution de la surface S.
Il s’agit (aussi) d’un ensemble de points de I'espace qui sont invariants par toutes les rotations de R?* d’axe A. O

Preliminaires.

1. Développer les polynomes By, 2(X) pour 0 < k < 2, et les polynomes By, 3(X) pour 0 < k < 3.

Solution. On a par un calcul immédiat
Bo,2(X) 1-X)2?=X?2-2X+1
Bia(X) = 2X(1-X)=-2X%+42X
Boo(X) = X?

et
Bos(X) = (1-X)3=-X34+3X%-3X+1
Bis(X) = 3X(1-X)?=3X%-6X%+3X
Bos(X) = 3X%(1-X)=-3X343X?
Bss(X) = X?

. Démontrer que (By,2(X)) )<<, est une base de Ry[X].

Solution. Les calculs précédents montrent que la matrice de la famille {Bg 2, B1,2, B2 2} dans la base {1, X, X2} est

1 0 O
-2 2 0
1 -2 1

Le déterminant de cette matrice vaut donc 2 car elle est triangulaire inférieure et ce déterminant est donc non nul. Donc
cette matrice est une matrice de passage et on obtient bien que la famille {By 2, B1,2, B2,2} est une base de Ry[X]. O

. Démontrer que (By,n(X))jcsc, est une base de R, [X].

Solution. La question précédente invite & employer le méme raisonnement. En effet pour 0 < k < n le degré du plus

petit monéme non nul de By, (X) est k et son coeflicient est Z
Ainsi si 'on considére la matrice de la famille {By. , },., -, dans la base {1,---, X"}, elle sera toujours triangulaire
inférieure avec tout ses coefficients non nuls sur la diagonale et donc de déterminant non nul : ce déterminant vaut en
n
. n
i 11 <k> 40,
Donc le méme raisonnement que dans la question précédente montre que la famille {Bg ,}y<y<, est une base de

R, [X]. O



Partie | : Un produit scalaire.

On consideére la fonction ¢ définie pour tous polynomes P et @@ de Ry[X] par :

#(P.Q) = POIQO) + PR + § (1P (3) - P - P)) (12 (5) - @ - @)

1. a. Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur Ry[X].
Solution. On vérifie que ¢ vérifie les conditions du cours pour étre un produit scalaire.

X L’application ¢ est évidemment symétrique.

X Elle est de plus linéaire a gauche car I’évaluation en un point et linéaire et donc application ¢(-, Q) (ot @ est
fixé) est une combinaison linéaire d’applications linéaires. Ainsi par symétrie 'application ¢ est bilinéaire.

X De plus si P € Ro[X], alors ¢(P, P) est une somme de carré donc est positif. Ainsi ¢ est positive.

X Enfin supposons que ¢(P, P) = 0 pour P € Ry[X], alors, une somme de terme positifs étant nulle si et seulement
si chacun des termes est nul, il vient

P(0)2 =0
P(1)2=0
2
1(P(3) = P1) = P0) =0
On en déduit que P(0) = P(1) = P (3) = 0. Or P est un polynome de degré 2, et ayant 3 racines c’est donc
nécessairement le polynéme nul.

Ainsi ¢ est bien un produit scalaire sur Ro[X]. O

b. Orthonormaliser, pour le produit scalaire ¢, la base (X 2 X, 1) de Ry[X].
On exprimera cette nouvelle base orthonormée a I’aide des polynomes (B 2(X))y< <o

Solution. On utilise le procédé de Gram-Schmidt. On remarque que

s 1/.1 2
P(X* X% =0+1+(4;-1-0) =1

et donc B o(X) = X? est de norme 1. On calcule ensuite
X —p(X,X*)X? =X - X2
De plus

2
@(X7X2X7X2):0+0+1 Ly 21
’ 4\ 4 4

1
donc le vecteur X — X? est de norme 3 et le deuxiéme vecteur de la base orthonormale obtenue est donc 2(X — X?) =

B12(X).

Enfin, pour obtenir le dernier vecteur on calcule

1= (1, Bra(X))Bra(X) — (1, X*)X? =1 - dp(1, X - X*)(X — X?) — o(1, X*)X>.

Or,
e(1,X*) =1
1
@(LX - X2) - 5
1
On en déduit que le vecteur 1 — 4§(X — X?) = X% =1-2X + X? = By(X) est orthogonal & By 5(X) et By o(X).
De plus

(,O(BQQ(X), 8072(X)) = 1.
Ainsi le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt partant de la famille {X 2 X, 1} donne la famille orthonormale
{B2,2(X), B1,2(X), Bo2(X)}. O

2. On considére 'endomorphisme f de Ra[X] dont la matrice dans la base (Ba—k,2(X)) <o 5t

-1 2 1
M = 2 2 2
1 2 -1

3. a. Justifier sans calcul que la matrice M est diagonalisable.
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Solution. La matrice M est & coefficients réels et symétrique, donc d’aprés le Théoréme spectral elle est diagonalisable
et ceci dans une base orthonormale. O

. Diagonaliser M. On prendra, si possible, une base orthonormée de R constituée de vecteurs propres de M et on
précisera la matrice diagonale D, la matrice de passage @, son inverse Q! ainsi que la relation liant ces matrices.

Solution. On trouve le polyndme caractéristique de M en utilisant les régles de calcul du déterminant, on obtient
xu(X) = (X = 4)(X +2)°.

De plus la méthode du pivot de Gauss nous permet de trouver

—1 —1
Ker(M + 2I5) = Vect 11,10
—1 1
1
Ker(M — 415) = Vect 2
1
Ainsi les vecteurs
—1 —1 1
1 1 1
e1 1 0], et e3=—12

= = ) €2 = —=
V31 V2 1 V6 \1

forment une base orthonormale de vecteurs propres de M. On a donc en posant

-1 -1 1

B2 \ég -2 0 0
Q=1|x 0 %l P=10 20

=1 1 1 0 0 4

V3 V2 V6

que @Q est une matrice de passage d’une base orthonormée (la base canonique de R?) a une autre. C’est donc une
matrice orthogonale et son inverse est sa transposée. On a donc

-1 1 1
CEele L ¢
V6o V6 VB

et
D=Q"MQ < M=QDQ".

. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

Solution. Les valeurs propres ainsi que les espaces propres de [ sont ceux que l'on a trouvé pour la matrice M, on
en déduit que [ admet les valeurs propres —2 de multiplicité deux et 4 de multiplicité un, et que en posant

61(X) = —8272(X) =+ BLQ(X) — BQﬁQ(X)
GQ(X) = _BQ’Q(X) + BO’Q(X)
63(X) = BQ72(X) =+ 2,8172(X) + Bog(X)

alors on a

Ker(f + 2Id) = Vect (e1(X), e2(X)), Ker(f — 4Id) = Vect (e3(X)) .

. Démontrer que les sous-espaces propres de f sont orthogonaux pour ¢.

Solution. Les coordonnées des vecteurs e1(X), e2(X), e3(X) dans la base orthonormale
{B2,0(X), By 2(X), By 2(X)}

sont données respectivement par les vecteurs

-1 -1 1
a=111, g=(0], g=1]2
—1 1 1

Or un produit scalaire se calcule comme §’il s’agissait du produit scalaire canonique dés lors que 'on dispose des
coordonnées dans une base orthonormale. Ainsi les vecteurs gi, g2, g3 étant orthogonaux dans R? euclidien canonique,
les vecteurs eq(X), ea(X), e3(X) sont orthogonaux pour le produit scalaire ¢, on en déduit que les espaces propres
de f sont orthogonaux pour . O
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4. On suppose dans cette question que n est & nouveau quelconque. Démontrer qu'’il existe un produit scalaire ¥ sur R, [X]
pour lequel la base (B (X)), <kn €St orthonormée. On pourra exprimer ce produit scalaire & I’aide des coordonnées
des polynomes dans la base (Bin(X))ocpcp-

Solution. On s’inspire du produit scalaire canonique de R”. On considére I’application suivante
U: R,[X]xR,[X] — R
n

(P7 Q) = Z akﬁk

oun P(X) = ZakBk,n(X ) et Q(X Z B Brn ( (ces coefficients existent et sont uniques puisque la famille

k=
{Bk.n (X)}o<k<:j est une base de R, [X] d apres la Question Préliminaire 3.).
Alors cette application est évidemment symétrique, bilinéaire et positive. Si ¥ (P, P) = 0 pour un polynéme P, alors
ceci nous donne que tous les coefficients ay sont nuls puisque la famille {By, ,,(X)} )., est une base de R,,[X], et donc
P est nécessairement le polynéme nul.

Ainsi U est un produit scalaire. De plus il est construit de telle fagon que pour tout i,k € {0,--- ,n} on ait
Y (Bin(X), Bn(X)) = 6in-
Il existe bien un produit scalaire sur R,,[X] pour lequel la famille {Bg n} .., est orthonormale. O

Partie Il : Une premiére courbe de Bézier dans le plan.

-

On considére la courbe

)-
2,2),(1,3) et (1,—1). On

Dans cette partie et les deux suivantes, on se place dans R? muni d’un repére orthonormé (O; 1, j
de Bézier T'; associée aux points de controle Ag, Ay, As et Az de coordonnées respectives (0, 0), (
considére également la courbe I'; dont une représentation paramétrique est :

{ xo(t) = 6t — 9t2 + 4¢3 L eR.

ya(t) = 6t — 3% — 4¢3

1. a. Donner une représentation paramétrique de I';.

Solution. On utilise la définition d’une courbe de Bézier et le résultat de la Question 1. des préliminaires. On a

pour tout ¢ € [0, 1],
0 2 1 1
I'y(t) = Bos(t) o) T Bi3(t) o) T B 3(t) 3]t Bs3(t) .
(683 —12¢* + 6t n —3t3 + 3¢2 . t3
—\ 683 — 12t%2 + 6t —9t3 4 9¢2 —t3
(6t — 9% + 413
T \6t—3t2 — 443
6t — 9t2 + 4t3>

Vit € [0, 1], Fl(t) = <6t—3t2 A

Donc on a

b. Quelle remarque peut-on faire concernant les courbes I'y et I's 7

Solution. On peut donc faire la remarque que la courbe I'; n’est autre que la portion de la courbe I'y lorsque le
paramétre parcourt uniquement Uintervalle [0, 1]. g

2. Etude de I's.

a. Construire les tableaux de variations des fonctions xo et ys.

Solution.
Les fonctions x5 et yo étant des polynomes, elles sont de classe C* sur R et pourront au cours de I'étude étre dérivées
autant de fois que nécessaire. On a

Vt€R, ah(t) =6— 18t + 1212
yh(t) = 6 — 6t — 12t
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L’étude des deux trindmes du second degré montre que
1
ah(t) =12 (t - 2) (t—1)
, 1
Yyo(t) = —12( t — 2 (t+1)

Donc leur signe est connu et on obtient les tableaux de variations suivants

I
8
I
—_
N[
—
+
8

T2 —19

|
\
/
\§

ISE

- T
" \ y / T

b. Déterminer les points réguliers de I's dont la tangente & I's est horizontale ou verticale.

Solution. D’aprés les tableaux de variations obtenus a la question précédente, la courbe I'y admet en le point de
parameétre ¢ = 1 une tangente verticale et admet en le point de paramétre t = —1 une tangente horizontale. Il n’y a
pas d’autre point de ce type. O

c. Déterminer une équation cartésienne de la tangente a I's au point de paramétre ¢t = 0.

Solution. La tangente a I'y en ¢ = 0 est la droite dirigée par I72(0) = (g) et passant par I'y(0) = (8) . il s’agit

donc de la premiére bissectrice.
Une équation cartésienne de la tangente a I's en t =0 est y = . O

d. Déterminer le point singulier de I's. Préciser sa nature ainsi que la tangente & I'; en ce point.

Solution. D’aprés les tableaux de variation obtenus a la Question 2.a., le point singulier est le point de paramétre

t:%. On a
1 1 1 1
/0 Sl I I I N mo 2 m 2\ _
Ty <2> 6, s <2) 18, (2) 24, vy, <2> 24
ﬁ

1
Les vecteurs I') (2> et I?’ (%) ne sont pas colinéaires, ainsi d’aprés le cours il s’agit d’un point de rebroussement

de premiére espéce.
De plus toujours d’aprés le cours la tangente est la droite passant par I'y (%) et dirigée par Ii’ (%) Son équation est
donnée par

=0 << y=3x—2.

e. Donner la nature des branches infinies de I's. Illustrer la réponse par un schéma sur la copie.
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Solution. La courbe admet des branches infinies lorsque le parameétre tend vers oo d’aprés le tableau de variations
obtenu a la Question 2.b. Or,

. owa(t) . _
t—lggloo yo(t) Lot t—lg?oo z2(t) + 12(t) = —oo.
La courbe admet des branches paraboliques de direction asymptotique y = —x.

On représente ci-dessous l'allure d’une telle branche.

-,

3. Tracer dans le repére (O;i',j), la courbe T'y, les points Ag, A1, A2 et Ag ainsi que les tangentes a I'; obtenues aux
questions précédentes.
On utilisera la feuille de papier millimétrée fournie. Le tracé de I's n ’est pas demandé.
1l est conseillé de prendre une unité de 6 cm.

Solution.
On a suivi l'indication et pris une unité de 6 cm.
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Partie Il : Un détour par le cas général

Dans cette partie, on se place encore dans le plan mais n est désormais quelconque.
On considére (n + 1) points de R, Ay, A1,..., A, et on note I' la courbe de Bézier associée aux points de controle



Ao, A, ..., Ay,

1. Que peut-on dire des points de I' de paramétre t =0et t =17
Solution. On a d’aprés la définition de la courbe de Bézier que
r'o)=A4y, TI(1)=A,.
O

2. On suppose dans cette question que les points Ay et A; sont distincts. Démontrer que la tangente a I en Ag et la
droite (AgA;) sont confondues.
On admettra que si les points A,, et A,,_1 sont distincts, alors la tangente 4 T en A,, et la droite (A, —1 A,,) sont confondues.

Solution. La fonction I' étant polynomiale elle est de classe C*° sur son intervalle de définition. Or

_> n
I'(0) = > B, (0004
k=0

= —nOA() + nOA1

= TLA()Al .

Ce vecteur étant non nul, c’est le vecteur directeur de la tangente en Aj et la tangente a I' en Ay étant la droite passant
par Ag et dirigée par nA; Ag, on a bien que la tangente a T en Ay est la droite (AgA;). O

3. Soient P et @ deux polyndmes de R,[X]. On considére la courbe A dont une représentation paramétrique est

{ z(t) = P(t) t e 0,1].

y(t) =Q(t) ’
Est-il possible de trouver (n+1) points Ay, A1,. .., A, tels que A soit la courbe de Bézier associée aux points de controle
Ag, Aq, ... A, 7
Solution. D’aprés la Question Préliminaire 3., il existe (po, -+ ,pn) € R* ! tel que

P(X) = ZplBkn(X)
k=0
et de méme il existe (qo," - ,q,) € R"™! tel que

QX) = 3" gBen(X).

k=0

En posant A; = (27), on a bien que la courbe A est la courbe de Bézier associée aux points de controle Ag,--- , A,,.
K3

Plus précisément, les abscisses des points de controle doivent étres les coordonnées de P dans la base {B,, (X))} et les
ordonnées les coordonnées de () dans cette méme base.

Partie IV : Une deuxiéme courbe de Bézier.

Dans cette partie, on se place toujours dans le plan R?, les points Ay et A3z sont ceux définis dans la partie II. On souhaite
refermer la courbe I'; de la partie IT par une courbe de Bézier I's associée & trois points de controle Cy = Ag, Cy et
Cy = As, et telle que les tangentes a I'y et I's au point Ay soient confondues ainsi que les deux tangentes a I'; et I'3 au
point As.

1. a. En utilisant la partie ITI, déterminer les coordonnées du point C1.

Solution. On sait d’aprés la Partie lll que le point C; est & l'intersection des tangentes a I'y en Ag et en As. Or ces
droites ont pour équation z =y et = 1 (d’aprés les Questions I1.2.b. et I.2.c.).
Ainsi le point €4 a pour coordonnées (1,1). O

x3(t) = 2t — t?

yalt) =2t — 32+ €01

b. Vérifier qu'un paramétrage de I's est {
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Solution. Par définition d’une courbe de Bézier on a pour tout ¢ € [0, 1] :

0=t o) ) (1) + 20 (4]
(351:3% )
)

2t — 12
2t — 3t?

O
2. Faire ’étude de la courbe I's.
Solution. Nous étudions la courbe donnée par
x3(t) = —t2+2t
ys(t) = —3t2+2t
Les fonctions de coordonnées sont dérivables et données par
ah(t) =2-2t
yh(t) =26t
On en déduit le tableau de variation suivant
1
t 0 3 1
x'(t) + + 0
/ 1
0
y'(t) + 0 -
1
3
0 -1
De ce tableau de variations on déduit les informations suivantes :
. . . o]
X il y a une tangente horizontale au point de paramétre 3 ;
X il y a une tangente verticale au point de paramétre 1.
O

3. Compléter le graphe de la partie IT en y rajoutant I's, le point C; ainsi que toute autre information vous paraissant
pertinente.

Solution.
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Partie V : Une surface de révolution.

Cette section s’adresse aux étudiantes et étudiants en 5/2.
Elle pourra étre reprise par toutes et tous aprés traitement en classe du Chapitre 18 : Courbes et Surfaces de l'espace.

On se place désormais dans l’espace R® muni d’un repére orthonormé direct (O;?,f, l;) et on considére la courbe de
Bézier I'4 associée aux points de controle Dy, D1, Dy et D3 de coordonnées respectives (—3,0,0), (—1,1,0),(1,1,0) et (3,0,0).

$4(t) =6t—3
1. () Vérifier qu'un paramétrage de I'y est ¢ ya(t) =3 (t—t*) , t€][0,1].
t 0

2(t) =

Solution. Encore une fois, il s’agit d’appliquer la définition. On a pour ¢ € [0, 1]:

-3 -1 1 3

F4(t) = Boﬁg(t) 0 + Blﬁg(t) 1 + Bg’g(t) 1] + B33(t) 0

0 0 0 0
32— 9t + 9t —3 —3t3 + 6t% — 3t —3t® + 3t* 3t3
= 0 + | 3t =62 +3t | + | =3 +3t* | +| 0
0 0 0 0

6t — 3
= | 3(t—t?)
0
et on retrouve bien le paramétrage demandé. 0

2. (%) Donner un vecteur directeur ainsi qu'un systéme d’équations cartésiennes de la tangente a I'y au point de parameétre
t

3-

6
1
Solution. La fonction I'y est de classe C* sur son intervalle de définition et on a I74 (3> =11
0
Ce vecteur étant non nul c’est lui qui dirige la tangente au point ¢t = %

Notons 7'1/3 cette tangente.
Soit A(z,y,z). On a

AeTi F4(1/3)AeVect(F4(1/3))
—  TA(/3)AATL(1/3) =0
r+1 6
= y—2/31A[1] =0
2 0
z+1-6(y—2/3) = 0 z—6y+5 = 0

O

3. (x) Déterminer une équation cartésienne de la surface de révolution obtenue en faisant tourner I'y autour de I’axe (O; i)

Solution. Soit M = (z,y,2) € R® et notons S la surface en question.

Premiére méthode. En notant R(6) la rotation d’angle § autour de (O,7), on a
6t — 3
= R(O)T4(t) = | 3(t —t*)cos(0) |,
3(t — t?) sin(0)

MeS < 3(t,0) € R?,

IS IS

ce qui donne une paramétrisation de la surface mais pas encore une équation cartésienne.
Le paralléle de S dans le plan x = A est le cercle

r = A
A = 66—3
yi+z22 = 9(t—1t?)?
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Il suit que
r = A
MeS <« 3N, A = 6t—3
Yzt = 9t —12)?
¢ - =
= % {y2+22 = 9t —1?)?
1
= y2+z2:z(x2—9)2.

Autre Méthode. En traduisant le fait que ce point est sur la surface si et seulement si il existe un point sur A Iaxe des
abscisses et un point B sur la (demi-)méridienne I'y tels que M A soit orthogonal a 7, BA soit orthogonal a 7’ et que

— —
|MA||?> = ||BA|]? on a :

x—A 1
< Y , 10 > =0
z 0
(x,y,2) € S < Jt, A 6t —3—\ 1
< 3(t—t3) |.]0 > =0
0 0
(= N2 +y%+ 22 = (6t —3 — )2+ (3(t — t2))?
x =A
&3t (gt = 32
Y2422 =9t —12)2
t — 34z
. {y2+22 :96t—t2)2

Ainsi une équation cartésienne de cette surface de révolution est

1
Y+ 2% = Z(x2 -9)%

On la représente ci-dessous :




