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Ce sujet provient de la session 2022.

Preambule

1. Rappeler le domaine de définition de la fonction tangente, puis donner, sans démonstration, sa parité et sa dérivée, ainsi
T T
que, pour sa restriction a I'intervalle ] 33 { ses variations (on demande le tableau de variations, ou apparaitront les

limites aux bornes).

Solution. La fonction tan est définie sur
™ ™ ™
Dian :R\{§+kmkez} - }—§+lm,§+lm[=: U .
keZ keZ
La fonction tan est impaire sur son ensemble de définition ; sur chacun des I, elle est dérivable et
1
Vz € Dian, tan’(z) = —— =1+ tan?z > 0
cos?

donc tan est strictement croissante sur chacun des intervalles I;,. On dresse alors sont tableau de variations ci-dessous
sur Iy comme demandé :

Y

T _z z

2 2

tan’(x) +
—+00
tan /
—00
O
. P . . ) . L N T

2. Montrer, & 'aide d’un théoréme de cours qui sera énoncé, que la fonction tangente réalise une bijection de } 35 [ sur

R, et en déduire 'existence de sa fonction réciproque arctangente.
Donner, sans démonstration, la dérivée de la fonction arctangente.

Solution. Le théoréme de la bijection monotone affirme qu’une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle I réalise une bijection de I sur l'intervalle J = f(I).

En appliquant ce théoréme a la fonction tangente sur Iy = ]—%, 5 [, on montre que tan réalise une bijection de Iy sur R,
dont la réciproque, arctangente (notée arctan), est continue et strictement monotone.

Comme tan est de classe C' sur Iy et que sa dérivée ne s’annule jamais sur cet intervalle, sa réciproque est également de
classe C! sur R, de dérivée

1
1422

Vz eR, arctan’(r) =
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L1 .. . ™ T L - P
3. Déduire des variations de la fonction tangente sur ] 33 { celles de sa réciproque arctangente, et retrouver ce résultat
a l'aide de la dérivée de la fonction arctangente obtenue a la question précédente.
Solution. Le théoréme du cours utilisé & la question précédente affirme que la bijection réciproque a le méme sens de

variation que la fonction de départ; ainsi arctan est strictement croissante sur R, ce qui est d’ailleus cohérent avec le
signe strictement positif de sa dérivée explicitée a la question précédente. ([

T
4. Tracer, sur un méme graphe, les courbes représentatives de la fonction tangente sur }—5, 5 {, et de la fonction

arctangente sur R (échelle : 2 cm pour une unité).
On rappellera comment le tracé de la courbe représentative de la fonction arctangente se déduit de celui de la fonction
tangente.

Solution. Le graphe de la bijection réciproque de d’une fonction f se déduit de celui de f par symétrie orthogonale (ou
réflexion) par rapport a la premiére bissectrice d’équation y = .

y = tan(z)

y = arctan(x)

(S

[SIE
NE

NE

U
) ) ™ 0 . 1 . . . 9
5. Exprimer, pour tout réel ¢ de ]0, 5 { U ] 57 [, la quantité 1 + p—— en fonction uniquement de sin“ ¢.
an
Solution. Pour t € ]07 g [ U } 27 T [,
14 - coth_sin2t+cos2t_ 1
tan®t sin®t sin? ¢  sin?t’
0

Partie |

Pour tout réel x, on pose :

Fle) = /+°° dt

coo L@t
1. a. Etudier, pour tout réel z, la convergence de l'intégrale a paramétre F(z).

Solution. La fonction ¢t — ————— est continue et positive sur R; de plus, pour tout = € R,
1422 + 12

1 1
1422412 to+oo t2

+oo
et /1 12 converge (intégrale de Riemann); de méme,

1 1

T a2 122 t9 o0 2



“hdt
et 2 converge.

— 00

Par théoréme de comparaison par équivalent,

/OO dt . /0 dt
. e .
o l4+ax2+41t2 oo L2422
convergent (elles ont d’ailleurs la méme valeur par un argument de parité), donc U'intégrale F'(z) converge pour tout
reR. (|

b. Que vaut F(0) ?

Solution. On fait le calcul "a vue" & I'aide de la fonction arctan dont on a rappelé 'expression de la dérivée dans le
préambule :

e dt T -7
F(0) = = tant]™” = - — — =.
(0) /—oclJFtQ [arctant] ™ 5 5 T
c. Exprimer, pour tout réel z, F'(z) en fonction de z.
Solution. Pour = € R, le changement de variable ¢t = u+v/1+ 22 est C! et strictement croissant de R dans R;

dt = /1 + x2du, donc
du F(0) ™

Fa) /+°° V1+ 22du 1 /+°°
xTr) = = = = .
oo L2 Hu2(1422) 1422 ) o 1+u?2 V1422 V1422

2. Soit « un réel positif. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

™ i dt L
Un = ’ I":/ ) 3 Jn:/ P R
1+ (nm)® o 1+ neresin”t nr 1+ txsin“t
a. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur le réel o pour que la série Z Uy, CONVerge.

T 77.1—(1/2
~J
Vnora no/2

1 . e . . .
Or, g —— converge si, et seulement si, — > 1, c’est a dire si, et seulement si, v > 2.
no/2 2

Solution. Pour tout n > 0, u, > 0, et, lorsque n — +00, U, ~

D’aprés le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, Z u, converge si, et seulement si, a > 2. [

b. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :

In—i—l < Jn < In
Solution. Pour t € [nm, (n + 1)7],
1 1 1
) < ) < . 2,
1+ (n+1)or>sin“t — 1+t¥sin“¢t ~ 14 n®7®sin“¢

Par croissance de I'intégrale entre nm et (n + 1)7 :

(n+1)m dt (n+1)m dt (n+1)m dt
/ T I s
o 1+ (n+ 1)oresin®¢ o 1+ t>sin“t o 1+ nem@sin®t

Mais apreés le changement de variable (affine donc licite) t = nm + u (qui donne dt = du):

(nt1)m dt g du i du
— = == I 5
/,m 1+ negosin?t /0 1+ nemesin? (u + nr) /0 14 nore(—1)2nsin®u
donc finalement 1,11 < J,, < I,. O
c. A ’aide du changement de variable rlnt = u, que l'on justifiera avec soin, montrer que, pour tout entier naturel non
nul n :
I,=F (n% 71'%) .

(On pensera o utiliser le résultat de la Question 5. du Préambule)
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Solution. Il vaut mieux scinder l'intégrale en deux morceaux, correspondant aux intervalles Ey = ]0, 5 [ et
FEy = ] 5 77[ sur lesquels le changement de variable u = taln ;= ‘;’;f est strictement décroissant et de classe C*.
L’image de Ey par t — % est I'intervalle R* , 'image de I} est R™.
1 1 —du
Sur Ey, t = arctan — et sur Ey, t = m + arctan —; dans les deux cas, dt = ——.
u u 1+ u?
1
Enfin, sur les deux intervalles d’intégration, d’aprés la Question 5. du Préambule, 14+u? = — 7, donc sin?t = T
sin U
et
dt B 1 —du
1+ noresin® ¢t 1+ 225 1+ u?
B —du
1+ u?+noqe
/ dt B /0 —du
By 1 +nemasin?t too L4+ u? +noqe
oo du
B /0 1+ u? +nome
et
/ dt B / e —du
B, 1 +noresin?t o 1+u?+noge
B / 0 du
oo L+ U2+ nome
donc par relation de Chasles :
de Feo du
In:/ —-2:/ T pama = (%1%,
BouE, 1 +nom®sin“t  J_o 14+u?+now
|
. En déduire, pour tout entier naturel non nul n :
Unt1 < Jp < g
Solution. Soit n un entier naturel non nul.
D’aprés la Question 1.c. de cette partie,
T
F(r) = ——
(=) V1+ a2
donc
F(nr®) = —— =u
V14 nore "
Alors I,, = u,, donc 'encadrement montré en Question 2.b. s’écrit bien
Un+1 < Jh < Unp, -
O
too dt
. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur le réel o pour que 'intégrale / m converge.
0 sin

Solution. D’aprés la Question 2.d., par sommation :

N N N
}E:un+lf;§Z:Jﬁf§ 2::un
n=0 n=0

n=0
N
donc en posant Sy = Z uy, (et aprés un petit décalage d’indice a gauche),

n=0
(N+1)m dt
S — </ — < Sy.
N 0= 0 1+tesin®t — N

Il en résulte que

e dt
< / 1_'_t.thonverge> = (la suite (Sy) converge) = (la série Zu” converge)
0 @ sin



Réciproquement,
N7 d
(la série Zu converge) = (la suite (Sy) converge) = [ lim / _a €eR
n N—+o0 [ 1+t sin2t
: 1 A dt : : : A dt :
Mais, comme —————— >0, A+ / ————— est croissante et l'existence de  lim / ———— ¢quivaut
14+ t¥sin“t o 14+t¥sin“t A—=+oo Jo 1+ t>sin“t
a celle de

N« dt
lim P E)
N—+oo Jo 1+ tosin“t

avec la méme valeur.

Finalement, en utilisant le résultat de la Question 2.a.,

+oo
/ & = (X ) = a>2
—————— converge Uy, converge « .
0 1+ tsin’ ¢ & " &

Partie ll

1. Soit R un réel strictement positif, et f et g deux fonctions développables en série entiére sur | — R, R|, sous la forme:

+oo +oo
Vo €] - R,R[, f(z)=) anz" , glx)=> buz"
n=0 n=0

otl, pour tout entier naturel n, a,, et b, sont des réels.

+oo +oo
a. Rappeler la formule du produit de Cauchy donnant le produit des séries entiéres Z anz" et Z bpx™.
n=0 n=0

Que peut-on dire sur le rayon de convergence?

n
Solution. Pour tout n € N, on pose ¢, = Zak bn_k.
k=0

Le produit de Cauchy des deux séries entiéres Z anx" et Z bz est la série entiére Z cpa’

n>0 n>0 n>0
00 00 +o0
Vo €] — R, R|, (Z an:r”) (Z bnx”) = Z e
n=0 n=0 n=0
Si les deux séries facteurs convergent sur | — R, R[, on peut affirmer que le rayon de convergence de la série produit
est supérieur ou égal a R. O

b. Appliquer la question précédente pour exprimer, pour réel = €] — R, R|, le développement en série entiére de (f(z))?.

n
Solution. Prenons, pour tout n € N, b,, = a,, dans la formule précédente, alors, pour tout n € N, ¢,, = g Ak Qe
k=0

donc

+oo n
Vo €] - R,R[, f(z)*= Z ( ay ank> ",
k=0

n=0

2. On suppose désormais que la fonction f s’annule en zéro, et que, pour tout réel = de | — R, R] :

fl(@) =1+ (f(2))*

a. En déduire la relation de récurrence vérifiée, pour tout entier naturel n, par les coefficients a,,.
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Solution. Comme f(0) = 0, il suit que ag = 0.
En utilisant le théoréme de dérivation terme a terme d’une série entiére, pour tout = €] — R, R|,

“+00 +oo n
E na,z" =1+ E E ag Qn_r | 2",
n=1 n=0 \k=0

soit aprés décalage d’indice :

“+o0
Z(n+1)an+1m —1+Z <Zakan k>

n=0 n=0
Par unicité du développement en série entiére, on peut affirmer

X a1:1+a%,donca1:1.

n—1
X VneN* (n+ 1)a,11 = Zakan B = Zakan k-
k=0 k=1
v/ Pour n =1 on a donc 2a, = 0 donc as; = 0.
1 n—1 0
v Pourn >2 apy1 = ) Z ara,_ 1, extensible au cas n = 1 avec la convention Zakan k= 0.
k=1 k=1

b. Démontrer, par récurrence forte, que, pour tout entier naturel p : ag, = 0.
Que peut-on en déduire pour la parité de la fonction f et son développement en série entiére?

Solution. Montrons par récurrence forte sur p € N la propriété N, : ag, = 0.

X Initialisation. Puisque ag = 0 : Nj est vraie.
X Herédité. Soit p € N fixé. Supposons que A}, est vraie pour tout k € [0, p].

v Sip =0, alors agp12 = az = 0 conformément au résultat de la Question 2.a..
2p
. 1
v Si p > 1, az(erl) = Q2p+2 = m Zaka2p+1_k.
P k=1

Or, pour tout entier pair k € [1,2p], ar = 0 par hypothése de récurrence; pour tout entier impair
ke [1,2p], 2p + 1 — k est un entier pair de [1,2p], donc agyy1— = 0. Dans tous les cas, agazpri—r =0
donc ag,+2 = 0, ce qui achéve la preuve de Np1.

On conclut par récurrence forte que az, = 0 pour tout p € N, donc

Vr €] - R, R|, Zag x?P
La fonction f est donc impaire.
O
c. Montrer que f'(0) = 1, puis calculer : aq,as, as, az.
1o 1

Solution. On a vu en Question 2.a. que a; = 1, donc f'(0) = a; = 1. Alors az = 3 Z apto_j = — donc as = 3
Puis, -

1 2 1( a ) = 2a1a3

- a = Z(ajas + a2 + asa = —.

5 akaa—k = (0103 2 301 5 5
Enfin

> 1
ar = Zakaﬁ_k = (a1a5 + aza4 + az + agas + a5a1) =z (2a1a+a§)

25\ _17
45  45) 315



T w[
N 2721

A Taide des résultats précédents, donner le développement limité, a ’ordre 7, au voisinage de zéro, de la fonction f,
et en déduire celui de la fonction tangente, au méme ordre, en zéro.

d. On admettra, dans ce qui suit, que la fonction tangente est développable en série entiére sur ]—

Solution. On sait que tan(0) = 0 et que, pour tout x € ]—g., 5 [, tan’(z) = 1 + tan?(z).

Par hypothése (de ’énoncé) tan est dévelopable en série entiére sur ]—g, g[, donc elle admet a fortiori un
développement limité en zéro & tout ordre, et en particulier , pour = — 0,

1 2 17
tan(z) = ay = + az x> + a5 2° + azz” + o(z7) = tan(z) =z + ng + Exs + ﬁa,j +o(z").

Partie Ill

Pour tout entier naturel non nul n, on pose :
o0 2n
u
H, = ——du.
! /0 1+ ut

1. a. Etudier, pour tout entier naturel non nul n, la convergence de l'intégrale H,,.

Solution. Soit n entier naturel non nul fixé.

Yu >0, 14+ u*™ =1+ (u*™)? >0,

donc la fonction intégrée est strictement positive (et continue) sur [0; +oo].
L’intégrale H,, est par conséquent seulement impropre en +o0o. De plus,

u2n u2n - 1
1 +1L4" u—+oo yin - u2n’
orn>1=2n2>2>1,

donc

est une intégrale de Riemann convergente.

Par critére d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, on peut en conclure que l'intégrale H,, est

convergente. O
b. Calculer :
1
lim u?du.
n—-+o0o 0
Solution.

1 u2nt1 ! 1
/ u?du = = —% 0
0 2n+1], 2n+1no+oo

c. Calculer :
+oo 2n
lim —-du
n—+oo [y 1+ un
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Solution. Pour tout u > 0, on a:

u2n u2n 1

0 < 1_|_u4n = udn - u2n’

donc par propriété de croissance des intégrales (ces intégrales étant bien convergentes, nous avons prouvé en 1.a.),

on peut écrire:
+o00o 2n +oo
U 1
1 1+u 1 U

X —2n+1 71X
u 1 1 1
xopeo i w T x e [—271 + 1] | Xoteo—2n+1 <X2"—1 ) 20— 1

Finalement:
+oo u2n 1
0< du < .
—/1 T+amn ' =91

D’aprés le théoréeme des gendarmes, on en déduit que

Or,

00 u2n
lim ———du = 0.
n—+oo Jq 1+ un
O
d. En déduire :
1 u2n +oo u2n
Solution. D’aprés la relation de Chasles, H,, = / — o du+ / —du.
o 1+u*n 1 14 un
00 u?n
X Nous avons prouvé a la Question 1.c. que lim ———du = 0.
n—+o0 Jq 1+ uln
1 u2n
X Montrons que : lim ——du=0:
n—+o0o Jg 1+ u4n
u2n 5
n
car 1 +u* < 1.
Donc
1 u2n -1
0< / —du < / u?du.
o 1+utn 0
1
On a vu en 1.b. que lirf u?"du = 0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit que
n—-+oo
0
1 2n
U
lim / ———du = 0.
n—+oo 0 1+u47z,
Bilan: lim H,, =0. O
n—-+oo
2. Pour tout entier naturel non nul n, et tout réel strictement positif z, on note : %Yz = z,
On pose :
1 3
K, = / Xtanzdzr , L, = / Z/tan zdz.
0 S
a. Que vaut: lim 2%/z ?
z—0t1
Solution. Soit n € N*,
. In(x
ZQ/E:exp(( )> — 0.
2n z—0t
|

b. Etudier, pour tout entier naturel non nul n, la convergence des intégrales K,, et L,,.

Solution.
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X L’intégrale K,, est impropre en 0, mais comme lim+ /tan(z) = 0 (en utilisant la question précédente et le
z—0
fait que tan(x) — 0, x — 0), la fonction intégrée est prolongeable par continuité en 0, ce qui implique que
Iintégrale K,, est faussement impropre en 0.
Donc l'intégrale K,, est convergente.
y . 0 . T
X L’intégrale L, est impropre en 57 car tan n’est pas définie en 5

On va ramener le probléme en 0 en effectuant le changement de variable u = g — x, qui est bijectif de [%, g [
7r
d } 0; —} .
ans 1

On a du = —dxz, donc:

O T i, [cos(u)
L, = —/Z tan (5 — u)du = /0 sin(u) du.

Cette derniére intégrale est impropre en 0.
Or
2 [ COS(1) z\/T
sin(u) uv—0 V u
5. | cos(u)
car - x u tend vers 1 lorsque u tend vers 0.
sin(u)
De plus,
i, T
o U 0 U /2n
1

qui est une intégrale de Riemann convergente car o < 1.
n

D’aprés le critére d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, on en déduit que I'intégrale L,, est
convergente.

U
c. Montrer que la suite (K,,), y- est croissante et majorée.
Solution.

X Soit n € N*. Montrons que K,, < K, 1.
Ona: Vze }O; g} ,tan(x) €]0, 1], donc In(tan(z)) < 0.
Par croissance de I’exponentielle, et comme
In(tan(z)) - In(tan(z))
2n T 2n+2
In(tan(x In(tan(x
e (200 ¢ g, (It

On utilise ensuite la propriété de croissance de 'intégrale pour affirmer que K, < K, 1.

)

X Montrons que la suite (K, ),en+ est majorée.

Vr e }O; %} ,tan(z) €]0, 1],

donc *{/tan(z) < 1.

Par propriété de croissance de l'intégrale,

m
K, < ldx = —.
< [T1ae=]

0
Bilan: la suite (K,),en+ est croissante et majorée par 1 O

INE)

d. Etudier le sens de variation de la suite (Ly),,cp--
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Solution. Soit n € N*.
T

nk

- (ln(tan(m))) - (ln(tan(x))> .

Va E} } Jtan(z) < 1,

donc In(tan(x)) < 0, donc

2n + 2

Par propriété de croissance de l'intégrale, on en déduit que L, 1 < L,,.
Bilan: a suite (L, )nen+ est décroissante.

|
. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :
3
/ X/tan xdx > %
%
Solution. Soit n € N*.
Vo € }E' z} tan(z) > 1
“ 4 ? 2 ) “ — )
In(tan(z
donc In(tan(x)) > 0, donc exp <(2())> > 1.
n
Par propriété de croissance de l'intégrale,
2 T
4
a
. En déduire la convergence de la suite (Ly,), cn-, €t montrer que :
lim (K, + Ly) >~
Solution. La suite (Lj,),en- est décroissante et minorée, donc elle converge.
D’autre part, la suite (K,,),en+ est croissante et majorée (question 2.c.) ), donc elle converge également.
Cela a donc du sens de s’intéresser & lim (K, + Ly,).
n——+oo
On sait que:
X VYneN* K, >0. Donc lim K, >0.
n—-+oo
* . i
X V¥YneN* L, > %. Donc nll}r_ir_locl}n > 1
. . 7r
Bilan: lim (K, + L,) > —.
n—-+oo 4
|

. Pour tout entier naturel non nul n, effectuer, en le justifiant, le changement de variable tan z = 12" dans l'intégrale

K, + L, puis donner, pour tout entier naturel non nul n, une relation entre (K, + L,) et :

+oo 2n
0 14+u
Solution. D’aprés la relation de Chasles,

z
K,+L,= / X/tan x dz.
0

In(tan(x))

Le changement de variable x — exp ( 5

On a:

) est bijectif, de classe C', strictement croissant de } 0; g [ dans |0; +o0].

2n—1
u?™ = tan(z) = 2nu®" " tdu = (1 + tan?(2))dr = do = ————du.

1+ utn
+o0 2nu2n—1
Kn + Ln = ‘/O u X Wdlh

Donc
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et finalement:

u2n

+o0o
K, + L, = Qn/ —du
0 1+71,4"

b. En déduire 'existence d’une constante réelle H telle que, lorsque n tend vers l'infini :

H
H, ~—.
n

. . K, + L,
Solution. La question précédente nous permet d’affirmer que: Vn € N*, H,, = %
n

Si on note

1
H:=—- lim (K,+L,)#0,

2 n—-+o0o

car lim (K, + L,) >

n—-+oo

, alors

NS

K L
n + n ~ H7
2
et finalement :
H
H, ~—.
n

Partie IV

Soit ¢ la fonction définie, pour tout réel non nul z, par :

1. Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en zéro.

Solution.
T

car, le développement limité a l'ordre 1 de l'exponentielle est exp(z) =1+ = + o(x).
Donc ¢(z) = 1++(1) tend vers 1 lorsque = tend vers 0.
La fonction ¢ est donc bien prolongeable par continuité en zéro. O

Vo € R*, ¢p(x) =

Dans ce qui suit, on désigne encore par ¢ la fonction ainsi prolongée. On admettra que la fonction ¢ est développable en
série entiére sur | — 2m, 27|, sous la forme :

n

“+o0
x
Vo €] —2m2n, d(z) =) By
n=0
otl, pour tout entier naturel n, B,, est un coefficient réel.
2. Que vaut By 7
. N ) - N By
Solution. D’apreés le développement en série entiére de ¢, on a ¢(0) = o
Or ¢(0) = 1 d’apres la question précédente, donc By = 1. . O

3. En remarquant que, pour tout réel z de | — 2w, 27| :

+o0
m:(em—l)ZB .
. nn'7

n—

montrer que ’on peut aussi écrire :
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Solution.
Vo €] — 2m, 2x[,\ {0},

+
T OOB "
a1 B
n=0

+oo n
donc z = (e — 1) Z Bnl—'.
n!

n=0

Pour z = 0, cette derniére relation est aussi vraie car 0 = (1 — 1)B,.
+o00 2" +o00 n
: . T __ s T 1 _ <
On sait que : Vx € R, e —Zn!,donce 1_271!'
n=0 n=1

Nous allons effectuer un produit de Cauchy pour déterminer le développement en série entiére de

+oo n
- x
n=0 ’

Comme les formules du cours sont valables pour des séries qui commencent a I'indice 0, nous allons donc écrire:

—+o0
X V;L‘ER,emfl:Zan:c”, oua():OetVnZLan:%
n=0
+o00 s
X Vx €] — 2w, 27], Z Bnﬁ =
n=0 n=0
D’aprés le cours sur le produit de Cauchy de deux séries entiéres, on peut donc affirmer que:

n
n!

+oo
anx", ouVn>0,b, =2

n

+00 T +oo
Vo €] — 2, 2x], (e — 1) Z B"F = Z cnx™,
n=0 : n=0

n
ou: Vn >0,¢, = Zan_kbk.
k=0

X Si’I’L:O7 Cozaobozo
XSin>1, ¢, = ZZ;; an—1by car ag = 0, donc

k=0
Finalement,
I not n
Vo €] - 2m, 2nf,z = Z:I n! (k-—O (k> Bk)

puis :

Solution. Par unicité d’'un développement en série entiére, on peut identifier les coefficients de ’égalité ci-dessus, ce
qui nous conduit a:

0

1
X Pour le coefficient en z: 1 = T (Z (2) Bk), i.e. Byp =1, ce qu’on savait déja.
" \k=0

n—1
1
X pour tous les autres coefficients: Vn > 2,0 = — E " By |, i.e.
n! poars k
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En mettant le dernier terme de la somme ci-dessous a part, on obtient:
= /n +1 n+1
vnzl,Z( 5 )Bk+< N )ano.
k=0
n+1
Or " =n+1, donc

(n+1)B, = —f (”‘k“> B.

k=0

b. Calculer 2B; et 4B,4. Que remarque-t-on par rapport aux coeflicients agz et a5 de la Partie IT1?

Solution. La formule montrée ci-dessus va nous permettre de calculer de proche en proche les coefficients B,,:

X Nous avons déja By = 1.
X Appliquons la formule ci-dessus pour n = 1:

9B, = — <(2)) By = —By

donc By = —1.
2
X Pour n =2:
3 3
3By = — (O) By — (1> By = —By — 3By,
1
donc By = 5
X Pour n = 3:

4B; = — (g) By — (‘D By — (3) By = —By— 4B, — 683 =0,

donc B3 = 0.
X Pour n =4:

) ) 5 ) 1
o= (3) 5o (381 (3) 52 (3) B0 58, 08, t0m

1
d By =——.
onc By 30
1 2
On peut donc affirmer que 2By = 3 et 4B, = I

On remarque que ’on retrouve ainsi les coefficients du développement limité de la fonction tangente trouvés dans la

. 1
Partie Il, ot on avait obtenu: az = 3= 2B, et a5 = 5= —4By. ]

Ce probleme fait intervenir des intégrales généralisées, pour lesquelles la fonction tangente permet soit d’obtenir leur
convergence, soit de les calculer. Cette trés classique fonction trigonométrique vérifie aussi une équation différentielle
permettant d’obtenir son développement en série entiére, ot interviennent les nombres de Bernoulli, que l’on retrouve dans
de nombreux autres développements en série entiére, ou encore dans la formule d’Euler Mac-Laurin, qui relie des sommes
discrétes ot apparaissent également les dérivées successives de la fonction, et des intégrales.



