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Solution
Exercice 1
1 1 0 0
0 1 1 :
Calculer le déterminant D, = |- . . . d’ordre n > 3..
o --- 0 1 1
1 0 0 1

Solution. En développant selon C; on obtient directement deux déterminants triangulaires d’ordre n — 1 :

1 1 0 - 0
0 1 1
D, = .
0 - 0 1 1
1 0 0 1,
1 1 0 0 L0 0
0 1 1 oo L1 0
=l + (=)™ g
0 0 1 1 110
o o0 - 0 1[n71] o o0 --- 1 1

(n—1]

=1+ (-1 =

0 sin est pair
2 sin est impair

Exercice 2

Soit (un),,, une suite de réels. Si la série numérique de terme général u,, converge, on dit qu’elle converge a Iordre 1 et
=

on note alors (Ry ;) la suite des restes de cette série, autrement dit:

n=0

+oo
VneN, Rin= Y u
k=n-+1
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Si & nouveau la série de terme général R, ;, converge, on dit que la série ) u, converge a 'ordre 2 et on note (R2.,),<,
=

n=0
la suite des restes de cette série, autrement dit :
+o00
vnEENa <Rln:: 2: fhk-
k=n-+1

Plus généralement, pour tout entier p > 2, si la série de terme général R,_; , converge, on dit que la série ) u, converge
n>=0

a l'ordre p et on note alors (R, ), -, la suite des restes de cette série :

—+ 00
Rpn = Z Ry k-
k=n+1

On peut noter:pour tout n € N, Ry ,, = up.
Le but de cet exercice est d’étudier, sur certains exemples, I’ordre de la convergence de la série de terme général wu,,.

. . . . 1
1. Soit a € R. On considére, dans cette question uniquement, que pour tout n € N*, u,, = —.
n
a. Rappeler la condition nécessaire est suffisante sous laquelle > u,, converge.
On se place désormais sous cette condition.
Solution. La série de Riemann Z u, converge si et seulement si a > 1. ]

n>1
b. Pour tout entier k > 2, justifier que :

1
dt

1
@ Sga S

wk\\\f
L\a-
H-‘CL
Q' ~+

k

Solution. Soit k > 2,
1 1
Pour tout ¢ € [k, k + 1] on a ¢t > k, d’ou, puisque o > 0, o < —

ka
Par croissance de I'intégrale on en déduit que

k+1 k+1
1 1
Je ¥ J ke

k+1
1 1
/ —dt < —(k+1—k)
k

C’est-a-dire

to ke
ou encore
kL 1
/k <o
1
De méme, pour t € [k — 1,k] on a ¢t < k, d’ou, puisque « > 0, o > o

Par croissance de I'intégrale on en déduit que

C’est-a-dire

Finalement on a bien

c. En déduire que, pour tout n > 1,

a—1 (n+1)t 7 a—1 pot’
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oL 4t sont des intégrale de Riemann convergentes.

1+1 t
D’aprés la relation de Chasles, on en déduit que les série Zk il f Wy 7 dt et Zk ntl kkH 7o dt convergent et que

+oo k 400
1 1 1 1
E / —dt = / —dt =
- —1 t¢ Jn te a—1 (n + 1)t

+oo k +oo
1 1 1 1
E / —dt:/ —dt =
po1 19 P a—1no-1

En sommant les relations obtenues a la question précédente on a alors

+oo
z/l,;dt zka\ Z/ltzdt

Solution. Soit n > 1, on sait que les intégrales f " L dt et f

et

k=n+1
C’est-a-dire
1 1 <R < 1 1
a—1(n+ 1)1 7S pe-t
O
. En déduire que :
1
L oo (a = 1)no—1"
Solution. D’aprés la relation précédente, on a, pour tout n > 1
na—l Rl,n -1
N o e
Cest-a-dire )
o
n Rl,n
() e e
(a—1)no—1
n a—1
Or lim (—— = 1, ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes,
n—+oo \ n + 1
R
lim 1’" =1
nerhee (a—1)no—1
Cest-a-dire )
" oo (v — 1)ne—1’
O

. Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur «, la série > u, converge-t-elle a I'ordre 27

Solution. Pour n € N* on a Ry, > 0 en tant que somme de réels strictement positifs.

D’apreés le théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs, les séries de terme général respectifs R; ,, et
1n"‘ - sont de méme nature.

(a—T)no=

La série de terme général o=t est une série de Riemann qui converge si et seulement si « — 1 > 1 ou encore
o —1)no-

si et seulement si o > 2.

Ainsi, la série Zn>1 uy, converge a 'ordre 2 si et seulement si o > 2. |

. Conjecturer & quel ordre la série Y u,, converge.

Solution. On a vu que la série Z u,, converge a ’ordre 1 si et seulement si o > 1 et qu’elle a 'ordre 2 si et seulement
n>1

sia > 2.

On conjecture alors qu’elle converge a l'ordre p € N* si et seulement si a > p.

En d’autres termes, on conjecture que la série Zn>1 u,, converge a tous les ordres p tels que p < a. ]
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2. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N*,  u, = —.
n
a. Montrer que la série Y u,, converge.

Solution. On applique le critére de d’Alembert (tout est a termes strictement positifs) : pour n € N*,
n —n
1 1 1
Unit _ (1 X =(1+- X :
Up, n+1 n+1 n n+1

1 —n
Or, (1 + > — ¢! (limite classique déja vue cent fois). Par produit,

n n—-+o0o

Un4-1
o 5 0<1
Up, n—-+oo

et la série est bien convergente. O

1
b. Montrer que, pour tout k > 3, ux < 35 puis en déduire que, pour tout n > 2 :

1

0 < Rl,n < 2.3n .

Solution. Soit k > 3, on a alors kIn(k) > kIn(3), d’ott k* > k3 et ainsi
1
37](}.

Les séries de terme général respectifs uy et ?% convergent. En sommant les inégalités obtenus on a alors, pour n € N

vk > 3, 0<u, <

Or
+oo 1 +oo 1
Z 35 = Z FrEsy changement d’indice i =k —n — 1
k=n+1 i=0

+oo 7

1 1
:371+1z;<3>
11
T an+lq _ 1

g+l 1
103
T 3ntl2

1

2.3n

On a donc bien
1

2.3n°

O<R1,n <

c. En déduire que la série Y u,, converge a l'ordre 2 , et que, pour tout n > 1 :

1
0 < R2,n < 4.3n .
Solution. La série de terme général %?% est convergente en tant que série géométrique (multipliée par une constante)
de raison % €] — 1,1[. Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs, la série Z Ry,
n>1

converge. En d’autres termes la série E Uy, converge a l'ordre 2.
n=1

De plus, en sommant les inégalités on a, pour n € N

= =X 11
0< Z Rix < Z 33k

k=n-+1 k=n-+1



= 11 1
E Ry = Ropy et E = 3 Ainsi
k=n-+1 k= n+1
Vn>1,  0<Rom< .
ST

d. Montrer que, pour tout p > 1, la série ) u,, converge a l'ordre p et que pour tout n > 1

1

O Hon S 505

N

Solution. On va procéder par récurrence sur p.
Plus précisément notons A(p) l'assertion :
1

La série Z u, converge & l'ordre p et, pour tout n > 1, 0 < R, ,, < 2

n>1
X On a déja montré que l'assertion est vraie pour p =1 et p = 2.

X Soit p € N*, on suppose que lassertion A(p) est vraie.

On a alors
1

pn S opan

Vn e N*, 0<R

La série de terme general est convergente en tant que série géométrique (multlphee par une constante) de

2r 3ﬂ
raison % €] —1,1[. Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs, la série Z R,
n=>1
converge. En d’autres termes la série Z u, converge a ’ordre p + 1.
n>1
De plus, en sommant les inégalités on a, pour n € N

Z R’k\ Z 2p3k

k=n-+1 k=n-+1

1 1
Z Rok = Rpran et Z 2p3k - 2p23n ~ optige
k=n-+1 k=n-+1
Ainsi,
1
2p+13n”
Ce qui prouve ’assertion au rang n + 1 et achéve la récurrence.

vn 2 17 0 < Rp+1,7z g

En conclusion, pour tout entier p > 1, la série E u, converge a ’ordre p et
n>1

1
Vn > 1, 0< Ry < TR

e. La série Y R, ,, converge-t-elle ?

Solution. D’aprés la question précédente on a, pour tout n > 1, 0 < R, ,, < Jngn’ c’est-a-dire

VTLEN*, Oan,,n < 67
La série de terme general - est convergente en tant que série géométrique de raison g €] — 1,1[. Ainsi, d’apres le
théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs, la série Z R, , converge. O

n>1

3. On considére, dans cette question uniquement, que pour tout n € N, u,, =
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a. Montrer que:

n
lim dt = 0.
n—+o00 +t
0
Solution. Pour t € [0,1] ona 1+¢ > 1 ainsi
t’n,
vte0,1, 0< <
0,1] Sl4t

D’oti, par croissance de I'intégrale

1 tn 1
0< / dt < / t" dt.
0 1 +t 0

1
" 1
0</ dt < ——.
o 141 n+1

D’aprés le théoréeme des gendarmes, on a ainsi

1 tn
lim / dt = 0.
n—-+oo Jo 1 + t

C’est-a-dire

. Soit N € N. En remarquant que pour tout k € N,

montrer que :

Solution. Soit N € N, on a

N N (—1)"
T;)un = nz:% o
N 1
= Z(-1)”/ " dt
n=0 0

= /O > (=1t

1 N+1
1—(—
:/ =07,
0 1+t

1 gt N+1

1 —t

= —dtf/ EO7 4
Jo 141 0 1+t

On a donc bien

n=0

c. En déduire que la série Y u,, converge et que, pour tout n > 0 :

1
(=)t
Ri,= | ——dt.
L / 1+t
0

N 1 1 N+1
1 —t
S [ [
o 1+t o 1+t
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1 tN+1

1+t

N 1
1
3.b. la suite ( E un> converge vers / 7 dt = In(2).
0
NeN

Solution. On sait, d’aprés la Question 3.a. que la suite ( / dt) converge vers  ainsi, d’aprés la question
0 NeN

n=0
+oo 1 1
En d’autres termes la série Z u, converge et Z = / —— dt = In(2).
o 1+t
n=0 n=0
Pour n € N on a alors
“+00
Rl,n = Z Uk
k=n+1
“+o0 n

Il
J
-

1oy 1oy 1/ p\ntl
= [ —at- /—dt—/ 0" 4
o 1+t o 1+t o 1+t

1/ \n+1
:/ Oy
o L1+t

1

(

Vn>0, Ry,=[ 2 _
" L /O 1+t

On a donc bien
_t)n+1
dt.

. Montrer par récurrence que, pour tout entier p > 1, la série Z Uy converge & l'ordre p et que pour tout n > 0 :
1 v +p
/ 1+1t)p
0
Solution. Pour p > 1, on définit 'assertion A(p):

1 ( t)n+p

0 (18P dt

La série 3, - up, converge a l'ordre p et, pour tout n > 0, R, =

X La question précédente nous assure que l'assertion A(1) est vérifiée.
X Soit p > 1, on suppose que U'assertion A(p) est vérifiée.
Pour n € N on a alors

k+p
Y-y [

( )k-i-z)
/Zum &
/1+t (*t)kdt
/ 2 1_(_t)n+1 dt

1 + t)p 1+1
t P (,t)nJrlJr:D
— dt
/ 1+tp+1 1+ t)ptl
( t)P 1 (_t)7l+1+;l)
/ 1+t ptl dt = 0 1+t)p+1 d

1 P 1 n+1+p
:/ B Gl dt+(—1)"+P/ SR
0 ( 0

1+ )Pt 1+ )Pt
Pour t € [0,1] ona 1 +¢ > 1 ainsi (14 ¢)? > 1 et donc
ntltp
vt € [0,1], 0< Yianard

1+tptt =
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Par croissance de l'intégrale on en déduit que

boogndtdp 1
0< | —————dt< ———.
\/0 (L+t)pH " St p+2
1 ntltp

Le théoréme des gendarmes nous assure alors que lim 0.

——dt =
n—+oo J (1 + t)P+1
On en déduit donc que la série de terme général R, converge et que

tn+1+;D

+oo 1
Row= [ ey
kzzo ! o (L+t)pt!

Ainsi, pour n € N, on a

—+o0
Rytin = § Ry i
k=n-+1

—+oo n
=D Fow = Fou
k=0 k=0
1 yn+14y 1 ] 1 149
tnt+1l+p —t)P —_¢\nt1l+p
[ ([ [
o 1+t o 1+t)P+1 o 14+1¢)P
1/ _4\n+l+4p
t
Ny
0

1+ ¢t)ptt

1
On a ainsi prouvé que la série Z u, converge a l'ordre p+ 1 et que, pour tout n > 0, Rpy1, = / (
0

n=0
En d’autres termes on a prouvé l'assertion A(p + 1).

_t)n+1+:0

T

Par principe de récurrence, on en conclut alors que, pour tout entier p, la série g u, converge a l'ordre p et, pour

n=0
()

1
tout n >0, R,,, = ————dt.
o /0 L+ t)ptt

O



