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Solution

Exercice 1

On considére la fonction définie sur R? par
fla,y) =2® = 30(1+4?)
ainsi que les ensembles D = {(z,y) € R? | 22 + y> < 1} et D = {(z,y) € R? | 22 + y*> = 1}.

1. On se propose d’étudier les extrema locaux de f sur R2.
a. Justifier que f est de classe C? sur R? puis calculer les dérivées partielles de f en un point (g, o) de R

Solution. La fonction f est polynomiale; elle est donc C? sur R?. Les dérivées partielles de f en un point (g, o) de

R? sont : of of
a(ﬂco,yo) =3ug —3(1+y3) et a*y(ﬂ?o,yo) = —6z0yo-
O
b. Montrer que f posséde dans R? exactement deux points critiques.
Solution. Soit (xg,yo) tel que %(xo,yo) =0et %(mo,yo) =0, c-a-d. solution du systéme
32§ —3(1+y3) = 0
—6z0y0 = 0

La seconde équation donne 2o = 0 ou yo = 0. Dans le premier cas, la premiére équation s’écrit —3(1 + y3) = 0, soit
1+ y2 =0, ce qui est impossible. Dans le second cas, la premiére équation donne 3z2 — 3 = 0, donc xo = +1. Ainsi,
les seuls points critiques de f sont A(—1,0) et B(1,0). O

c. Préciser, en justifiant soigneusement, la nature de chacun de ces points critiques.

Solution.
Le calcul des dérivées partielles d’ordre deux de f en (zg,yo) donne :
02 0? 02
W(IanO) = 6o m(l’o,yo) = —6yo o2
Ainsi le déterminant de la matrice Hessienne de f en (zg,yo) vaut —36(z3 + y3); donc il est strictement négatif pour

(z0,y0) = (—1,0) ou (1,0). Par conséquent, les points A et B sont des points cols pour f et f n’a pas d’extremum
local sur R2. O

(w0, y0) = —6x0

2. On se propose d’étudier maintenant la restriction de la fonction f a D.
a. Justifier que f posséde sur D un maximum global, noté M, et un minimum global, noté m.

Solution. La fonction f est continue de R? dans R et D est une partie fermée bornée, donc f est bornée et atteint
ses bornes sur D; ainsi f posséde un maximum global M et un minimum global m sur D. O

b. Montrer que M et m ne peuvent étre atteints que sur 9D.
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Solution. Si M (ou m) est atteint en (z9,yo) appartenant au disque ouvert D = {(z,y) | 22 +y2? < 1}, alors
(20,y0) serait un extremum local de f, ce qui est exclu d’aprés la Question 1.d. Par suite M et m ne peuvent étre
atteints que sur 9D. O

c. Déterminer la valeur de M ainsi que les points de 0D en lesquels f atteint cette valeur.
Indication : on pourra étudier avec profit la fonction o : x — 2x(2x2 — 3) sur [—1,1].

Solution. Sur OD, puisque y? = 1 — 2%, f(z,y) = 23 — 32(1 + 1 — 22) = 423 — 62 = ¢(x) ol ¢ : > 2x(22% — 3).
Etudions cette derniére fonction sur [—1,1] : ¢ est de classe C! et ¢ : 2 +— 122% — 6 = 6(22> — 1), donc ¢ atteint son

maximum en r = ———, qui vaut max ¢ = 2V/2.
[“1,1

2

On en déduit que la fonction f atteint son maximum M = 21/2 en (

Exercice 2

-

On se place dans Iespace vectoriel euclidien R® orienté rapporté a sa base canonique B = (i’, 7 k), et on considére la

réflexion f par rapport au plan (P) : 2 4+ y = 0, et la réflexion g par rapport au plan (Q) : y+ z = 0.

1. a. Que peut-on dire sans calcul des deux endomorphismes f o g et go f?7 On précisera pour chacun ’ensemble des
vecteurs invariants.

Solution. foget go f sont des isométries, en tant que composés d’isométries.

Les réflexions sont des isométries indirectes : f o g et g o f sont donc toutes deux des isométries directes de R?,
c’est-a-dire des rotations.

Les réflexions n’ont pas le méme plan, et donc f o g et go f sont distinctes de Idgs. Leur espace d’invariants est
donc dans les deux cas une droite, il s’agit de I’axe de la rotation.

L’intersection D des deux plans est évidemment invariante par f et par g, et il s’agit d’une droite : les invariants de
fogetgo fsont donc la droite PN Q.

Les équations de D sont { ;igig et un vecteur directeur en est 7 (1,-1,1).
f et g sont des rotations de R* dont I'axe est dirigé par D = Vect (1, —1,1).
Remarque. On ne peut pas obtenir leurs angles sans faire de calcul, mais ce n’est pas demandé ici. (|

b. Justifier que f o g et g o f sont réciproques I'un de I'autre.

Solution. On calcule leur composée :

(fog)o(gof)=Ffolgog)of=[fof=Idrs
puisque f et g sont involutives.
Cela prouve que fog et go f sont réciproques I'un de 'autre.
Remarque. On peut donc prévoir que leurs angles seront opposés. O

2. a. Montrer que les matrices de f et de g relativement a la base B sont :

0 -1 0 1 0 0
Matg (f)=| -1 0 0 et Matg(g)=| 0 0 -1
0 0 1 0 -1 0

Solution. On commence par donner la matrice de f dans une base adaptée.
Le vecteur (1,1,0) est normal & P (il se lit sur I’équation), et les vecteurs (1, —1,0), (0,0, 1) dirigent P (ils vérifient
son équation et sont orthogonaux donc non colinéaires). On en déduit que la base orthonormée B; = (u, v, w) =

(%(1, —1,0),(0,0,1), %(17 1, O)) est adaptée & f. On a donc

0 0
1 0
0 -1
- R~ avec

1
]‘\AatBl (f) - 0
0
(

On a alors la relation de passage Matp (f) = R - Matg, (f)

1/v2 0 1/v2
R=|-1/v2 0 1/V2
0 1 0



et R-! = RT car R est orthogonale (en tant que matrice de changement de base orthonormée).
Apreés calculs, on en déduit :

0 -

Matp (f)=( -1 0

0 0

1 0
0
1

En raisonnant de méme, avec la base By = (%(0, 1,-1),(1,0,0), 1 (0,1,1) ) adaptée a g, on obtient

\/5
1
Matg (g) =1 0O
0
O
b. En déduire les éléments caractéristiques de f o g et de go f.
Solution. On a, en faisant le produit des deux matrices précédentes,
0 0 1
Matg (fog)=M=| -1 0 0 [,
0 -1 0
puis
0 -1 0
Matg(gof)=Mt=M"=[ 0 0 -1
1 0 O
Or les deux traces sont nulles, donc les deux angles géométriques de ces rotations sont donnés par 1+ 2 cosf = 0 soit
2
f=+—".
3
Choisissons d’orienter D par son vecteur directeur 7
On a

det (7,?,fog(?)) —_1<0

2 2
apres calculs, et donc pour cette orientation, 'angle de f o g est —%. L’angle de g o f est alors —|—?ﬂ- puisque g o f
est I'inverse de f o g.
2 2 7
L’angle de f o g est —5 et celui de go f est — 3 , lorsque l'axe est orienté par 1,—-1,1). O

c. Déterminer les valeurs propres (complexes) de foget de go f.

Solution. Le polyndéme caractéristique de f o g est

X 0 -1 0 0 -1 e
3
Xfog(X): 1 X 0 = 1 X 0 = ‘ 9 ‘X 71’
0 1 X Ci+C1+XC3 X2 1 X X 1
dont les racines sont les racines cubiques de 'unité, soit 1, j = €T et 7= e,
Les deux matrices étant transposées 'une de l'autre, les valeurs propres de g o f sont aussi 1, 7 et 7. |

3. Plus généralement, on considére une rotation r de R3, d’axe (D) dirigé et orienté par un vecteur unitaire @, et d’angle 6.
a. Montrer que les valeurs propres de r dans C sont 1, e? et e=%.

Solution. Considérons un vecteur b unitaire et orthogonal a @, et posons Ab. La base (c’i, 5, E’) est orthonormée
1 0 0
directe, et comme @ dirige 'axe D de la rotation, la matrice de r dans cette base s’écrit [ 0 cosf —sinf

0 sinf cosf
Son polynoéme caractéristique est alors

X1 0 0 X — cosf sin ¢
xr (X) = 0 X —cosf sin @ =(X-1) Csind X —cosd ‘
0 —sinf X —cosf
= (X —1)(X*—2Xcosf+1)
dont les racines, et donc les valeurs propres, sont 1, e’ et e, O

b. Soit @ un vecteur orthogonal a @. Justifier que r (&) = (cos#) @ + (sinf) d A 4.
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- U
Solution. Appliquons ce qui précéde en choisissant b = W
U
) 1 . .
La deuxiéme colonne de la matrice ci-dessus donne 7 (b) = Wr (@) = cos@b+sinfa Ab, d’ou le résultat en
U

multipliant par ||| :
r (1) = (cosf) 4+ (sinf) a A .
O

c. En déduire I'expression de I'image 7 () d'un vecteur quelconque de R? & I’aide de 6 et des vecteurs @, ' et @ A ©.

Solution. Soit @ € R3. On peut écrire

v=(v]a) a+ (0 (v|a) a),
qui représente la décomposition de ¥ selon ses projections sur D et D+ ; en effet, (¥'| @) @ est le projeté orthogonal
de ¥ sur a.
Comme

i = (V- (v]d) a)

est orthogonal & d, on peut lui appliquer la question précédente.
La linéarité de r et le fait que @ est invariant conduit a

r(¥) = (U]a@) @+ (cos) (V— (¥]|d) @) + (sinf) an (V— (V]|@) a),

soit finalement
r(¥) = (1 —cos0) (V|d) @+ (cosf) U+ (sinf) a A .

Exercice 3 : Transformée de Fourier

On définie la transformée de Fourier de toute fonction continue et intégrable f: R — C par
+o00

VeeR, f(z)= / f(t)e =t dt.

— 00
1. Soit f: R — C une fonction continue et intégrable. Montrer que f est définie, continue et bornée sur R.

Solution. Soit x € R fixé. On a

VieR,  |f()e " < [f(0)].

+oo
Or, par hypothése, f est intégrale (ce qui veut dire que 'intégrale / | f(t)|dt est convergente).
—0o0
Par critére de comparaison, l'intégrale définissant f (x) est absolument convergente donc convergente et f (z) est bien
défini. Il suit immédiatement, par inégalité triangulaire, que
“+o0

veer |i| =|[ oot al< [T lrwe ) as [ o

— —o0o

qui est une quantité finie et indépendante de x. Donc la fonction f est bien bornée.
On applique maintenant le théoréme de continuité sous le signe intégral:

X Pour tout t € R, la fonction z — f(t)e™"® = f(t) cos(tz) + if(t) sin(tz) est continue (en tant que combinaison
complexe de fonctions usuelles réelles continues c¢’est a dire par utilisation des théorémes généraux) ;

X Par un argument analogue utilisant les théorémes généraux et combiné a la continuité de f par hypothése du texte,
pour tout z € R, t — f(t)e~"* est continue sur R (a valeurs dans C) ;

X Comme établi précédemment

Vr € R,Vt €R, |f()e ™| < |f(t)]

et t — |f(t)| intégrable sur | — oo; +oc[ (et indépendante de z), donc (z,t) — f(t)e~"® vérifie 'hypothése de
domination sur R x R.

Par théoréme susmentionné, f est bien continue sur R. O

On considére la fonction f : R — R définie par f(t) = et pour tout t € R.

On rappelle qu’on a obtenu, dans I’Exercice 16.9, ainsi que dans le Devoir Surveillé n°3 que

+oo
/ e tdt = ﬁ
0 2



2. a. Montrer que f est de classe C! sur R.

Solution. Observons que f : ¢+ e~ est de classe C! (méme C*) sur R et intégrable (on rappelle d’ailleurs la valeur
de lintégrale) sur | — oo; +oo[. On sait déja que f est continue et bornée sur R par la Question 1.
On va maintenant appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral. Notons

g:(z,t) ER?— ety _ p—t?—itz
X Pour tout ¢t € R, la fonction z + g(,t) est bien de classe C* sur R par application des théorémes généraux.
On a

Y(z,t) € R% (,%g(x,t) = —ite " Tite,
t2

X Pour tout = € R, la fonction ¢ — g(x,t) est intégrable sur | — oo, +o0[ car |g(z,t)] =e™" ;
X Pour tout = € R, la fonction t — %g(m, t) est bien continue sur R (théorémes généraux) ;

0
X La fonction P2 g(x,t) vérifie 'hypothése de domination sur R x R. En effet,
x

0 2
V(z,t) € R% ’axg(;v,t)‘ =te ",
La fonction ¢ +— te~t est indépendante de x et intégrale sur | — oo, +o00[ (ce qu'on peut voir par une

comparaison a une intégrale de Riemann convergente & ’aide d’une croissance comparée ou en calculant
Pintégrale partielle, ce qui se fait a vue).

En conclusion, f est bien de classe C! sur R. De plus, on a

N +oo 2 .
YV € R, f(z) = —i/ te”t AL,

— 00
O
b. Montrer que f est solution d’une équation différentielle d’ordre 1.
Solution. Soit x € R fixé. On va faire une intégration par parties sur 'intégrale qui définit f’(x)
Posons
_ —t2 _ 1,—t?
u'(t) = tee" ] out) = —ze"
v(t) = e U® V'(t) = —iwe U®
On a
(o) = 3¢~ 0
v o 26 t—too
Ainsi, le crochet de 'intégration par parties est convergent et vaut 0. Il suit que
~ +oo ) +oo 1 . €T ~
F@y=-i [ et <_ / 2m—t2—mdt> = 2.
—0o0 —0o0
Ainsi, f est solution de I’équation différentielle
x
Y + Sy =0.
a

c. Déterminer une expression explicite de f (z) pour tout x € R.
Solution. On sait résoudre cette équation différentielle. L’ensemble des solution est
12
s={zmre"T, AeR}.

Observant, grace au rappel du texte, que - par parité - f (0) = 2@ = /m, on en déduit que

a oo 2 - —a2
Vx € R, flz) = / e e At = /e 1.

— 00



6 Devoir Maison n°7

Exercice 4

Daus le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé direct (O, 7, 7), on considére le point 2 (1,0) et le cercle (C)
de centre (2 et de rayon 1.

A tout point N de (C) on associe I'orthocentre H du triangle OQN (c’est & dire le point de concours des trois hauteurs de
ce triangle), en posant H = O dans le cas ot N = O. On note I" la courbe décrite par H lorsque N décrit (C).

1. Soit N € (C), et u € |—m, 7] la mesure principale de I’angle orienté (7, (Tﬁ)
a. Déterminer en fonction de u les coordonnées de N, et en déduire une équation de la hauteur issue de N dans le
triangle OQN.

Solution. On a QN (cosu,sinu) donc N (1 + cosu,sinu) (voir le dessin ci-apres).
Comme (0Q) = (O, _L>), la hauteur issue de N dans le triangle OQN est dirigée par 7 et a donc pour équation
x =1+ cosu. 0

b. Déterminer une équation de la hauteur issue de ) dans le triangle OQN.

Solution. La hauteur D issue de 2 dans OS)N est la droite passant par 2 et de vecteur normal OW ; elle existe si
N # 0O <= u € ]—m,x[. Dans ce cas en prenant un point M (z,y) quelconque du plan on a :

MecD +— 077 QM = 0
(1—1—.cosu> ' (LL‘— 1) —0
sinu Yy
< (1+4cosu) (x—1)+ (sinu)y =0
La hauteur issue de §2 a pour équation (1 + cosu) (z — 1) + (sinu)y = 0, pour u # 7. O
c. En déduire que T peut étre paramétrée (en prolongeant convenablement) par :
r=1+4cosu

_cos(u/2) oy ecu € ]—m,0[U]0,7].
~ sin(u/2)

Solution. Pour u = 0 les deux droites sont paralléles, et donc H n’existe pas.
Pour u € |—m, [\ {0} les coordonnées de H sont solutions de

» =1+ cosu
r =14 cosu €z
{(1+cosu)(a:—1)+(sinu)y:0 = {y(1+005u)(11)

sinu

<~ H (1+cosu,—c?su (1+cosu))
sinu

cos(u/2)
sin(u/2)
En prenant v = 7 dans ces coordonnées, on obtient H = O ce qui correspond bien au cas N = O. Ces formules sont
donc valables pour u € |—m,0[U]0, 7].

On en déduit H (1 + cosu, — cos u), car 1+ cosu = 2cos?(u/2) et sinu = 2cos(u/2) sin(u/2).

O
2. En faisant un changement de variable, montrer que I' peut aussi étre paramétrée (en prolongeant convenablement) par :
2
AT
M (t) : 2 ,t € R,
YT re T
U
Solution. Dans le paramétrage précédent, posons ¢ = tan 5
0 g t 1 décrit | [\ {0}, ¢ décrit R*
nacosu=-——-,sinu =-——, et lorsque u décrit |—m, 7 , t décri .
1+ 12 4
En remplacant dans les expressions ci-dessus on obtient bien
2
TR
t2 —1 ,t € R*.

VTR e T



Le cas u = m correspond au paramétre t = +o0. O
1
On consideére la droite A; passant par les points M (t) et M (;) de T" pour tout réel ¢ non nul.

3. Montrer que enveloppe (FE) de la famille des droites A, est paramétrée par:

4¢2
r=—-——
Stf +1)° teR*
YT e
1 t2—-1 -1 2 1
Solution. On a M (t)M (t) (2t2+1’ T ) donc A, est dirigée par U(t; (Ht27 _t> .

L’enveloppe (E) est donc paramétrée par M (t) + A(t)U(t), on A est une fonction dérivable sur R. Pour la déterminer,
on utilise la condition suivante:

% (M(t) + A(t)Uﬁi) ,U(t) colinéaires <= det ((i (M(t) FADU( ) ,U(t)) =0

—
det (dM(t)

FNOUE + AU, U(t)) =0

= a
dM (t)
< 0+ det ( i + AU (¢), U(t)) =0
4t —4t 2
— At
arep PO0aree Tre
- Y441 1 1 -0
—1 t
AL L 1
t2(1 + t2)2 t2 t
4t
————(1T+ A(¢ 2
1 (L AW)
Factorisation sur les lignes = =0
t1+12) | —t1 4+ 4% +1 b o
t(1+1t2)? t
o 1 —A2(1+ )1+ M) 2
Factorisation sur C' = ST T3 =
PO+ |t g2 1 (1+£2)20(1)  —1
421+ 2) 1+ A1) 2
— =

—t+ 42+ (1+ 122N (t) -1
On calcule alors le déterminant par la régle usuelle ce qui donne:

AL+ )1+ M) — 2 (—t" +482 + (1 +2)°A(1)) = 0 < A (1 +7) (267 — 2) = 2(=3t* + 2t +1).
Mais en posant X = %, on voit que —3X? +2X + 1 = —3(X — 1)(X + ) aprés calculs des racines, d’ou:

MO(T+tH) (2% —2) =2(=3t" + 262 +1) < 2XH)(1 +tH)(t* —1) = =3 x 2(t* — 1) (t2 + 1)

3
3t +1
= A\t)=—
®) 1+t
t2+1
En calculant M (t) — S U(t) on obtient
1+t
- 4t2
(2 + 1)
(E): .t € R™.
o
YT

4. a. Montrer que (E) est contenue dans la courbe (P) d’équation cartésienne y? = —4z.
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16t
Solution. Soit M (x,y) un point de (E). En utilisant le paramétrage ci-dessus on obtient y? = ———— = —4x, et

(t2 +1)°
donc (F) est contenue dans (P). O

b. Comment s’appelle la courbe (P) ? On précisera ses éléments caractéristiques.

Solution. On voit immédiatement que (P) est une parabole, mais I’équation donnée n’est pas 1’équation réduite
car normalement on a p > 0. Or, si on se place dans le repére orthonormé direct R’ = (O, —7, —7), ’équation de P

s’écrit Y2 = 4X ; en effet, si on note (X,Y) les coordonnées dans R’ on a Y = —y et X = —z. On reconnait alors
I’équation réduite d’une parabole.
Alnsi, (P) est la parabole de sommet O, d’axe focal (O, —7) et de paramétre p = 2. O

c. Préciser quelle partie de (P) est égale a (E).

Solution. Soit P (x,y) un point de la parabole. On a donc 32 = —4x et on cherche s’il existe t € R* tel que
4¢2
r=——
(t2+1)
4t
YT e

La deuxiéme équation fournit t?y — 4t +y = 0 (). Si y = 0, 'unique solution de () est t = 0, qui ne convient pas.
Sinon () est une équation de degré 2 de la variable ¢ dont le discriminant vaut A’ = 16 — 4y? : elle admet des
solutions réelles si et seulement si y € [—2,2]. Et une fois que ¢ vérifie la seconde équation, il vérifiera nécessairement
la premiére, car on a y*> = —4z.

Finalement, (E) est 'arc de (P) limité par les points A (—1,—2) et B (—1,2), privé de O. O

d. Représenter graphiquement allure de (P).

Solution. (P) étant une parabole, on connait son allure. Et il suffit d’ajouter les points A et B pour obtenir (E).

B

Bonus* : Laplacien et fonctions radiales

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Une fonction f : R” — R de classe C? est dite radiale s’il existe ¢ : RT —R
de classe C? sur R% telle que

Ve e R*\{0},  f(z) =9 (z]),

ou || - || désigne la norme euclidienne sur R™.
On rappelle que le Laplacien Af de f est défini par :

Vr € R?, Af(x):zn:i];(x)



-1
. Soit f une telle fonction radiale. Montrer que, pour tout z € R™ \ {0}, Af(z) = ¢”(||z]]) + nH—HgD'(HmH)
T

Solution. C’est la formule de dérivée d’une composée. Notant N : x € R" — ||z||, on a (pour z = (x1,...,2,) # 0)
ON

L .
a—x?(x) = N @) puis
af , x; o f P x? , N(z)? — 2?
5 @ =N Gs, 5o = (V@) g + ¢ V) = 0™,
ce qui, par somme, donne la formule voulue. O
82f
On dit que f est harmonique si son Laplacien est nul, c’est & dire si Af = Z 922

2.

i=1
Déterminer toutes les fonctions f de classe C2 sur R™ radiales et harmoniques.
Solution. En posant t = [|z||, on a ¢ parcourt R lorsque x parcourt R™ \ {0}. Ainsi

-1,
f harmonique <= Va € R"\ {0}, Z 927 =0 < Vz e R"\ {0}, ¢"(|z]) + Wg{) (Jlzlh) =0

()
* /! 1 /
— VteRyL, ¢ (t)—i—Tcp(t):O

Ainsi ¢’ est alors solution de I’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 :

Y =0,

ainsi ¢/ (t) = Kye~ (D) — T

Pour trouver ¢, on distingue n = 2 et n > 2. Puis on déduit f.

oll K est une constante.

X Sin=2ona f(z)=K; ln(||:vH) + Ky avec K1, Ko € R,

X Sin>2ona f(z)= H:r||" 5 + K2 avec K1, K3 €R.

O

Soient ay, as, 1,79 des réels tels que 0 < r; < ro. Déterminer une fonction f de classe C2 sur R?\ {(0, 0)}, harmonique,
telle que

W(z,y) € R2\ {(0,0)}, { 1 A A S

Solution. D’aprés la question précédente, on cherche K et Ky tels que

Ky az — ax
e K — _—
ln(r ) K “ ! 111(11"2) - 111(7"1)1
YKy = a Ky — a1 In(re) —asIn(ry)

111(7’2) In(rz) —In(r1)
(a2 — a1) In(z? + %) + 2(a1 In(rz) — azIn(ry))
2(In(rq) — In(ry))

La fonction f: (z,y) — convient. O



