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Fonctions reelles d’'une variable reelle

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle non trivial de R (c¢’est & dire non vide et non réduit & un seul point).
Si les bornes de I sont deux réels a et b, on appelle adhérence de I, et on note I, 'ensemble I = I U {a, b}.

Plus généralement, ’adhérence d’une partie A de R est ’ensemble obtenu en rajoutant a A les points de sa frontiére.
Par extension, on note R = [—o0; +00].

Définition 1. Voisinage d’un point
Soit zp € R. Alors,

X tout intervalle de la forme |zg — 8, 2o + 6] avec 6 > 0 est appelé "un voisinage de z,";

X tout intervalle de la forme |z, xo + 6[ avec § > 0 est appelé "un voisinage de x{";

X tout intervalle de la forme |z — 6, 2] avec § > 0 est appelé "un voisinage de z ";

X tout intervalle de la forme |A, +oo[ avec A > 0 est appelé "un voisinage de +oo";

X tout intervalle de la forme | — 0o, A[ avec A < 0 est appelé "un voisinage de —oo".

L’ensemble des voisinages de « € R est noté V(a).

1= Tout voisinage de a € R est un intervalle ouvert et non trivial, car on a pris § > 0.

Définition 2.

Soit a € R et P(z) une propriété dépendant de . On dit que "P(x) est vraie au voisinage de " ’il existe un voisinage
V de a tel que P(z) soit vraie pour tout x € V.

X Dire que f : R — R est positive au voisinage de +0co c’est dire qu’il existe un voisinage de +oo dans lequel f
est positive, c’est a dire :
JA > 0,Vz €]A, +oo[, f(z) > 0.
X Soit zy un réel. Dire que f : I — R est définie au voisinage de xg c’est dire que :

36>0,]$0—(5,$0+(5[C I

On peut alors donner la définition générale de limite.
Celle-ci est hors-programme, mais permet aussi de bien comprendre. On saura en revanche utiliser celle qui suit juste
apres, qui est une reformulation avec certains voisinages.
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Définition 3. Hors Programme
Soient f: I - R, a€Tet B ER.
On dit alors que "f tend vers § en a", ce qui sera noté lim f(z) = 3, si 'on a
T—ro

YW eV(p), W eV(a), Veel, (xeW = f(z)eV).
Lorsque f posséde une limite finie au voisinage de a, on dit que " f converge en a". Dans le cas contraire, on dit que
"f diverge en a".
Définition 4. Limite en
Soit f: I — R. Si zg et £ sont des réels:

X llm f(z) =4 équivaut A Ve >0, 36 >0, Ve € I, (Jz —zo| <d = |f(z) =¥ <e).
T—rTQ
X lim f(z) = 400 équivaut A VA >0, 36 >0, Ve € I, (|z —zo| <0 = f(z) > A).

T—rT0

X lim f(z)=/{équivaut aVe >0, JA >0, Vz €I, (z > A= |f(z) —{| <e).

r—r+00

Cette définition s’applique également si «, 8 sont de la forme x{ ou x; avec xy € R, ce qui donne par exemple :

lim+f(x):€<:>‘75>0, >0, Veel, 0<z—x9<d=|f(x)—{]| <e).

I*}IO

Exercice 1.
Soit f: R — R une fonction impaire. On suppose que f admet ¢ pour limite en +oco. Montrer que f admet —¢ pour
limite en —oc.

n Quelques résultats sur les limites

Soient f : I — R une fonction, a € T et B € R. Alors lim f(x) = f3 si et seulement si pour toute suite (u,)nen
r—Q

d’éléments de I tendant vers o, on a lim f(u,) = .
n—-+oo

Exercice 2.
Soit f: R — R une fonction continue et périodique (de période T') admettant une limite finie en +o0o. Montrer que f
est constante.

Soient f: I — R, a € I, et a,b des réels. On suppose que f posséde une limite finie en « et que
Ve el, a< f(x)<b.

On a alors
a < lim f(x) <0.

Tr—a

1 Le passage a la limite prolonge donc tout type d’inégalités en inégalités larges.

Soient f,g,h:I — R, a € I, et £ un réel. On suppose encore:

o Vz €1, g(x) < f(z) < h(z);
o 51_1% g(x) = f}l_rg h(z) = L.

Alors (f posséde une limite lorsque x tend vers « et) li_r>n f(z) =12

Exercice 3.
Montrer, a I’aide de considérations géométriques, que, pour tout x € ]0, 3 [,

0 < sin(x) < z < tan(z).

En déduire lim w =1.
x—0 X
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Les théorémes suivants sont 1’expression fonctionnelle du théoréme de la limite monotone vu dans le cadre des suites.

Soient a,b € R, de sorte que a < b, et f :]a,b[— R une fonction.
Si la fonction f est croissante sur |a, b], alors elle admet une limite, finie ou infinie, en a et en b. Plus précisément, on a:

() e si f n’est pas majorée sur |a, b[, alors liril f(x) = 4o0.
z—b—
e si f est majorée sur |a, b[, alors f posséde une limite finie en b~.
(i) e si f n’est pas minorée sur |a, b, alors lim f(z) = —oc.
z—at

e si f est minorée sur ]a, b|, alors f posséde une limite finie en a™.

Soient a,b € R, de sorte que a < b, et f :Ja,b[— R une fonction.
Si la fonction f est décroissante sur |a, b[, alors elle admet une limite, finie ou infinie, en a et en b. Plus précisément, on a:

(i) e si f n’est pas majorée sur |a, b, alors lim+f(:1:) = 4o00;
r—ra
e si f est majorée sur a, b, alors f posséde une limite finie en a*.
(i4) e si f n’est pas minorée sur |a, b|, alors hril f(z) = —o0;
z—b—

e si f est minorée sur ]a, b[, alors f posséde une limite finie en ™.

n Comparaison locale (au voisinage d'un point)

Définition 5. Négligeabilite
Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage V' de o € R. On suppose que g ne s’annule pas sur V.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de « si et seulement si lim féx)) = 0.
z—a g(x
On note f(z) = o(g(z)) ou f(x) =o(g(x)),z — a.
r—o

X On peut alors écrire les relations suivantes

()a? = of@), (i)e" = o(e®), (i) - 0<1>

x—0 z—)jroo 3;‘2 a:~>7+oo x

X Dire que f(z) = o(1l), c’est dire que f tend vers 0 en «. On a la méme conclusion sous 'hypothése

T—a

f(z) S o(c) ot ¢ € R*.

Remarque 1.

Il faut bien comprendre et garder a l’esprit que la négligeabilité en un point n’entraine nullement la négligeablité
ailleurs. Il suffit de regarder ’exemple (%) ci-dessus
r? = o(x), mais z? # o(x) et 2> # o(z).
x—0 r—2 x——+00

S . . 2 . s o o . 2
2%  On comprend l'importance de ne pas simplement écrire f(z) = o(g(x)) sans préciser le voisinage concerné!
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Soient r, s des réels.
(7) On a

r<s=z" = o(z®) et r<s=uz° = o(z").
T—>+00 z—0

En d’autres termes, "les grandes puissances ’emportent au voisinage de +o00, et les petites au voisinage de 0".

(¢4) Sir >0, on a

‘s _ x _ T _ T
= o(e”), Inz T o(z") et Inz T o(e™).

En d’autres termes, "au voisinage de +00, ’exponentielle ’emporte sur les puissances qui I’emportent sur le
logarithme".

Exercice 4.
Calculer les limites de z — z* aux bornes de son domaine de définition.

Définition 6. Domination
Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage V de o € R. On suppose que g ne s’annule pas sur V.
f(=@)

est bornée sur V.
g(z)

On dit que f est dominée par g au voisinage de « si et seulement si x —

On note f(x) = O(g(x)) ou f(z) = O(g(x)), = — .

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de o € R. On a alors:

f@) = olg(e) = f() = Olglx)).
Définition 7. Quantités équivalentes
Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage V de o € R. On suppose que g ne s’annule pas sur V.
On dit que f(z) est équivalent a g(x) au voisinage de « si et seulement si lim fgm)) = 1.
rT—a g T

On note f(x) o~ g(z) ou f(x) ~g(x), v — a.

Exercice 5.
Interpréter le résultat de I’Exercice |3| comme un équivalent au voisinage de 0. Qu’en est-il au voisinage de +o0o?

1 On remarquera qu’il découle immédiatement de la définition que, si £ € R*,

lim f(z) =0 << f(z) ~ ¢

T—a r—«

Toute fonction polynomiale est équivalente a son monéme de plus haut degré en +oco.
Toute fonction polynomiale est équivalente & son monéme de plus bas degré en 0.

= Par exemple,

207 —182° +91 ~ 227, ouencore —122°+ 22245z ~ Sz
z—~400 z—0
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Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage V de o € R.

(1) On peut traduire un équivalent a ’aide d’une égalité au voisinage de « :
f(x) ~ g(x) = f(z) = g(z)+o(g(x)).
rT— rT—
i La réciproque indique notamment qu’on peut négliger les termes négligeables dans une somme. Ainsi :
J@) +o(f(@) ~ ().

(2) Deux quantités équivalentes au voisinage d’un point ont la méme limite en ce point. La réciproque est fausse
bien entendu.
f(@) ~ g(x) = lim f(z) = lim g(z).

T— T T—x

Exercice 6.
Utiliser des équivalents pour déterminer les limites suivantes.

2 _ In(1+ 23
() lim e —a®—In(a); (i) wggpwxew%fﬁs (i) IETOOW

Remarque 2.

S . . . 2 . .
2% 1l existe un certain nombre d’erreurs classiques sur les équivalents, auxquelles il faut prendre garde.

(i) On ne peut pas sommer les équivalents:
£(@) ~ gla) wimplique pas (f +h)(@) ~ (g+h)a)

On a par exemple —z3 + 22 ~ —23 + z, et pourtant on n’a pas 22 ~ z!
“+o0 —+oo

(it) On ne peut pas élever une équivalence a une puissance dépendant de x:
f(@) ~ g(x) wimplique pas f(x)"™ ~ g(z)"").
r—o Tr—«

On a par exemple 21/ ~ 1, et pourtant (21/“’)90 ~ 1% est inexact.
+o0 Fee

(ii7) On ne peut pas composer a gauche des équivalents:

f ~ g n’implique pas ho f ~ hog.

2 2
2 :ermNea:.

, mais par contre on n’a pas e
+oo

On a par exemple 22 + 2 ~ x
—+oo
(iv) On peut toutefois effectuer des produits d’équivalents, ou élever une équivalence a une puissance constante.

Exercice 7.

1
Mountrer que : exp <<2 - > 1n(z)> —2?> ~ —zln(z)
x

T—+0o0
n Continuite

Définition 8. Continuité en z,
Soient f: I — R et zg € I. On dit que :

e f est continue en z si lim f(x) = f(xg), c’est-a-dire:
T—rTo

Ve>0, 30 >0, Ve eI, (Jx —xo| <d=|f(x)— f(zo)] <e).

e f est continue a droite (resp. 4 gauche) de zg si lim+f(a:) = f(xzo) (resp. lim f(x) = f(x0)).
T—Ty T

xz, siz=>0

. n’est pas continue en 0.
1, six<O0

La fonction définie par f(z) = {
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Soient f: I — R et zg € 1.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) f est continue en x;
(ii) Pour toute suite numérique (u,)n>o (dont les termes appartiennent a un voisinage de x¢ & partir d’un certain
rang) qui converge vers o, on a que la suite (f(uy,))n>0 converge vers f(zo).

Définition 9. Continuité sur un intervalle

Soient f: I — R. On dit que f est continue sur [ si elle est continue en chacun des réels xy € I.

Remarque 3.

Il a été dit en Terminale que les fonctions continues sont celles que ’on peut "tracer sans lever le stylo". Cette notion
est informelle et ne peut donc pas étre utilisée dans une démonstration, mais il peut étre utile de la garder a l’esprit
puisqu’elle permet d’appréhender la majorité des exemples rencontrés au concours.

Exercice 8.

xlnz, siz>0 .
] est continue sur R.
0, sinon

Moutrer que la fonction f définie sur R par f(z) = {

1w ] est possible de rencontrer des fonctions qui ne sont continues nulle part (voir par exemple I’'Exercice .

Soient f : I — R une fonction continue, et a < b deux réels de I. Si f(a)f(b) < 0, alors il existe ¢ € [a,b] tel que

fle)=0.

Considérons une fonction polynomiale de la forme f(x) = 23 + az? + bz + c.

Puisque f(z) — +00, © — +00, on en déduit que f est a valeurs positives pour x supérieur a un réel A donné.

De méme, comme f(z) — —o0, x — —o0, il vient que f est a valeurs négatives pour x inférieur a un réel A’ donné.
On déduit du théoréme des valeurs intermédiaires (appliqué a f sur [A’, A]) que f s’annule en au moins un réel z € [A’, A].

= Oun a ainsi démontré que toute fonction polynomiale de degré 3 posséde une racine réelle (ce résultat se généralise a
tous les polynomes de degré impair).

Exercice 9.
Montrer que toute fonction continue f : [a,b] — [a,b] admet au moins un point fixe.

Soit f : I — R une fonction continue, et a < b deux réels de I. Alors pour tout y compris entre f(a) et f(b), il existe
¢ € [a,b] tel que f(c) =y.

i Attention, le théoréme des valeurs intermédiaires (TVI pour les intimes) ne permet pas de compter le nombre
d’antécédents d’une valeurs de l'intervalle image. Pour cela, on utilise plutét le corollaire suivant.

Soit f: I — R une fonction strictement monotone et continue. Alors f réalise une bijection de I sur f(I), sa bijection
réciproque f~1: f(I) — I est continue sur f(I), et elle est de méme monotonie que f.

Exercice 10.
Pour tout n € N*, on considére ’équation
(En) e’ —x=n.
1. Montrer que, pour tout n € N*, (E,,) admet exactement deux solutions réelles o, et 5, telles que a,, < 0 < .
2. Montrer que (f,)n>1 est croissante et déterminer sa limite.
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On rappelle qu'un segment est un intervalle fermé et borné de la forme [a, b]. Le résultat suivant indique que toute fonction
continue sur un segment y posséde une valeur maximale et une valeur minimale, ou autrement dit que toute fonction
continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

Soient a < b des réels, et f : [a,b] — R une fonction continue. Il existe alors (a, 8) € [a, b]? tels que
Vz € [a,b], f(a) < f(z) < f(B).

Plus précisément,

fla) = inf f(t) = min f(¢),  f(B) = sup f(t)= max f(t).

te(a,b] t€la,b] t€(a,b] t€la,b]

i Ce résultat n’est plus vrai si I'on considére une fonction continue sur un intervalle quelconque. Prenons par exemple la
fonction définie par f(x) = x sur Uintervalle ]0,1]. On a i?f ]f(:zz) =0, et pourtant f ne prend jamais la valeur 0.
z€]0,1

Exercice 11.
1

Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Déterminer lim " f(z)de.

n—+oo 0
n Dérivabilité

Définition 10. Taux d'accroissement
Soient f : I — R une fonction et zp € I. On appelle taux d’accroissement de f en zg, et 'on note Ay ., la fonction
définie pour tout z € I\ {xo} par:

f(z) — f(z0)

Af o (@) = T -z

Définition 11. Dérivabilite en =
Soient f : I — R une fonction et zy € I.

X On dit que f est dérivable en z( si son taux d’accroissement admet une limite finie en zy; on note alors
f'(x0) cette limite.

X On dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) de xq si son taux d’accroissement admet une limite

finie en z7 (resp. xy).

Soient f : I — R une fonction et g € I. On a alors

f est dérivable a gauche et a droite en z
f est dérivable en o <— et lim Ag, (z) = lim+Af,zo ()

E*}EO I*}IO

Soient zp € R et f une fonction définie sur un voisinage V' de zq. Alors

f dérivable en o = f continue en x.

Preuve. On peut écrire (pour x # ¢ dans un voisinage de )
f(x) = fzo) + (= 20) A g,y ().

Il est alors immédiat que si f dérivable en zg, A ,, (z) admet une limite finie lorsque * — x¢ et donc f(z) = f(zo), ce qui
signifie que f est continue en xg. O

La réciproque est bien évidemment fausse !

Exercice 12.
La fonction f de 'Exercice [3|est-elle dérivable en 0 ?
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Soit f : I — R une fonction dérivable en xy. On appelle tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse a la droite passant par le point de coordonnées (zg, f(xg)) et de coefficient directeur f’(a). Cette tangente
admet donc pour équation :

y = f'(z0)(x — 20) + f(20)-

f(@)
f(=)

fao) | Fao) |

Z‘O x

C; Cy
fl=) ¢

f(wo) + f(20)

o T w0

Tllustration. La tangente en xp comme "limite" des cordes.

Soit J un intervalle véritable de R, f: I — J et g : J — R deux fonctions et ¢ € I.
On suppose f dérivable en zg et g dérivable en f(zg). Alors go f est dérivable en g, et on a :

(go f) (zo) = g'(f(20)) x f'(z0).

Soient J un intervalle véritable de R, f : I — J une fonction bijective, 29 € I et yo = f(xg) € J.
On suppose de plus que f est dérivable en zg. Si f'(wg) # 0, alors f~1 est dérivable en g, de sorte que

NP 1
™) o) = Figy
Définition 12. Extremum local

Soient f: I — R et xy un point intérieur a I. On dit que f présente un extremum local en z( s’il existe un voisinage
V € V((zg) tel que

Vo € V(xzo), f(x)— f(zo) est de signe constant .
Lorsque ce signe est positif (resp. négatif), on parle de minimum local (resp. maximum local).

Soient f: I — R et xp un point intérieur & I ou f est dérivable.
Si f admet un extremum (local) en zg, alors nécessairement f/(xzq) = 0.

Preuve. Considérons un voisinage V' de z¢ sur lequel f(z) — f(xo) est constant. Alors, pour x € V, Ay, est de signe
opposé lorsque © < xg et © > xo. La limite, qui est égale & f'(x¢) par hypotheése, est alors a la fois positive (ou nulle) et
négative (ou nulle). Elle est donc nulle. O
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/%Il Propriétés globales des fonctions dérivables

Dans cette section, les lettres a et b désigneront deux réels tels que a < b.

Le TVI combiné avec la Proposition [§| permet d’obtenir le théoréme suivant.

Soit f : [a,b] — R une fonction telle que:

i. f est continue sur [a, b];
ii. f est dérivable sur |a, b[;

iii. f(a) = f(b).
Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f/(c) = 0.

Exercice 13.
Soit f une fonction dérivable admettant n > 2 racines distinctes. Alors f admet au moins n — 1 racines distinctes.

Soit f : [a,b] — R une fonction. On suppose que :

i. f est continue sur [a, b];
ii. f est dérivable sur ]a, b|.

Alors, il existe ¢ €]a, b] tel que f(b) — f(a) = f'(c) x (b— a).

1z J] n’existe pas de méthode simple et générale permettant de calculer la valeur de c.
iz ]l n’y a pas unicité du point c.

Tlustration du Théoréme de Rolle. Illustration de ’égalité des accroissements finis.

Soient f : [a,b] — R une fonction et m, M deux réels. On suppose que :

i. f est continue sur [a, b];
ii. f est dérivable sur |a, b[;
iw. Y €la,bl,m < f'(z) < M.

Alors on a:
m(b—a) < £(b) — f(a) < M(b—a).
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Le résutat suivant indique que, sous certaines conditions, la connaissance de lim f’(x) permet de déterminer la valeur

Tr—rT0o
de lim M.
T—rTo T — X

Soient f : I — R une fonction, 2y € I et ¢5 € R. On suppose que :

i. f est continue sur I;
ii. f est dérivable sur I\ {zo};
L s
idd. IILIEO f(x) = Ls.
TH#T(

On a alors :

1. Si ¢5 € R, alors f est dérivable en z( de sorte que f'(zg) = {a;
2. Si /5 = +00, alors f n’est pas dérivable en x.

Définition 13. Fonction de classe C!
Soit f : I — R. On dit que f est de classe C! sur I si f est dérivable sur I et f’ est continue sur I.

Soient g € I, f: I\ {zo} — R une fonction et ¢1, s des réels. On suppose que :

i. f est de classe C! sur I\ {xo} ;
ii. zlgglo flx) = Lq;
i
g lim f () = 4o.
TH#x0

Alors, f se prolonge en une fonction C! sur I, et plus précisément:

1. f se prolonge par continuité en x¢ en une fonction f ;
2. f est de classe C' sur T ;
3. f(xo) =11 et f'(x0) = La.

Exercice 14.

2 .

e, sixz>0 .

Montrer que la fonction f définie par f(z) = { 3 ) 0 est prolongeable sur R en une fonction de classe C!,
x°, stxr <

22, siz>0

. ne ’est pas.
x, six <0

et que la fonction g définie par g(z) = {

Dérivées successives

Définition 14. Fonctions de classe C*
Soit f: I — R.

X On dit que f est de classe C° sur I si f est continue sur I.

X | On dit que f est de classe C! sur I si f est dérivable sur I et f’ est continue sur I.

X Soit n € N*. On dit que f est de classe C™ sur I si f est dérivable sur I et f’ est de classe C" ! sur I.
X On dit que f est de classe C* sur [ si f est de classe C™, pour tout n € N.

On note :

X C"™(I) 'ensemble des fonctions de classe C™ sur I et a valeurs réelles.
X C°°(I) lensemble des fonctions de classe C* sur I et a valeurs réelles.
X f*) la dérivée k-éme de f. Par convention, on a donc f(©) = f.

1= ] existe des fonctions dérivables en tout point et qui ne sont pas de classe C'.
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2 . - .
La fonction définie par f(z) = osm (a:) , stz #0 est dérivable mais pas C' en 0.
0, siz=0

Soient n € N, et f,g: I — R deux fonctions de classe C". Alors f x g est de classe C", de sorte que
(n) _ - n) (k) (n—Fk)
X = X .
(fx9) z;:o < p ) %y

Remarque 4.

La formule ci-dessus peut sembler, dans son écriture, proche de celle du binéme de Newton. Mais d’une part elle ne
fait pas apparaitre des puissances mais des dérivées, et d’autre part son sens est trés différent, puisqu’elle permet de
calculer la dérivée n—iéme d’un produit (et non de développer la puissance n—iéme d’une somme).

Exercice 15.
Soit n € N*. Calculer la dérivée n—iéme de f : z — (2% + 1)e**.

ﬂ Formules de Taylor

Les lettres a et b désigneront dans cette section deux réels tels que a < b. Nous allons énoncer les formules de Taylor, qui
généralisent le théoréme des accroissement finis aux fonctions plusieurs fois dérivables.
Elles permettent d’écrire toute fonction f de classe C"*1 sur [a, b] sous la forme d'une somme d’un polynéme de degré n et

d’un reste :
f(b)Zf(a)Jrfl(!a)(b—a)Jrf2<!a)(b_a)2+...+

Dans les théorémes qui suivent, on établit certaines propriétés de ce reste.

f"(a)

n!

(b—a)" + R,.

Soient n €N, f: T - Ret xg € 1. Si f est de classe C"*! sur I, alors pour tout = € I :

~ f®(z0) A0 n
f(x)zZTo(:r—xo)k—i- (- t)rdt.
k=0 e
Et si on considére une fonction f : [a,b] — R de classe C"*! on a :

n R (g b ¢(n+1)
f(b):zf ()(b—a)k+/ %(b—t)ndt.

k!
k=0

iz Cette formule n’est pas exigible au concours. Elle se démontre par récurrence, par intégrations par parties successives.
Par contre il faut connaitre les deux suivantes.

Le résultat suivant majore lerreur commise lors de ’approximation de f(b) par le polynéme de Taylor de f en a.
La preuve découle immédiatement de I’a formule de Taylor avec reste intégral et de I'inégalité triangulaire.

Soient n € N et f : [a,b] — R une fonction de classe C"*!. On a :

= f*)(a) (b—a)"tt (n+1)
f(b)_; w0 gmx?{lfa‘f )

Exercice 16.
Ecrire Iinégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre n pour I'exponentielle sur l'intervalle [0, z].

i La formule suivante permet d’obtenir les développements limités.
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Soit n € N, g € R, et f une fonction de classe C™ sur un voisinage V de zg.
Alors f admet un développement limité & I'ordre n donné par:

(k) (o
fa) =3 T o o o (@ —20)), @

k
k=0
En posant z = xg + h, il vient:

oo+ 1 =310 om0
k=0 ’

Remarque 5.

La formule de Taylor-Young a 'avantage d’étre plus simple que les précédentes, mais I'inconvénient de ne proposer
qu’une approximation locale, c’est-a-dire qu’elle n’est pertinente que lorsque = tend vers x.

Exercice 17.

x
Déterminer un DL3(0) de la fonction z — / e~ /24t.
0

n Fonctions usuelles

m Les fonctions hyperboliques

Définition 15. Fonctions hyperboliques

On appelle cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique, et 'on note (respectivement) ch et sh les fonctions définies
pour tout réel x par
e’ +e " et —e "

Vo € R, ch(z) = 5

On a les résultats suivants.

1. La fonction ch est paire, et sh est impaire;
i. Pour tout réel z on a ch?(z) — sh?(z) = 1;
iii. Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R, de sorte que ch’ = sh et sh’ = ch.

On peut alors tracer les tableaux de variation de ch et sh, puis en déduire leur courbe représentative.

A

x —00 0 +00

“+00 —+00
Ch \ /
1

sh o/ -
—

y = sh(z)

-2
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m Les fonctions puissances

Définition 16.
Soit a € R. Pour tout z > 0, on appelle x puissance a et ’on note z® la quantité définie par

% = ealn:c.

& Pour effectuer un calcul complexe avec une quantité de la forme u, on revient a la définition en écrivant u? = e¥!™%.

Exercice 18.
Calculer la dérivée de la fonction f définie par f: x — x”.

m Les fonctions trigonométriques et leurs réciproques

Cosinus et arccosinus.

y = cos(x)

La fonction cosinus est dérivable, et sa dérivée est donnée
par (cos)’ = —sin.
- ™ 0 m m T 27 5 3
. . . . 2 2 2 2
On obtient alors le graphe ci-contre en considérant par ailleurs
-1

que la fonction cosinus est paire et 27-périodique.

v La fonction cos ne réalise pas une bijection: pour tout réel y € [—1, 1] ’équation y = cosx admet une infinité de
solutions (le cosinus est périodique). Néanmoins, le cosinus est strictement décroissant sur [0, 7], ce qui permettra de
I'inverser sous réserve de le restreindre a [0, 7).

La fonction cos|,  réalise une bijection strictement décroissante de [0, 7] sur [—1,1].

Définition 17. Arccosinus
On appelle arccosinus, et on note arccos, la bijection réciproque de la fonction cos|, -

1= On a donc
Vy € [-1,1], cos(arccos y) =y et Va € [0,7], arccos (coszx) = .

En d’autres termes, si y € [—1, 1], arccos(y) est I'unique = € [0, 7] tel que cosz = y.

y = arccos(x) y=mx

On a les résultats suivants.

i. La fonction arccos réalise une bijection continue et
strictement décroissante de [—1, 1] sur [0, 7).

it. La fonction arccos est dérivable sur | — 1, 1], de sorte
que:

1
V1—a2

Vz €] — 1,1], arccos’(z) = —

Y = COSj[o,] (z)
Sinus et arcsinus.

y = sin(z)

1
La fonction sinus est dérivable, et sa dérivée est donnée
par (sin)’ = cos. \

NI
M
[\
)

On obtient alors le graphe ci-contre en considérant par ailleurs
que la fonction sinus est impaire et 2w-périodique.
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De méme on restreint le sinus a un intervalle ot il est strictement monotone pour pouvoir 'inverser.

La fonction siny, réalise une bijection strictement croissante de [—%7 g] sur [—1,1].

-3.3!
Définition 18. Arcsinus

On appelle arcsinus, et on note arcsin, l'inverse de la fonction sin|[7l .
2°2

1z On a donc
T

22
En d’autres termes, si y € [—1, 1], arcsin(y) est 'unique z € [—g, g] tel que sinx = y.

Yy € [-1,1], sin(arcsin y) =y et Vre [ ] , arcsin (sinz) = x.

Exercice 19.

1
Calculer arcsin (1) puis arcsin <2> .

y = arcsin(x)

On a les résultats suivants. 11 p

i. La fonction arcsin réalise une bijection continue et

strictement croissante de [-1,1] sur [-%, Z].

ii. La fonction arcsin est dérivable sur | — 1,1[, de sorte
que: Y

1 ) a
Vz €] — 1,1], arcsin’(z) = ———. ‘

V1—x? o

Tangente et arctangente.

La fonction tangente est définie sur

D:{xeR;VkeZ,mAng}.

Sur D, la fonction tangente est dérivable, impaire et m- —& /o _g 0 g T 3T 2
périodique, et sa dérivée est donnée par 2
1
tan) = — =1+ tan?.
(tan) cos?
La fonction tan‘] 53] réalise une bijection strictement croissante de ]—%, = [ sur R.
22
Définition 19. Arctangente
On appelle arctangente, et on note arctan, l'inverse de la fonction tan|] 58]
—23

1z On a donc
T
Yy € R, tan (arctan y) =y et Va € }75, 5 [, arctan (tanx) = .

En d’autres termes, si y € R, arctan(y) est I'unique = € |—%, Z| tel que tan(z) = y.
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4 1
y = t‘(mw %%l (x)
On a les résultats suivants.
21 y = arctan(x)
i. La fonction arctan réalise une bijection continue et
strictement croissante de R sur }fg, g [
7. La fonction arctan est dérivable, de sorte que: ‘
1
Ve e R tan’(z) = ——.
x € R, arctan’(z) T2
iti. wll)r_{loo arctan(z) = 7 et wgr_noo arctan(z) = — 7.
Exercice 20.
1
Montrer que pour tout x € R*, on a arctan x 4 arctan — = ig.
x
Développements limités (usuels)
On rappelle quelques développements usuels, a connaitre sur le bout des doigts.
Soit a € R. Quel que soit n € N, on a les développements limités suivants.
¢ =, ltatgt -t to )x:o;HJrO(x )
e R 6 L xn o
cos(z) S, oyt e T Gy o)
- ka2 2
= —1 i
o 2V G el
k=0
O 7 p2n+1 )
. _ l <o . _1\n n+1
sin(@) - =, g s wt ot G te (=)
n 22k+1
— 3 o (s)
x—0 0 (2]{? =+ 1)
x3 3
tan(z) o o 3 + o(z”)
23 22n+1 -
t = = — . 1\ n
arctan(x) o ¢ 3+ +(-1) 2n+1+ (z )
I +a) = o-T Dbk () o) = S 4 ofan)
AT e TT 27 A S0 24 P
o« ala—1) , ala—1)---(a—n+1) , o £ ala—1)-- (a—k+1) , n
L=ra) 20 et o ¢ + n! et )z30; k! +o(=")
1 _ 2 n ny __ - k n
— = l+z+a°+--+z"+o(z") = Em + o(z™)
22 2t 22" . n g2k o
ch@) 5, Lrgrtg oty T )x:okz_o(%)' ol@™)
i S 22n+1 ) n 2kl
— - - . n+1 _ 2n+1
sh(@) =, et gttt Gy o 50 2 @ T
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Remarque 6.

= Dans ’énoncé ci-dessus, tous les développements donnés sont & 'ordre n, sauf celui de cos qui est & 'ordre 2n,
ainsi que ceux de sin et arctan qui sont & l’ordre 2n + 1.

1 On peut démontrer aisément que si une fonction paire (resp. impaire) admet un développement limité, alors
celui-ci ne fait apparaitre que des termes d’ordre pair (resp. impair).

© On peut additionner, soustraire, multiplier, composer et intégrer (mais pas toujours dériver. ..) des développements
limités.

© Pour calculer un développement limité d’une fonction z — f(z) en xo # 0 on effectue un changement de variable,
en posant © = xg + h, avec h qui tend vers 0. On calcule alors un DL(0) de h — f(xz¢ + k), puis on revient au
développement recherché en posant h = x — xg.

& Pour calculer un développement asymptotique d’une fonction x — f(z) lorsque  — 400 on effectue un changement
de variable, en posant ¢ = 1/x, avec ¢t qui tend vers 0. On calcule alors un DL(0) de ¢ — f (1/t), puis on revient au
développement recherché en revenant a x.

& Deux développements limités sont égaux si et seulement si ils ont les mémes ceeflicients.

Exercice 21.
Donner un DL4(0) de In(cos(h)).

Exercice 22.

1
Donner un développement de v/1 + 22 au voisinage de 400, a la précision —. Interprétation graphique?
x

n Exercices - Travaux diriges

Exercice 23. Une fonction continue nulle part
On introduit la fonction f définie sur R par

1, size@
@)= { 0, sinon

1. En considérant la suite (a,),>1 définie par a,, = v/2/n et a 'aide d’un raisonnement par 'absurde, montrer que f
n’est pas continue en 0.

2. Adapter le raisonnement pour montrer que f n’est continue en aucun point rationnel.

3. Soit . € R\ Q.
a. Montrer que la suite (x,,),>1, définie par z,, = |[nz|/n, a pour limite x et que tous les termes sont rationnels.
b. En déduire que f n’est pas continue en x.

Exercice 24.
Soit f une fonction continue sur R. On note F' une primitive de f sur R. On considére la fonction g définie sur R par
f(0), siz=0
9(z) = 1 e
% » fdt, siz#0

2. Montrer, pour tout réel x non nul, ’égalité

3. En déduire que g est continue en 0.
4. Montrer enfin que g est continue sur R.

Exercice 25.
22 —4r+6

Soit Cy la courbe représentative de la fonction f: x +— T
T —

Montrer que Cy admet deux asymptotes, et que l'intersection de celles-ci est un centre de symétrie de Cy.
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Exercice 26.
Déterminer toutes les fonctions f telles que V(z,y) € R?, f(z +y) — f(z —y) = 4ay.

Exercice 27. Une suite implicite
On considére, pour n > 3, ’équation
(B,) 2" +2®4+2x—1=0.
1. On introduit la fonction f,, : @ — 2%+ 22 + 22 — 1. Montrer que f réalise une bijection de [0; +o0o[ dans un intervalle
J & déterminer. Quelles sont les variations de f~!?
2. Montrer alors que (E,,) posséde une unique solution strictement positive, que 1’on notera x,,. Montrer de plus que,
pour tout n > 3,

0< <1
T, < =.
2

Montrer que (z,)n>3 est croissante.

En conclure que (z,)n>3 converge vers un réel ¢ dont on donnera un encadrement.
En utilisant un encadrement de x,,, montrer que z] tend vers 0, si n tend vers 4oc.
Conclure quant a la valeur de .

ook w

Exercice 28.
Soit f : R — R une fonction continue telle que, pour tout = € R, f(x)? = 1. Montrer que f est constante.

Exercice 29.

Soit f une fonction définie sur R, continue en 0 et vérifiant:
x

Vz € R, f(x)=f<§>

Aprés avoir montré que, pour tout € R et pour tout n € N, f(x) = f(x/2"), montrer que f est constante.

Exercice 30.
Etudier et tracer les courbes de x ~ arccos (cosz) et de 2+ arctan (tanz).

Exercice 31.
Résoudre I'équation arccos(z) 4 arcsin(z? —z + 1) = 5.

Exercice 32.
Soit f: [0;1] — R une fonction continue, telle que f(0) = f(1).

1
1. On veut montrer que, pour tout entier n > 1, I’équation f (a: + ) = f(z) admet au moins une solution.
n

1 1
Soit m > 1. On pose, pour = € [0; 1-— n}’ glx)=7f (m—i— n) — f(x).

n—1
k
. Calcul — .
a acuerl;)g(n)
b. Conclure.

2. Application. Un cycliste parcourt 20 km en une heure.

a. Montrer qu’il existe au moins un intervalle de temps de durée une demi-heure pendant lequel il a parcouru 10 km.
b. Montrer qu’il existe au moins un intervalle de temps de durée 3 min pendant lequel il a parcouru 1 km.

Exercice 33.

Soit f la fonction définie par f(x) = arcsin .
1+ 22

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Calculer la dérivée de f, puis en déduire une expression simplifiée de f.
3. Retrouver le résultat précédent en effectuant un changement de variable.
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Exercice 34.

-b
1. Soient a, b positifs ou nuls. Vérifier arctan(a) — arctan(b) = arctan <1a+ b) .
a

~ 1
2. En déduire la limite 1 tend d tan [ ——— .
N dedulire la limite lorsque n tend vers +OO e kZ:Oarc an <1—|—]{1(l{1+1))

Exercice 35.
Soit f : R — R une fonction périodique de classe C'. On note I' sa courbe représentative dans R2.

Montrer que f admet un minimum et un maximum.

Soient a, S tels que f(a) = Irﬁ%n fetf(B)= max f. Calculer f'(a) et f'(B).

Donner ’équation de la tangente T; a I' au point de coordonnées (¢, f(t)).
Soit a € R. Montrer qu'’il existe ¢ € R tel que T; coupe I' au point de coordonnées (t + a, f(t + a)). On pourra
utiliser la fonction définie par g(z) = af’(z) — f(x + a) + f(x).

L e

Exercice 36.

1 1
Montrer que la fonction f définie par f(z) = — ——ssix € } ,0 [ U } 0, T [ se prolonge en une fonction de classe
sinz  shz 2’ 2
Clen0.
Exercice 37.

On pose f (z) = Va2 — 1.

1. Montrer que f est de classe C* sur ]1,+o0], et que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que sur cet

P,
intervalle on ait (" (z) = %
(2 - 1>”ff
2. Montrer que Vz € ]1, 400, (22 — 1) f' (z (). En déduire que :
Ve € R, Ppiq (x) + ( n—l)xP () 4+n(n—2)(x*—=1)P,_1 (x) = 0.

Exercice 38.

Déterminer un développement asymptotique en +oo de In (m?’ + x4+ 1) a la précision —.
x

Exercice 39.

1
Soit f :] — 1, +oc0[—> ] ,+oo{, T — ze”.
e

1. Montrer que f est bijective, et que f et f~! sont de classe C*° sur leurs ensembles de définition.
2. Déterminer un DL3 en 0 de f~! et un équivalent de f~! en +oo.

Exercice 40.

Calculer, pour tout n € N, expression de la dérivée n-iéme de

. z+1

2. fouf( )—i sin(x).

Exercice 41.
Effectuer I’étude locale des fonctions suivantes au voisinage de 0:

1 ”” V1 -1
a:len(arctanx> b:x>—>( +$> c:m»—>7+m .
T

1—x

Exercice 42.

2
x
Montrer que : Vx € R, |e* —x — 1| < ?em.
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Exercice 43. Suite récurrente et IAF
Soit a un réel strictement positif. On considére la fonction f, définie pour tout réel ¢ strictement positif par

falt) = 5 (t " Of)

ainsi que la suite (uy,)ney de nombre réels déterminée par son premier terme ug > 0 et par la relation de récurrence
Yn e N Unt1 = fal(tn).

1. Etude des variations de la fonction f, .
a. Déterminer la limite de f,(¢) lorsque ¢ tend vers 4+o0o. Justifier 'existence d’une asymptote oblique au voisinage
de +o0 et donner la position de la courbe représentative de f, par rapport & cette asymptote.
b. Déterminer la limite de f,(t) lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs positives. Interpréter graphiquement cette limite.
c. Donner ’expression de la fonction dérivée de f, sur R*T et dresser le tableau de variation de f,.
d. En déduire que
vt > 0, fa(t) > a.

2. Etude de la convergence de la suite (Un)neN-
a. Que dire de la suite (uy,)ney dans le cas particulier ot ug = a?
b. Dans la suite on revient au cas général ug > 0.
Démontrer que, pour tout réel t > a,

0< fa(t) <

c. Montrer que pour tout entier n > 1, u,, > a.
d. Prouver alors que pour tout entier n non nul

N | =

1
OSUnJrl_aSg(un_a)v

1 n—1
|y, —a| < <2) |lup — al .

En déduire la convergence de la suite (u,) et indiquer sa limite.
f. En déduire I’écrire d’une fonction en Python qui prend en argument deux réels strictement positifs b et ¢ et
renvoie une valeur approchée de v/b a e prés.

puis que

o

Exercice 44.
On considére la fonction G définie sur R par

x
Vz eR, G(sr:):/ et dt.
0

p—

. Prouver que G est une fonction impaire.

2. Déterminer le signe de G sur R.

3

3. Montrer que : Va € [0,+o0[, G(z) > 3 En déduire les limites de G(z) aux infinis.

4. Justifier que G est de classe C! sur R et donner, pour tout réel z, une expression de sa dérivée G’(z). Déterminer le
développement limité de G a l'ordre 2 en 0.

5. Construire le tableau de variations complet de G sur R.

6. Etudier la convexité de G.
7. Donner lallure de la courbe représentative de G en précisant la tangente en 0.

8. On veut trouver des relations de négligeabilité sur G(z) en +oo. Soit x > 1 fixé.

2
U
a. Montrer que, pour tout © >0, on a e* >1+u+ >

b. Montrer, a 'aide d’une intégration par parties astucieuse, qu’il existe une constante x > 0 telle que

z2 z t?
€ e
= — —dt.
Gla) =r+ 2x +/1 2t2
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2
ew
c. i Déduire de la question précédente que, pour tout x > 1, G(z) > o
x
2
x
i. En déduire alors que, pour tout a > 1, on a — = o(G(z)), x — +oo.
x

d. i. Montrer que la fonction ¢ — e’ /t est croissante sur [1; +ool.
7. En déduire que

x €t2 ex2
—dt < —1 .
/1 ot = 5 In(@)
e’
iii. Montrer alors que, pour tout « < 1, on a G(x) = o <a> , T — 4o0.
T
e’
9. Montrer qu’en fait, on a G(x) ~ 250 8 — +o00.
T
Exercice 45. Extrait Mathématiques C, 2024

Les questions suivantes sont extraites du sujet Mathématiques C posé en 2024 et représentent l'ensemble de la partie du
sujet intitulée Préambule.

T
1. Rappeler, pour tout réel = de } 33 [, les deux expressions (1'une faisant intervenir la fonction cosinus, 'autre la

fonction tangente) de la dérivée de la fonction

r — tanx.

2. a. Montrer que la fonction g qui, a tout réel  de ]0, 7 [\ {g} , associe g(x) = ﬁ7 se prolonge en une fonction g
continue sur |0, 7[. Montrer que § est dérivable sur ]0, 7].

b. En déduire une primitive sur |0, 7| de la fonction z —

sin?z’
3. On considére les fonctions

x x

fi1:x—tan (5) et fo:x—In (tan (5)) .

Expliciter les domaines de définition respectifs Dy, C R et Dy, C R des fonctions f; et fo.
Montrer que les fonctions f1 et fy sont périodiques, de périodes respectives T} et Ts que 'on explicitera.
Donner les domaines de dérivabilité respectifs des fonctions f et fs.
Donner, en tout réel z du domaine de dérivabilité de la fonction fi, 'expression de fi(x).
Montrer que, en tout réel x du domaine de dérivabilité de la fonction fs,

® o TP

/

) = 5 () eos (2)
et en déduire une expression simplifiée de f5(z).

f. Etudier les variations des fonctions f; et f,. On donnera leurs tableaux de variations respectifs sur une période,
en précisant les limites aux bords.
Donner, également, les valeurs des fonctions f; et fo en Z[27].

g. Tracer, sur un méme graphe (échelle : 1 cm pour une unité), la courbe représentative de fy sur Dy, N [—27, 27| et
la courbe représentative de f, sur Dy, N [—2m, 27].

5. On considére la fonction f3: z — 5
cos? x

a. Expliciter le domaine de définition Dy, C R de la fonction f3. Quel est le domaine de dérivabilité de f3 ?

b. Etudier les variations de la fonction f3 sur [O, %] On donnera son tableau de variations, en précisant les limites
aux bords.
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