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Espaces vectoriels et applications lineaires

Dans tout ce chapitre, la lettre K désignera I'un des ensembles R ou C .

- Généralités et exemples
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Définition 1. Notion de K—espace vectoriel

On appelle K-espace vectoriel, tout triplet (F,+,-) composé d’un ensemble E et de deux applications:

ExE — E
(u,v) +— u+w

. . . KxFE — FE
e ’autre appelée loi de composition externe et notée -, définie par { ()\Xu) SoNeu

e 'une appelée loi de composition interne et notée +, définie par {

qui vérifient les propriétés suivantes quels que soient les vecteurs (u, v, w) € E? et les scalaires (), u) €K? :

La somme est associative: (u+v) +w =u+ (v + w).
La somme est commutative: u + v = v + u.
Il existe un vecteur de F, appelé vecteur nul et noté Og, qui vérifie : u+ 0g = u.

Tout vecteur u € F posséde un opposé v’ € E qui vérifie : u+u = 0g.
L’opposé de u sera noté —u.

Le produit par un scalaire est distributif sur la somme de vecteurs: A - (u+v)=\-u+A\ - v.
Le produit par un scalaire est distributif sur la somme de scalaires: (A+p) - u=X-u+pu - u.
Le scalaire 1 € K est neutre: 1-u = u.

Le produit par un scalaire est associatif sur les vecteurs: (Ap)-u=X\- (u- ).

i Un espace vectoriel est un ensemble muni d’une structure algébrique qui permet de faire du calcul et plus particuliérement
des combinaisons linéaires d’éléments de ’espace.
On présente ci-aprés quelques espaces vectoriels de référence que nous rencontrerons trés souvent.

X En géométrie, l’ensemble ? des vecteurs du plan (resp. l’ensemble ? des vecteurs de 1’espace) muni des
opérations naturelles + et - forme un R-espace vectoriel.

X (K, +, x) est un K-espace vectoriel.

X ({0x},+, x) est un K-espace vectoriel.

X Etant donné deux entiers n, p > 0, Pensemble M., »(K) des matrices de taille n x p & coefficients dans K est un
K-espace vectoriel, dont le vecteur nul est la matrice nulle de taille n x p.

X Pour tout n € N*, K™ muni des opérations naturelles est un K-espace vectoriel, dont le vecteur nul est
Og» = (0,...,0).
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X L’ensemble K[X] des polynomes a coefficients dans K est un K-espace vectoriel dont le vecteur nul est le
polynome nul. Il en est de méme pour ’ensemble K,,[X] des polynomes a coeflicients dans K de degré inférieur
ou égal a n (pour n € N).

X L’ensemble KN des suites de scalaires peut étre muni d’une structure de K-espace vectoriel, dont le vecteur nul
est la suite dont tous les termes sont nuls.

X L’ensemble des fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs dans R est un R-espace vectoriel. Le

. . 1 R
vecteur nul associé est alors la fonction { . : 0 notée 0.
X Soit n € N. L’ensemble des fonctions de classe C™ sur un intervalle véritable I et & valeurs dans R (noté C"(I,R))
est un R-espace vectoriel. Le vecteur nul associé est alors la fonction : 0 notée 0.

X Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et X un ensemble quelconque. Alors EX, I'ensemble des applications de X
dans F peut étre muni d’une structure de K-espace vectoriel, dont le vecteur nul est I’application nulle de X
dans F.

i Par abus de notation et pour alléger celles-ci, on note parfois le vecteur nul 0 sans préciser en indice ’espace vectoriel
dont il est ’élément nul, ce qui peut, si on travaille sans trop de discernement préter parfois a confusion avec le 0 de
I’ensemble K. On accordera une attention tout particuliére aux objets qu’on manipule.

Dans la suite de ce chapitre, la lettre F désignera (sauf mention contraire) un K-espace vectoriel.

)

)

cette

1. A
2. B
3. C

Définition 2. Combinaison linéaire
Soient uy, ..., u, des vecteurs de £. On dit qu'un vecteur v € F est une combinaison linéaire des vecteurs uy, ..., up
lorsqu’on peut trouver des scalaires A, ..., A, € K tels que

V=AU + 4 ApUyp.

Exercice 1.

Dans chaque cas, le vecteur w est-il combinaison des vecteurs u et v?7
1. Dans R3, w = (1,2,1), u = (2,1,2) et v = (1,1,2).

2. Dans M3 (R),

(31 (11 R T
W=lg 4) ““ 2 o) & T2 o

3. Dans R3[X], w=X?+1,u=X?— X et v=2X.

Remarque 1.
1 Plutdt que dire qu'un vecteur v est combinaison linéaire d’un seul vecteur u, on dira plutét que u et v sont colinéaires.

= Le vecteur nul est colinéaire a n’importe quel vecteur (pour tout u € E, Og = 0 - u).

Attention, la notion de colinéarité n’a aucun sens dés lors qu’on parle d’'un nombre de vecteurs strictement

supérieur a 2.

Définition 3.
Soit (u1,us, ..., ux) une famille de k vecteurs de E. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs de

famille est noté

Vect(uq, ug, ..., ux) = {v € E : v = Aug + Aaug + ... + A\gug, Ar,..., \p € K}

Exercice 2.
Ecrire les ensembles suivants sous forme d'un Vect...).

{(z,y, 2z +y) : (z,y) € R?*};
r+y+z

T+ 2y
{PE Cs[X] : XQP’72P:O}.

1
o o
—

(z,y,2) €R? : {
[
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Soit (ug,usg, ..., ur) une famille de vecteurs de E.

7. Si A1,..., )\, sont des réels non nuls, alors :
Vect(ug, -+ ,ur) = Vect(Arug, ..., Agug);
1. Si uy, est combinaison linéaire de (uj -« ,up_1), alors
Vect(uq, -+, ug—1,u) = Vect(uq, -+ ,up—1);

= En particulier, si ux = Og , alors :

Vect(ug, -+ ,ur—1,05) = Vect(u1, - ,ug—1)-
1. Si A1, ..., A\ sont des réels avec \; # 0 alors :
k
Vect(u, ug, ..., ur) = Vect <Z iy, U,y . .. ,uk> .
i=1

1w Ainsi, dans un Vect(...), on peut supprimer les vecteurs qui sont combinaisons linéaires des autres, on peut remplacer
un vecteur par un multiple non nul de celui-ci, ou par une combinaison linéaire des autres vecteurs dés lors qu’on ne
supprime pas la contribution du vecteur remplacé.

Exercice 3.

Montrer que, dans K;[X],
Veet(X — 1, X + 1,2X +2) = Veet(1, X).

n Familles finies de vecteurs

Dans cette section toutes les familles de vecteurs considérées sont finies. Cette notion sera généralisée par la suite.

Définition 4.
Une sous-famille d’une famille F = (u;);er de vecteurs de E indexée par I est une famille de la forme F' = (u;);es ou
J C I. On dit aussi que F est une sur-famille de F'.

m Notion de famille génératrice (de F)

Définition 5. Famille génératrice de £

Soit (u;)1gicp une famille de vecteurs de E. Si tout vecteur z € E peut s’écrire comme une combinaison linéaire des
(ui)1<igp, on dit que la famille (u;)i1<icp est une famille génératrice de E, ou que cette famille génére ou engendre
E. En d’autres termes on a:

p
(ui)1<icp est génératrice de E <= Ve e B, I(\,...,\,) € KP, o = Z it
=1
< E = Vect(us, ..., up).

Exercice 4.

Montrer que deux vecteurs non nuls et orthogonaux du plan ? forment une famille génératrice de celui-ci.

Soit (u;)1<icp une famille génératrice de E. Alors,

i. La famille obtenue en changeant ’ordre des vecteurs de la famille initiale est génératrice de E;
it. Pour tout v € E, la famille (u1,us, ..., up, v) est encore génératrice de E, autrement dit, toute sur-famille d’une
famille génératrice de E est encore génératrice de E.
iii. Si il existe i € [1;p] tel que u; est combinaison linéaire des u; (j # 4), alors la famille (w1, ..., ui—1, Uit1, ..., Up)
reste génératrice de F.

1 Le dernier point de la proposition ci-dessus permet de construire une sous-famille génératrice de cardinal minimal en
"supprimant" les vecteurs de la famille qui sont combinaison linéaire des autres.
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4
m Notion de famille libre

Définition 6.

Soit (u;)1<i<p une famille de vecteurs de E. On dit que (u;)1<i<p est une famille libre, ou que ses vecteurs sont
linéairement indépendants si

V()\l,...,Ap)EKp, [/\1u1+~~+)\pup:OE — )\1:~'~:>\p:OK].

En d’autres termes, une famille libre est une famille dont toute combinaison linéaire nulle est triviale : la seule liaison
possible entre les vecteurs est celle dont tous les coefficients sont nuls.

Inversement, lorsque des vecteurs ne forment pas une famille libre, on dit qu’ils sont linéairement dépendants ou
qu’ils forment une famille liée.

La notion de famille liée généralise la notion de vecteurs colinéaires dés que le nombre de vecteurs est supérieur a deux.

Exercice 5.
Est-ce que les vecteurs (1,0,1), (1,1,2) et (2,1,2) forment une famille libre de R3?

X (x — 1, cos, cos?, cos(2x)) est une famille lice de RE.

X Pour tout w € R*, (z + cos(wz), x + sin(wz)) est une famille libre de RE.

Une famille composée d’un unique vecteur est liée si et seulement si celui-ci est nul.
Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si la famille qu’ils forment est liée.
Les vecteurs (1,0) et (0,1) de R? sont visiblement non colinéaires: ils forment une famille libre.

On a les résultats suivants :

i. Une famille de vecteurs est liée si et seulement si 'un (au moins) de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres.
4. Soient une famille libre (u;)1<i<p de vecteurs de E, et u,y1 € E. Alors la famille (u;)1<i<p+1 est liée si et seulement
si up+1 est combinaison linéaire de uq,. .., up.

On a les résultats suivants.

1. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
7. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
di6. Si (u;)1<igp est libre et si v & Vect((u;)1<i<p), alors (u, ..., up, v) est encore libre.

m Notion de base

Définition 7.
Soit (u;);er une famille de vecteurs de E. On dit que (u;);cr est une base de E si c’est a la fois une famille libre et
génératrice.

Soit (u;)1<i<n une famille de vecteurs de E. Alors (u;)1<i<n €st une base de E si et seulement si :

Vo€ B, (A, ) €K™, 2= A
=1
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Définition 8.
Soit B = (u;)1<ign une base de E et x € E. On appelle coordonnées de = dans (u;)1<i<n 'unique n-uplet
n
M,y An) € K™ tel que z = Z)\iui.
i=1
On note souvent le n—uplet de coordonnées de x dans la base B sous forme d’une matrice colonne :

A1
n Ao
x = Z Aiu; < matg(z) = .| € M, 1(K).
i=1 :
An

Les bases sont donc les familles de vecteurs pour lesquelles il existe une notion de coordonnées. L’existence de celles-ci
correspond au caractére générateur, et leur unicité a la liberté.

i. Soient E = K2, e; = (1,0) et ex = (0,1). Tout vecteur z = (\, p) € K2 s’écrit = A\(1,0) + (0, 1) = Xeg + pez, ce
qui prouve que la famille (e1, e2) génére K2. De plus on a pour (A1, A2) € K%
Aer + hgeg =0 — ()\1,)\2):(0,0) <— M =0 et X =0.

Cela montre que la famille (ey, e2) est une famille libre; c’est donc une base de K2, appelée la base canonique de K2.

ii. Plus généralement, soient n € N* et F = K". Pour tout i € [1,n], on considére le vecteur:
e; =(0,...,0,1,0,...,0).
—— ——
i—1 zéros n—i zéros
Autrement dit, on pose e; = (1,0...,0), e = (0,1,0...,0),...,e, = (0,...,0,1).
On montre en raisonnant comme ci-dessus que la famille (e;)1<;<n est une famille libre et génératrice de K™; c’est
donc une base de K”. On I'appelle la base canonique de K.

i Ces bases sont dites canoniques dans le sens ot elles apparaissent comme des bases naturelles de I'espace vectoriel
considéré: les coordonnées d’un vecteur dans la base canonique ne sont autres que les composantes (ou parameétres) de ce
vecteur.

On connait les bases canoniques d’autres espaces vectoriels de référence.

i. La base canonique de M,, ,(K) est la famille B = (E; ;)1<i<n,1<j<p constituée de np éléments ou, pour tout couple
(4,5) € [1,n] x [1,p],

j-éme colonne

I
0 0 0
0 0 0
i-éme ligne — 0o ... 1 . 0 - Ei’j
o ... 0 ... O

ii. La base canonique de K, [X], espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K, de degré inférieur ou égal a n
est la famille B = (1, X, X2,..., X"). Elle est constituée de n + 1 vecteurs.

Exercice 6.
Montrer que la famille

(06D 000

n Sous-espaces vectoriels

forme une base M (C).
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n Définition, caractérisation et exemples

Définition 9. Sous-espace vectoriel
On appelle sous-espace vectoriel de F toute partie F' de E telle que :

i. Og € F}

ii. V(x,y) € F2, v +y € F (F est stable par la loi +);
iti. Ve € F, VA€ K, A\-z € F (F est stable par la loi -).

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F', muni des lois + et - restreintes a F' est un K-espace vectoriel.

Preuve. Comme F' est stable pour + et -, celles-ci définissent des lois de composition interne et externe sur F. Il suffit alors
de vérifier les huit points de la définition 77, ce qui découle du fait que les lois considérées sont des restrictions de lois les
vérifiant sur E. (|

Soit F' un ensemble. Alors F' est un sous-espace vectoriel de F si, et seulement si :

i. F CE;
ii. Op € F;
iii. ¥(z,y) € F?, Y(\,u) € K2, Az + py € F (F est stable par combinaison linéaire).

i Cette caractérisation est trés pratique, c’est d’ailleurs celle-ci qu’on vérifiera dans la plupart des cas. Il ne sera jamais
nécessaire de revenir a la définition d’espace vectoriel. Pour montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel, on montrera
que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de référence.

n
X Soient aq,...,a, des scalaires. L’ensemble {(ml, o) €KY Z o = O} est un sous-espace vectoriel de

=1
K™

n
Mais si 8 est un scalaire non nul, alors ’ensemble { (z1,...,z,) € K" Z ;X = [3} n’est pas un sous-espace
=1
vectoriel de K™, car il ne contient pas le vecteur nul.
X {Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

X Soit I un intervalle véritable de R. L’ensemble C°(I) des fonctions continues de I vers R est un sous-R-espace
vectoriel de RY.

X L’ensemble K, [X] des polynomes de degré inférieur ou égal a n et a ceefficients dans K est un sous-espace
vectoriel de K[X].

Soient p € N* et uy,...,u, des vecteurs de £. On a alors les résultats suivants.
i. Vect (uq,...,up) est un sous-espace vectoriel de E, appelé le sous-espace engendré par u, ..., u,.
it. La famille (u1,...,up) est une famille génératrice de Vect (uq,...,up).

444. Sila famille (ug,...,up) est libre, alors c’est une base de Vect (uq, ..., up) .

Soit w € R*, 0 : R — R Dapplication nulle, et S = {y € C3(R);y” + w?y = 0}. Alors S est un R-espace vectoriel
admettant pour base la famille (z — cos(wz), x — sin(wx)) .
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Exercice 7.

1. Montrer que F = {(2z,3y,z +y,z) € K*: (z,y) € K} est un espace vectoriel, et en déterminer une base.

r—y+z+1

. 4.
2. MontrerqueG—{(x,y,Z,t)EK : { r4+2z = 0

} est un espace vectoriel, et en déterminer une base.

3. Montrer que H = {M € M3(K): MT = M} est un espace vectoriel, et en déterminer une base.

m Intersection et somme de sous-espaces vectoriels

Si Fi et F5 sont des sous-espaces vectoriels de F, alors Fy N F5 est un sous-espace vectoriel de E. De plus, 'intersection
d’un nombre quelconque de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 2.

Il est erroné en revanche de penser que la réunion de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel. Il suffit
pour s’en convaincre de prendre par exemple deux droites vectorielles de R? : Vect((1,0)) et Vect((0,1)) : la somme
d’un élément de la premiére droite et d’un élément de la seconde n’est pas élément de la réunion qui n’est donc pas
stable par somme (ni par combinaison linéaire).

Remarque 3.
Soit n € N*. On déduit alors directement des exemples [6] que tout sous-ensemble de K™ défini par un systéme d’équations
cartésiennes homogénes est un sous-espace vectoriel de K.

Définition 10.
Soit p € N* et (F1,. .., F,) une famille de sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de Fi, ..., F),, et 'on note
Fy 4 --- + F,, 'ensemble défini par:

Fi+- 4+ Fy={ui+ - +uy Yie[lp], v € F}.

Soit p € N* et (Fh, ..., F}) une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors F; + - - - + F}, est un sous-espace vectoriel
de F.

Définition 11. Somme directe
Soit p € N* et (F1,..., F)) une famille de sous-espaces vectoriels de E. On dit que Fi, ..., F, sont en somme directe

si tout vecteur de F; + - - -+ F}, s’écrit de maniére unique comme somme de vecteurs appartenant aux Fj, c’est-a-dire:

Fi+---+F, directe &Vue Fi+-- -+ F,, 3 (u1, ..., up) EF1 X - X Fp u=u1+- - -+up.

p
Dans ce cas, la somme de F1,..., F), seranotée F1 @ ---® F), = @Fl au lieu de Fy + --- + F),.
i=1

Remarque 4.

Soit (eq,...,e,) une base de E. On a alors E = @Vect (e;) .
i=1

Les sommes directes de deux sous-espaces se caractérisent comme suit.

Soient Fy, Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Alors la somme Fy + F5 est directe si et seulement si Fy N Fy = {0g}.

Dans le cas général, on ne dispose que du résultat suivant.

Une somme de sous-espaces vectoriels est directe si et seulement si le vecteur nul se décompose de fagon unique dans
celle-ci.

On a enfin la notion de couples de sous-espaces supplémentaires.
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Définition 12. Sous-espaces supplémentaires

Soient F, 5 deux sous-espaces vectoriels de . On dit que Fy et F5 sont supplémentaires dans F si leur somme est
directe et vaut F, c’est-a-dire si £ = F; @ F5. En d’autres termes:

EF=F&F < VUEE,H!(ul,’U,Q)EFl X Fy, u=uy + us.

C’est-a-dire que F} et F5 sont supplémentaires dans E si et seulement si tout vecteur de F s’écrit de maniére unique
comme somme d’un vecteur de F; et d’un vecteur de F5

X Soit P (resp. I) ensemble des fonctions f : R — R paires (resp. impaires). Alors RE = P @ I.

X Soit (u,v) une base de K2. On a alors Vect (u) @ Vect (v) = K2 donc Vect(v) est un supplémentaire de Vect(u).
Mais comme (u,u + v) est encore une base de K2, Vect(u + v) est un autre supplémentaire de Vect(u). En
particulier, il n’y a pas unicité du supplémentaire.

On utilisera donc un pronom indéfini pour parler d’un supplémentaire.

Dimension d'un espace vectoriel

/AW Définition et theoreme fondamental

Définition 13.

On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie lorsqu’il admet une base de cardinal fini.
Dans le cas contraire, il est dit de dimension infinie.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les bases de F sont finies et ont méme nombre de vecteurs.
On appelle alors dimension de E, et 'on note dim(E) (ou dimg(F)), le nombre de vecteurs d’une base de E.

1z Dés qu’on est en mesure d’expliciter une base d’un espace vectoriel, on peut en déduire sa dimension.

i. L’espace vectoriel trivial {0} est de dimension 0.
. dim(K") = n.
iii. dim(M,, ,(K)) = np.
. dimK,[X]=n+1.
v. Soit w € R*. L’ensemble des solutions de 3" + w?y = 0 est de dimension 2.
vi. dimg(C) =2 et dimc(C) = 1.

i. Soit u € E, tel que u # 0. Alors Vect (u) = {\u: A € K} est appelé la droite vectorielle de E engendrée par u ;
c’est un espace vectoriel de dimension 1.

ii. Soient u et v deux vecteurs non colinéaires de E. Alors Vect(u,v) = {\u + pv : (A, ) € K2} est appelé le plan
vectoriel de FE engendré par u et v ; c’est un espace vectoriel de dimension 2.

Exercice 8.

Montrer que Vect(cos, sin) est un espace vectoriel de dimension 2.

Le théoréme de la base incompléte et ses conséquences

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ une famille libre finie de vecteurs de E et G une famille génératrice
finie de vecteurs de E. Alors E admet une base B obtenue a partir de £ en ajoutant des vecteurs de G.

Exercice 9.
Donner une base de K* contenant les vecteurs (1,1,0,—1) et (1,—1,0,1).
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Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors :

i. Toute famille libre finie peut étre complétée en une base finie de FE.
1. De toute famille génératrice finie, on peut extraire une sous-famille qui est une base finie de F.

15 Le point ii. ci-dessus est appelé le théoréme de la base extraite (ou base trop pleine).
Le résultat ci-dessous indique que les bases sont a la fois les familles libres mazimales et les familles génératrices minimales.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et F une famille finie de vecteurs de FE.

X 4. SiF est libre, alors card(F) < n.
it. Si F est libre, alors F est une base si et seulement si card(F) = n.

X 4. Si F est génératrice, alors card(F) > n.
it. Si F est génératrice, alors F est une base si et seulement si card(F) = n.

Preuve. Résulte des théoréemes de la base incompléte et de la base extraite. O

Remarque 5.
Par contraposition, on déduit directement de i) et de 7):

X Si card(F) > n, alors F est liée.
X Si card(F) < n, alors F n’est pas génératrice.

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n et F une famille finie de vecteurs de E. Si deux des assertions suivantes
sont vérifiées :

i. JF est libre;
1. F est génératrice;
iii. card(F) = n;

alors la troisiéme assertion est également vérifiée, et F est une base.

1= Pour montrer qu’une famille de vecteurs forme une base d’une espace vectoriel (dont on connait déja la dimension), on
montre souvent qu’elle est libre et on conclut par une phrase rigoureuse expliquant que cela suit car la famille "a le bon
nombre de vecteurs".

Exercice 10.
Soit n € N*. Montrer que la famille (1, X + 1, (X + 1), ..., (X + 1)") forme une base de K, [X].

%3 Espaces vectoriels de dimension infinie

Les notions de famille libre ou génératrice se généralisent aux familles infinies de vecteurs.

Définition 14.
Soit I un ensemble infini, F = (u;);cr une famille de vecteurs de E. On note P¢(I) 'ensemble des parties finies de I.

i. On dit que la famille F est libre si toute sous-famille finie de F est libre, c’est-a-dire si :

VT € Pi(I), V(\j)jes €K7, [ Nuj =0p < Vje A =0
jeJ
7. On dit que la famille F est génératrice de F si tout vecteur z de F s’écrit comme une combinaison linéaire d’un
nombre fini d’éléments de la famille F, c’est-a-dire si :
Vz € E, 37 € Pe(I), ANy)jes €K7, 2 =) Mu;.
Jje€J

i71. On dit que la famille F est une base de F si elle est a la fois libre et génératrice de E.
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La famille (X*);>0 est une base de K[X], appelée la base canonique de K[X].

K[X] est un espace vectoriel de dimension infinie.

Preuve. Si tel n’était pas le cas, alors toute famille libre de K[X] aurait moins de n = dim K[X] éléments, ce qui contredirait
le théoréme précédent. O

Soit I un intervalle véritable de R. Alors K’ est un K-espace vectoriel de dimension infinie.

La définition suivante et le théoréme associé sont souvent utiles pour montrer qu’une famille de polynémes est libre.
Définition 15. Famille de polynomes échelonnée
Soit n € N et (Py)ogk<n une famille de K[X]. On dit que (Px)ogk<n €st échelonnée si

—oo < deg Py <degP; < --- < degP,.

X La base canonique de K[X] est échelonnée.
X La famille (X + 1)*)x>0, de 'Exercice , est échelonnée.

Soit n € N et (Py)gen une famille de K[X].

i. Si (Pr)ogk<n €chelonnée, alors (Py)ock<n est libre.
it. SiVk € [0,n],deg P, =k, alors (Px)o<k<n est une base de K,,[X].
iii. SiVk € N, deg P, = k, alors (Py)ken est une base de K[X].

Remarque 6.

Il est erroné de croire que toute base de K[X] est une famille échelonnée: X, X + 1 forment par exemple une base
de Kl [X ] 0

/YAl Croissance de la dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :

7. I est de dimension finie.
it. dim(F) < dim(FE).
iti. dim(F) =dim(F) < F =F.

Ce résultat est analogue a un résultat sur le cardinal des ensembles finis.
= En pratique, pour montrer que deux sous-espaces vectoriels sont égaux, il suffit de démontrer que I'un est inclus dans
l'autre, puis de vérifier qu’ils ont méme dimension.

/A3l Dimension et somme de sous-espaces

[Somme (directe) et dimension] Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels

de E en somme directe. On a alors
dim (F @ G) dim(F') + dim(G).

Plus généralement, on a la formule suivante.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de . On a alors
dim (F 4+ G) = dim(F) + dim(G) — dim (F N G) .
On observe que la formule ci-dessus est analogue a card (AU B) = card (A) + card (B) — card (AN B).
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Définition 16.
Soient F = (fi)icr et F' = (f;")jes deux familles de vecteurs de E telles que les ensembles d’indices I et .J sont disjoints
(i.e. INJ =10). Pour k € I U.J, on pose :
N fe, sikel
e = 1), sikeld
On appelle alors réunion disjointe des familles F et 7', et on note F U F’, la famille (gx)rerus. Intuitivement, la
réunion disjointe de familles correspond a leur concaténation (ou juxtaposition).

On définit de méme 'union disjointe d’un nombre fini quelconque de familles.

P
Soit p € N* et (Fy, ..., F,) une famille de sous-espaces vectoriels de E tels que E = @Fl

i=1
Alors toute union disjointe de bases de Fi, ..., F), est une base de E. Cette base est dite adaptée & la décomposition

E = éF
=1l

P
Soit p € N* et (Fi, ..., F)) une famille de sous-espaces vectoriels de E tels que E = @FZ
i=1
P
Alors dim E = Z dim F;.
i=1
Preuve. Résulte directement des théorémes 20Q] et O

1z Dans le cas particulier d’une somme de deux sous-espaces, la réciproque du théoréme [20| est au programme.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F}, F5 deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F; et Fy sont
supplémentaires dans F si et seulement si I'union disjointe d’une base de F; et d’une base de F5 est une base de E.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. On a alors les résultats suivants.

i. F' admet au moins un supplémentaire dans FE.
1. Tous les supplémentaires de F' dans F ont la méme dimension, égale a dim(E) — dim(F).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Si deux des assertions
suivantes sont vérifiées

i. FNG={0g}
ii. F+G=F
iii. dim(F) + dim(G) = dim E

alors la troisiéme assertion est également vérifiée, et alors les sous-espaces F'; G sont supplémentaires dans F.

Exercice 11.
Vérifier que F' = {(z,y,2) € R® : 2+ y+ 2 =0} et G = Vect(1,1,1) sont supplémentaires dans R3.

/X3 Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 17. Rang d’une famille finie de vecteurs
Soit F une famille finie de vecteurs de E. On appelle rang de F, et on note rg (F), la dimension du sous-espace
vectoriel VectF.

En d’autres termes, on pose
rg (F) = dim (VectF) .



12 Espaces vectoriels et applications linéaires

Exercice 12.
Soit (u,v) une base de R2. Calculer le rang de (u,v,u + v).

= Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension de I’espace que cette famille engendre.
La caractérisation suivante est aussi fréquemment utile que la définition.

Le rang d’une famille finie de vecteurs est égal au cardinal de sa plus grande sous-famille libre.

Preuve. Posons F' = Vect(u1, ..., up). Puisque la famille u1, ..., u, génére F', sa plus grande sous-famille libre est une base
de F' (par le théoréme de la base extraite), et le cardinal de cette derniére est donc égal & dim(F') =rg (uq,...,up). O
1w Pour calculer le rang d’une famille finie F = (uq,...,up) :

X on commence par regarder si elle est libre ou pas.

X Sinon, on retire un vecteur qui est combinaison linéaire des autres.
Si la famille obtenue n’est toujours pas libre, on en retire encore un vecteur etc...
Ce faisant, on calcule une base du sous-espace vectoriel Vect(uq, ..., u,) en utilisant la méthode de la base extraite.
De maniére duale, on peut également employer la méthode de la base incompléte et, partant de la famille @, rajouter
des vecteurs de F tant que cela donne encore une famille libre.

Notion d’hyperplan

Définition 18. Hyperplan
On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel de E admettant une droite pour supplémentaire.

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' est un hyperplan
de E si, et seulement si dim(F) =n — 1.

X Dans R? les hyperplans sont des plans vectoriels, et dans R? les hyperplans sont des droites vectorielles.
X Pour tout n € N*, K,,_1[X] est un hyperplan de K,,[X].
X FF={P € K[X]; P(0) =0} est un hyperplan de K[X].

“ Notion d’application linéaire

Dans la suite de ce chapitre, les lettres E, F' désigneront (sauf mention contraire) des K-espace vectoriels.

m Définition, caractérisation et exemples

Définition 19. Application linéaire, morphisme
Soit f : E— F une application. On dit que f est une application linéaire de F dans F', ou un morphisme d’espace
vectoriels entre F et F, si elle vérifie les propriétés suivantes.

i Y(z,y) € B% f(z+y)=f(z)+f(y).
. Ve e EVYAEK, f(A-x2)=A-f(z).

Définition 20. Types de morphismes

X On appelle isomorphisme de E dans F toute application linéaire bijective f : E — F.
X On appelle endomorphisme de E toute application linéaire f : E — E.
X On appelle automorphisme de FE toute application linéaire bijective f : E — E.
X On appelle forme linéaire de E toute application linéaire f : F — K.
L’ensemble des formes linéaires sur E est noté E*.

= On note L(E, F) I'ensemble des morphismes de E dans F, L(E) 'ensemble des endomorphismes de E et GL(E)
I’ensemble des automorphismes de E.
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Soit f € L(E, F). Un sous-espace vectoriel A de FE est dit stable par f si et seulement si f(A) C A.
Dans ce cas, 'endomorphisme f4 : x € A+ f(z) € A est un endomorphisme de A, appelé endomorphisme induit
par f dans A.

On a la caractérisation suivante des applications linéaires.

Soit f : E — F une application. Alors f € L(E, F) si et seulement si
V(u,v) € E2Y(\ 1) € K?, f (Mu+ o) = Af (u) + pf (v).
Les applications linéaires entre deux espaces vectoriels F et F' sont donc les applications dont ’action est compatible avec

la structure d’espace vectoriel: une combinaison linéaire est transformée en une combinaison linéaire. On peut ainsi étudier
ces applications en utilisant les outils de ’algébre linéaire.

X Quel que soit I'espace vectoriel E, 'application identité idgp : E — FE, x —— x et 'application nulle
Og(py: E — E, © — Og sont des endomorphismes de E.

X Soit A € K*. L’application H : E — FE, x — A -z est un automorphisme de FE, appelé 'homothétie
vectorielle de rapport A\. On la note AidFE.

X L’application de K2 dans K? définie par ¢ : (z,y) — (z + 3,z — y,) est linéaire.

X Soit I un intervalle véritable de R. L’application D : C**1(I) — C*(I), f+—— f’ est linéaire.

b
X Soient a < b des réels. L’application ¥ : C%([a,b]) — R, f+— / f(z)dz est linéaire.
X L’application de K[X] dans K[X] définie par ¢ : P+ X?P — X P’ est linéaire.
X Soit n,p > 0 entiers. L’application 7 : M +— M7T est un isomorphisme de M,, ,(K) vers M,, ,,(K).

X L’application shift : RN — RN (u,,)pnen — (Unt1)nen est linéaire.

Soit f : E — F une application linéaire. On a les résultats suivants.

i. f(0g)=0p.
it. Soit n € N*. Pour tout (z1,...,2,) € E™ et (A1,...,Ap) € K" on a f <Z /\izi> =30 NS ().
i=1

Remarque 7.

L’image du vecteur nul (de lespace de départ) est toujours le vecteur nul (de I’espace d’arrivée), mais ces deux vecteurs
n’ont pas nécessairement la méme nature.

Soient E, F, G des K-espaces vectoriels, ainsi que (f1, f2) € L(E, F)? et (g1,92) € L(F,G)%. On a:
(Gr1+g)ofi=gqrofitgaofi et gio(fit+fo)=g10fi+gi0fo
Ce théoréme montre que la compostion est distributive par rapport a 'addition. Pour cette raison, la composée de deux
morphismes go f est parfois notée gf, a la maniére d’un produit; néanmoins, la composition n’est pas commutative, puisque

go f et fogsont en général distincts.
Par ailleurs, la notation f™ désigne f composée n fois avec elle-méme : f* = fo fo---0o f.
—_—

n fois
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m Noyau et image d’une application linéaire

Définition 21. Image et noyau
Soit ¢ : E — F une application linéaire.

i. On appelle noyau de ¢ I'ensemble défini par Ker(¢) = {z € E: p(z) =0p} = ¢ ! ({0r}).

it. On appelle image de ¢ ’ensemble défini par Im(p) ={y € F: Iz € E,y = p(z)} = {p(z) : z € E} = o(E).

Soit ¢ : E — F une application linéaire. Alors :

i. Ker(y) est un sous-espace vectoriel de E ;
7. Imyp est un sous-espace vectoriel de F'.

i Ce résultat est trés utile afin de reconnaitre directement des sous-espaces vectoriels. Dés qu’on peut écrire un ensemble
comme image ou noyau d’une application linéaire, c’est automatiquement un (sous-) espace vectoriel!

Exercice 13.

Soient a, b, ¢ des réels. Montrer que 1’ensemble des solutions & valeurs dans R de I’équation différentielle ay” + by’ +cy =0
est un R-espace vectoriel.

Soit ¢ : E — F une application linéaire. On a les résultats suivants:

i.  est surjective si et seulement si Im(p) = F.
ii. @ est injective si et seulement si Ker(p) = {0g}.

m Notion d’équation linéaire

Définition 22.

On appelle équation linéaire d’inconnue z € E toute équation de la forme f(z) = yo, ou f : E — F est une
application linéaire et yg € F.

X Toute équation différentielle du type ¢’ + a(x)y = b(x) est une équation linéaire.
X Tout systéme linéaire de n équations & p inconnues est une équation linéaire au sens de la définition ci-dessus.

Soit f € L(E,F),yo € F et f(z) = yo une équation linéaire. Si 1 est une solution particuliére de cette équation, alors
I’ensemble S de toutes ses solutions vérifie:

S ={z1 +u; ueKer(f)}.

X La solution générale d’une équation différentielle est égale & la somme d’une solution particuliére de I’équation,
et de la solution générale de ’équation homogéne associée.

X La solution générale d’un systéme linéaire est égale a la somme d’une solution particuliére du systéme, et de la
solution générale du systéme homogéne associé.

WAl Caractérisation des isomorphismes, isomorphisme fondamental

Définition 23.
Soit & = (eq,...,e,) une famille finie de vecteurs de E et f € L(E,F). La famille (f (e1),..., f(en)) est appelée
I’image de £ par f et est notée f (£).
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Soient E, F deux K-espaces vectoriels tel que F soit de dimension finie, £ une famille finie de vecteurs de E et
fEeL(EF). Si € génére E, alors f (€) génére Im(f).

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E, F'). On a les résultats suivants.

i. f est bijective si, et seulement si, 'image par f de toute base de F est une base de F.
1. f est bijective si, et seulement si, il existe une base de E dont 'image par f est une base de F.

On en déduit les résultats suivants.

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Il existe un isomorphisme entre F et F si et seulement si
dim(F) = dim(F). En particulier, tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™.

Si I'on dispose d'un isomorphisme entre K" et KP?, alors n = p. Il n’existe par exemple pas d’isomorphisme f : K3 — K2.

Exercice 14.

n—1
Soit n € N*. Montrer que lapplication ¢ : R,,_1[X] — R", Z apX"® — (ag,...,a,_1) est un isomorphisme.
k=0
m Rang d’une application linéaire
Définition 24. Rang d'une application linéaire
Soit f € L(E,F). Si Im(f) est de dimension finie, on appelle rang de f, et 'on note rg(f) la dimension de Im(f),

c’est-a-dire

rg(f) = dim(Im(f)).

Soit f € L(E,F), et (e1,...,ep) une base de E. On a alors:

i 18(f) =18 (f (1) - .-, £ (€)):
1. rg(f) < min(dim(F), dim(F)).

Soient E et F' des espaces vectoriels tels que E est de dimension finie, et f € L(E, F'). Alors on a
dim(Ker(f)) + rg(f) = dim(E).

Remarque 8.

SO o o a a 5 P 0 G
2% Attention, il est erroné de penser que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires. Déja car ce ne sont a priori pas des
sous-espaces du méme espace vectoriel, mais méme si f est un endomorphisme ce résultat n’est pas vrai en général.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et f € L(E). On a alors les équivalences suivantes:

f injective <= f surjective <= f bijective.

Remarque 9.

Ce résultat n’est pas vrai dans le cas d’une application linéaire quelconque. Par contre, il reste valable dans le cas ou
f € L(E,F) avec dim(E) = dim(F).

1 Pour montrer qu'un endomorphisme est un automorphisme, il suffit de vérifier son injectivité ou sa surjectivité, mais il
est inutile de vérifier les deux.
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m Propriétés des hyperplans

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et H C E. Alors H est un hyperplan de E si et seulement si H est le
noyau d’une forme linéaire ¢ : £ — K non nulle.

Soit, E' un K-espace vectoriel de dimension finie n, B une base de celui-ci, et H C E. Alors H est un hyperplan de E si
et seulement si il existe (ai,...,a,) € K"\ {(0,...,0)} tels que H admette pour équation ajxy + - -+ + anz, = 0 dans
la base B.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. L’intersection de p hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de
dimension supérieure & n — p.
Réciproquement, tout sous-espace de dimension n — p est 'intersection de p hyperplans.

Considérons un systéme linéaire homogéne a p équations et n inconnues. L’ensemble S des solutions associé est alors
un sous-espace vectoriel de K", qui s’écrit comme intersection de p hyperplans (chacune des équations du systéme
caractérise un hyperplan): S est donc de dimension supérieure a n — p.

En particulier, ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne a deux équations et trois inconnues est soit une
droite, soit un plan soit K2 tout entier.

n Projecteurs et symétries

m Les projecteurs vectoriels

Définition 25. Projecteur

Soient F}, F5 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. On appelle projecteur sur F} parallélement a
F, Papplication p : E — E définie p(u; + u2) = up pour tout (uj,us) € Fy X Fy.

Cette définition a bien un sens puisque E = F; @ F5, donc pour tout u € E, il existe un unique couple (u1,us) € Fy x Fy
tel que u = uq + us.

Exercice 15.

Soit E un espace vectoriel, et F, Fy deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. Soit p (resp. ¢) le projecteur
sur Fy parallelement & I (resp. sur Fy parallélement & Fy). Montrer que p + ¢ = idg et pg = qp = Oz (p).

Soient Fi, F5 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. On note alors p le projecteur sur F} parallélement
a Fy. On a les résultats suivants:
i. pe L(E);
W. pop=p;
iti. Fy = Ker(p);
w. Fy =Im(p);
v. Im(p) = Ker(p — idg).

1w Le point v. ci-dessus assure que x € F si et seulement si p(x) = x pour tout x € E.

Réciproquement, on a le résultat suivant.

Soit p € L(E) tel que pop = p. Alors Im(p) et Ker(p) sont supplémentaires dans E, et p est le projecteur sur Im(p)
parallélement a Ker(p).

= Les projecteurs sont donc les endomorphismes f caractérisés par la relation fo f = f.
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m Les symétries vectorielles

Définition 26. Symétrie vectorielle

Soient F7, Fy deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. On appelle symétrie par rapport a Fj et
parallélement a F5 Papplication linéaire s : E — E définie par s(u; + uz) = u1 — ug pour tout (ug,us) € Fy x Fh.

Soient F7, Fp deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. On note p le projecteur sur F; parallélement a Fy
et s la symétrie par rapport & F} parallélement & F5. On a alors s = 2p — idg.

Soient Fi, F» deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. On note alors s la symétrie par rapport a Fj
parallélement & F5. On a les résultats suivants:
i. s € L(B);
ii. s2 =idg;
iii. Fy = Ker(s —idg);
iv. Fy = Ker(s + idg).

1w Le point 4ii. ci-dessus assure que = € F} si et seulement si s(x) = « pour tout x € E.
Le point 4v. ci-dessus assure que x € Fy si et seulement si s(x) = —x pour tout z € E.

Réciproquement, on a le résultat suivant.

Soit s € L(E) tel que s? = idg. Alors Ker(s — idg) et Ker(s + idg) sont supplémentaires dans F, et s est la symétrie
sur Ker(s —idg) parallélement a Ker(s +idg).

= Les symétries sont donc les endomorphismes f caractérisés par la relation f o f =idg.

X Soit n € N*. L’endomorphisme 7 : M +— M7 de M,,(K) est la symétrie par rapport a S, (K) parallélement &
A, (K).

X Soit o la fonction définie sur R par o(z) = —x. L’endomorphisme ® : f — f oo de R¥ est la symétrie par
rapport & I’ensemble des fonctions paires, parallélement & I’ensemble des fonctions impaires.

m Famille de projecteurs associée a une decomposition en somme directe

Définition 27.

n

Soit n € N* et (Fy,. .., F,) une famille de sous-espaces vectoriels de E tels que E = @ Fy.
k=1

n
Pour tout 4 € [1,n], on note p; le projecteur sur F; parallélement a EBFk.

k=1
ki

n

La famille (p;)1<i<n est appelée famille des projecteurs associés a la décomposition £ = @ Fy.
k=1

Si les F; sont tous des droites vectorielles, alors ils correspondent aux axes d’un repére, et les p; sont ainsi les projections
Sur ces axes.

Avec les notations de la Définition ,ona:

. p1+ -+ pn =idE;
i. p; opj = Oz gy si i # j sont des entiers dans [1,7].
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Exercices - Travaux diriges

Exercice 16.

Soit F est un espace vectoriel (eq, ..., e,) une base de celui-ci, ou n € N*. Est-ce que (e1,e1 + e2,e1 +€3,...,e1 + €5,)
est encore une base de E7?

Exercice 17.
Soit n € N*. Déterminer si les familles suivantes sont libres dans F = RE.

1. (fl,"-afn) ou fk . ‘T*—>Sin(1'+k').
2. (915, 9n) O gk : T > cos(kx).

Exercice 18. Polynomes d’interpolation de Lagrange
Soient n € N et ag, ..., a, des éléments de K deux & deux distincts. Pour tout & € [0,n], on pose
1 n
Li(X) = 5 % [[(X — ay).
[T —a) 3
=0
itk

1. Montrer que pour tout k # j dans [0,n]: Ly € K, [X], Li(ar) =1 et Li(a;) = 0.

2. Montrer que Lg, L1, ..., L, forment une base de K,[X] composée de polynomes de degré n.

3. Déterminer les coordonnées d’un polynéome P € K,,[X] dans cette base.

On en déduit que, pour tout n € N et (ag,...,a,) € R"™L et pour toute fonction f : R — R, il existe un unique
polynome P de degré inférieur ¢ n qui prenne les mémes valeurs que f en ag,...,a,. Cela permet par exemple de
calculer des valeurs approchées d’intégrales.

Exercice 19.

Les ensembles F' suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel E considéré ?
1. E=C[X] et F={P e C[X]| P(0)=1}.

2. E=R[X]et F={P eRs[X]| P(2) =0}.

3. E=RFet F={f € E| f minorée }.

4. E=REet F={fcE| f paire }.

Exercice 20.

1. Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels, puis donner pour chacun d’eux une base et la dimension.

. E={(a—0b,b2a,a+0b) €K% (a,b) € K?}.

. F={z— X pln(x) +ve®; (A pu,v) € R3}.

. G = Vect{(1,-2,1), (~1,1,-1),(0,1,0)}.

CH={(z,y,2,t) EK* 2 —y+22+2t=0et x+ 2+t =0}

Qo T

2. Déterminer une (ou des) équation(s) cartésienne(s) de 'ensemble E.

Exercice 21.
Montrer que : Vect ((1,1,0);(1,2,1)) = {(z,y,2) e R* | —z+y—2=0}.

Exercice 22.

Les ensembles F' suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de référence ? Si oui en déterminer
une base et la dimension.
1. F={(a,a+b,a—1,b) € R* | (a,b) € R?}.
. G={aX +2(a+b)X?+ (a—b)(X —1)? € R[X] | (a,b) € R?}.
r+y+z2z2=0
A= {(z,y,z) € R% { m+gy+3220 }
. I ={f:2+ ach(z) + bsh(z) + ce”; (a,b,c) € R?}

= W N
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Exercice 23.

Soient a, b et ¢ des réels. On considére les matrices de M3 (R) suivantes:
1 00 0 0 1 010 a b c

I=]1 0 10 J=1 0 1 0 A= 1 0 1 et F=<M=|b a+c b]: abceR
0 0 1 1 00 01 0 c b a

1. Montrer que F est un espace vectoriel.
2. Exprimer A% comme combinaison linéaire de I, A et J puis montrer que : F = Vect (I VA, Az).

3. La famille (I VA, A2) est-elle libre ?

Exercice 24.
1 2 3

Soient A=10 1 2| et F={MeM3R): AM =MA}.
0 0 1

1. Montrer que F est un espace vectoriel.
2. Déterminer une base B de F ainsi que la dimension de F'.
3. a. Montrer que, pour tout n € N, A™ € F.
b. Aprés avoir vérifié que la famille ci-dessous formait une base de F', déterminer les coordonnées de A™ dans celle-ci.

01 0 0 0 1
L {oo 1]:(o 0 0

0 0 O 0 0 O
4. Soit G = {M € M3(R): "AM = M'A}.

a. Montrer que M € G & 'M € F.

b. En déduire une base de GG ainsi que sa dimension.

Exercice 25.

Pour 0 < k < n, on note Py(X) = X*¥(1 — X)"*. Le but de 'exercice est de démontrer que la famille (P, ..., P,)
forme une base de R, [X].

1. Quel est le terme de plus bas degré de Py 7
2. On suppose que la famille (Py, P, ..., P,,) est liée.
a. Justifier qu'il existe (A1,...,A\p) € R™ \ {Ogn} tel que

Z AiPi(X) = 0.
=0
b. Justifier que 'ensemble A = {k € [0;n] : Ap # 0} défini ci-dessous est non vide,

c. On pose alors kg = min{k € A}. Quel est le terme de degré ky dans Z ANPi(X) 7
i=0
d. Conclure.

Exercice 26.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, et H un hyperplan de F. Montrer qu’il existe une base de E dont tous
les éléments sont dans E \ H.

Exercice 27.

On pose F = {(x,y,2) €R3; 20 —y+ 2 =0} et G = {(a+b,2a + b, —a); (a,b) € R?}.

1. Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels de R?, et en donner des bases.
Sont-ils supplémentaires dans R3 ?

2. Déterminer une équation cartésienne de G.

3. Montrer que D = F N G est une droite vectorielle, en donner un systéme d’équations et une base.
4. Soit D' = Vect((1,1,1)). Compléter D’ en un supplémentaire de D dans R3.

Exercice 28.

Soit € R. Pour tout P € Ro[X], on pose ¢(P) = (X2 +1)P' — (2X — o) P.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ro[X].

2. Déterminer, selon «, le rang de .
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3. Lorsque rg(p) # 3, donner une base de Ker(yp) et une base de Im(y). Montrer que ces deux sous-espaces sont
supplémentaires dans Ro[X].

Exercice 29.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € £ (E) tel que f2 + 2f — 3idg =0 (x).

1. Montrer qu'’il existe deux homothéties, et deux seulement, vérifiant (x).
2. Montrer que f € G1(E).
3. Montrer que F = Ker (f —idg) @ Ker (f + 3idg).

Exercice 30.

Soient £ =R [X], a: E - B L(E) — L(E)

P —~ XP ety: u — wuoa—aou

1. Montrer que a est un endomorphisme de E. Est-il injectif 7 Surjectif 7
2. Montrer que ¢ est un endomorphisme non injectif de £ (FE).
3. En écrivant une relation entre u (X™), u (X™*1) et ¢ (u) (X™), montrer que ¢ est surjectif.

Exercice 31.

Soit ¢ l'application définie sur Ro, 1 [X] par ¢ (P) : ¢ — P (t) dxt.

—T

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry, 41 [X], puis déterminer Ker(p) et Im(p).
2. En déduire que ¢ est nilpotent d’indice 2 (c’est-a-dire que ¢ # 0 et p? = 0).

Exercice 32. Indice maximal de nilpotence
Soient E un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de F non nul et nilpotent (c’est a dire qu'il existe
k € N* tel que f* = 0z(g))- On note p I'indice de nilpotence de f, c’est a dire

p=inf{k e N*: f*=0,p)}
1. Montrer qu’il existe un vecteur u (non nul) tel que la famille (u, f(u), ..., fP~*(u)) est libre.
2. En déduire que p < n.

Exercice 33.
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Soit f € L(E,F) et g € L(F,G).

1. Montrer 'équivalence : go f =0 <= Im(f) C Ker(g).
2. Comparer, pour 'inclusion, Ker(g o f) et Ker(f).
3. Comparer, pour U'inclusion, Im(g o f) et Im(g).

Exercice 34.
Soit F un espace vectoriel, et p, g deux projecteurs de E.

1. Montrer pog=p <= Ker(q) C Ker(p).
2. Montrer gop =p <= Im(p) C Im(q).

Exercice 35.
Soient E un espace vectoriel, et p, ¢ deux projecteurs de F.

1. On suppose po g = qop = 0. Montrer que p + ¢ est un projecteur.

2. Réciproquement, on suppose que p + ¢ est un projecteur.
a. Montrer pog= —qop.
b. En déduire pogop=0puispog=qop=0.

3. On suppose que p + ¢ est un projecteur. Montrer alors les relations Im(p + ¢) = Im(p) 4+ Im(q) et
Ker(p 4 q) = Ker(p) N Ker(q).
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