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Sujet OB-AL-1

—+oo
1. Justifier la convergence et déterminer la valeur de l'intégrale u,, = / t"e~t dt,n € N.
0

+oo
2. Soit E = R[X]. On pose Fp(z) = / (t* + 4zt + 2*) P(t)e " dt et ¢ : P —> Fp.
0

a. Montrer que ¢ € Z(E) et déterminer sa matrice dans la base canonique de E.
b. ¢ est-il bijectif? diagonalisable ?
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Oraux - Algébre

Solution du sujet OB-AL-1: Math Il 2024

1.

On a fait ce calcul 100 fois. La convergence de chaque intégrale se montre car t"e~! = o(1/t?), lorsque t — 400 (et
une comparaison - pour des fonctions a valeurs positives - & une intégrale de Riemann convergente). Une IPP permet
d’obtenir u,+1 = (n + 1)u, et comme ug = 1, une récurrence permet de montrer que u,, = n!.

2. a. Fp s’écrit comme combinaison d’intégrales convergentes. Plus précisément, pour P € E, t +— (t? + dat + 22) P(t) est

une fonction polynémiale de degré 4 et pour la raison citée a la question précédente, Fp est donc bien défini.
En observant que

—+oo —+oo +oo
Fp(z) :/ tQP(t)e*tdt+4x/ tP(t)e*tdt+x2/ P(t)e tdt,
0 0 0

on a bien une expression polynomiale (en x) de degré 2 donc Fp € E. Reste a voir que c’est linéaire. Il suffit de voir
que, pour tout k € N,

+oo
P»—>/ t*P(t)etdt
0

est bien linéaire, ce qui est clair par linéarité de l'intégrale généralisée (toutes les intégrales sont convergentes).
De plus,

+oo +o00 +o00
(1) = / t2e7tdt + 4;10/ te tdt + z2 / e tdt = ug + duyx + ugz® = 2+ 4x + x2,
0 0 0
+oo +oo —+oo
o(X) = / e~ tdt + 41:/ t2etdt 4 22 / te~tdt = us + dusx + w22 = 6 + 8z + 22,
0 0 0

+o00 +oo +o0
p(X?) = / tre~tdt + 4x/ tde~tdt + 2? / t?e~tdt = uy + duzz + upa® = 24 + 24 + 227,
0 0 0

ce qui donne

2 6 24
A =Mat(p,B.)= |4 8 24
11 2
. On voit facilement que A est inversible donc ¢ est bijective (déterminant non nul ou bien noyau réduit au vecteur
nul).
On détermine les valeurs propres de cette matrice.
A—2 —6 —24 A—2 —6 —24
xa(A) = det -4 A-8 24 = 0 A—4 —4(\+4)
-1 -1 A-=2 -1 -1 A—2
A—2 —(4+ N —24
= 0 A—4 —4(A+4)
-1 0 A—2

A=22A=4) =4 (A +4)>+6(1—4))
A=2%(A—4) —4 (N + 14X - 8)
= N —12)%2 — 361+ 16

Il n’y a pas de racine évidente. On étudie alors la fonction pour compter le nombre de zéros.

La deérivée est 'y : t > 3(t? — 8t — 12) admettant pour zéros 4 + 24/7.... En remarquant que x4(0) > 0, xa(1) < 0)
puis x4(10) > 0, on dénombre (a l'aide du théoréme de la bijection appliqué sur chaque intervalle o x4 est
strictement monotone) 3 racines ce qui garantit que A (donc ) est diagonalisable.



