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Sujet OB-AL-2

Soit n ∈ N et E = Rn[X]. À tout polynôme P =

n∑
k=0

pkX
k de E on associe le polynôme

fn(P ) =

n∑
k=0

pn−kX
k.

1. Montrer que fn est un endomorphisme de E.

2. Écrire la matrice de fn dans la base canonique de Rn[X].

3. On note :
Sn = {P ∈ E | fn(P ) = P} et Tn = {P ∈ E | fn(P ) = −P}

a. Montrer que Sn et Tn sont supplémentaires dans E.
b. On note sn = dimSn et tn = dimTn. Exprimer sn et tn en fonction de n.
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Solution du sujet OB-AL-2 : Math II 2025

1. Il est clair que fn est à valeurs dans Rn[X], au vu de sa définition. Si P,Q deux polynômes tels que

P =

n∑
k=0

pkX
k, Q =

n∑
k=0

qkX
k

alors, pour λ ∈ R, le polynôme λP +Q s’écrit

λP +Q =

n∑
k=0

(λpk + qk)X
k =

n∑
k=0

rkX
k

avec rk = λpk + qk donc rn−k = λpn−k + qn−k et il suit que

fn(λP +Q) =

n∑
k=0

(λpn−k + qn−k)X
k = λ

n∑
k=0

pn−kX
k +

n∑
k=0

qn−kX
k = λfn(P ) + fn(Q),

et fn est bien linéaire : c’est un endomorphisme de Rn[X].

2. On peut réécrire fn(X) =

n∑
j=0

pjX
n−j , de sorte que, pour k ∈ J0, nK, fn(Xk) = Xn−k ce qui donne la matrice

An = Mat(fn,Bc) =


0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
...

... . .
. ...

...
0 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0


Observons que cette matrice est symétrique (réelle) donc diagonalisable.

3. Sn et Tn sont (respectivement) les sous-espaces propres de fn associées à 1 et −1.

a. On commence par montrer que la somme est directe, en montrant que l’intersection est réduite à 0. C’est assez clair.
Si fn(P ) = P = −P alors P = 0. On peut aussi citer le fait que deux sous-espaces propres associés à des valeurs
propres distinctes sont orthogonaux car la matrice est symétrique.

On peut observer aussi assez facilement que A2
n = In (de manière assez claire fn ◦ fn = Id) donc fn est une symétrie,

ses valeurs propres ne sont que 1 et −1, elle est diagonalisable, ce n’est ni l’identité, ni −Id, donc Sn et Tn ne sont
réduits au vecteur nul et ils sont bien supplémentaires.

b. On résout. Notons U = Mat(P,Bc).

AnU = U ⇐⇒ ∀k ∈
r
0,
⌊n
2

⌋z
, pk = pn−k

Distinguons deux cas :

7 Si n est pair (donc dim(Rn[X] = n+ 1 est impair), on a : dim(Sn) =
n

2
+ 1 et dim(Tn) =

n

2
.

7 Si n est impair (donc dim(Rn[X] = n+ 1 est pair), on a : dim(Sn) =
n+ 1

2
et dim(Tn) =

n+ 1

2
.


