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Sujet OB-AL-2

Soit n € N et E =R,[X]. A tout polynéme P = Zkak de F on associe le polynome
k=0

n
fa(P) =" pn_iX*.
k=0
1. Montrer que f,, est un endomorphisme de E.
2. Ecrire la matrice de f,, dans la base canonique de R, [X].

3. On note :
Sp,={PeFE| f(P)=P} e T,={PekFE]|f.(P)=
a. Montrer que S,, et T,, sont supplémentaires dans F.
b. On note s, = dim S, et t,, = dimT,,. Exprimer s,, et t,, en fonction de n.

,P}
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Solution du sujet OB-AL-2 : Math Il 2025

1. Tl est clair que f, est a valeurs dans R,,[X], au vu de sa définition. Si P, @ deux polynomes tels que

n n
P=>"pmX" Q=) gx*
k=0 k=0

alors, pour A € R, le polyndéme AP + @ s’écrit
n n
AP+ Q= Z(/\pk- +qp) XF = ZT’ka
k=0 k=0
avec rp = Api + qr donc rp_p = Apn—k + qn—k et il suit que

FaQP+Q) = Wk + k) XF =AY pu b X5+ qu s X5 = Mu(P) + [n(Q),

k=0 k=0 k=0

et f, est bien linéaire : c¢’est un endomorphisme de R, [X].
n

2. On peut réécrire f,(X) = ijX"*j, de sorte que, pour k € [0,n], f,(X*) = X"~* ce qui donne la matrice

=0
0 0 0 1
0 0 1 0
A, :Mat(fnal%)c) =1: . o
o1 --- 0 O
1 0 0 0

Observons que cette matrice est symétrique (réelle) donc diagonalisable.
3. S, et T,, sont (respectivement) les sous-espaces propres de f, associées a 1 et —1.
a. On commence par montrer que la somme est directe, en montrant que l'intersection est réduite a 0. C’est assez clair.
Si fn(P) =P = —P alors P = 0. On peut aussi citer le fait que deux sous-espaces propres associés a des valeurs
propres distinctes sont orthogonaux car la matrice est symétrique.
On peut observer aussi assez facilement que A2 = I,, (de maniére assez claire f,, o f,, = Id) donc f,, est une symétrie,
ses valeurs propres ne sont que 1 et —1, elle est diagonalisable, ce n’est ni I'identité, ni —Id, donc S, et T}, ne sont

réduits au vecteur nul et ils sont bien supplémentaires.

b. On résout. Notons U = Mat(P, 4.).

AU = U <« Vke [[0, gﬂ] . Dh = Pk
Distinguons deux cas :
X Sin est pair (donc dim(R,[X] =n + 1 est impair), on a : dim(S,) = % + 1 et dim(T,) = %
1 1
X Sin est impair (donc dim(R,[X] =mn + 1 est pair), on a : dim(S,) = n—2|— et dim(T,) = n—2|— .



