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Sujet OB-AL-3

Pour n > 3 on considére la matrice A,, = (min (¢, 5))1<i<n-

1<j<n
1. Déterminer le déterminant de As, puis de A,,.
1 n [ n 2
2. Soit X = : un vecteur. Montrer que X ' A4, X = Z Z Zp
T k=1 \p=Fk

3. Montrer que les valeurs propres de A,, sont réelles et positives.

4. A, est elle inversible 7 Si oui, calculer son inverse.
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Solution du sujet OB-AL-3 : Math 1 2017

1 1 1 1
1 2 2 ... 2
1. A, = (min(i,5))1<icn = 123 -+ 3 | Les opérations Ly +— Li — Ly_1, effectuées successivement pour
1 2 3 n
1 1 1 1
0 1 1 1
k=n,k=n—1,.. k=2 montrent que det A, =| 0 "-. . . i | pour tout n. On en déduit det A, =1 car
0 1 1
0 0 0 1
ce dernier déterminant est triangulaire supérieure.
1 1 1
. 1 si i<y . 1 :
2. Posons U = (u;;)1<i<n définie par u;; = { SLESJ , soit U = 0 , et montrons que A, = U ' U.
1<j<n 0 si2>7 SN
0o --- 0 1

n
En effet, le terme général de U U est bij = Z Ugitg;. Or ug; est nul dés que k > i et ug; est nul dés que k > j donc

k=1
min(4,5)
bij = Z UpiUg; = min (4, j) car ug; = ux; = 1 lorsque k& < min (4, j).
k=1

Onaalors XTA,X =X UTUX = (UX)" (UX) = |UX||” o ||| désigne la norme usuelle de R™.

D@
p=1

n

1+ X2+ ... +Tp Z‘Tp
o+ ...+T — 2
2 n p=2 n n
OrUX = : = , ce qui donne XTARX:HUXHQ:Z pr
Tn—1+Tn n k=1 \p=k
Ty, Z Zp
p=n—1

p=n
3. A, est symétrique réelle, donc diagonalisable dans R : ses valeurs propres sont toutes réelles.
Soit A une valeur propre de A, et X un vecteur propre associé¢. On a alors X '4, X = AX X =\ ||X||2 donc, avec ce
2
1UX]|
2 =Y
o X1
A,, est inversible puisque son déterminant est non nul. Il en découle que 0 n’est pas valeur propre, et donc les valeurs
propres sont strictement positives.
4. A,, est inversible comme on vient de le dire.
Les opérations L; +— L; — L;1 pour ¢ variant de 1 & n — 1 (dans ce sens) permettent de passer directement de U a I,,.
On a alors U~! transformée de I,, par la méme séquence d’opérations, ce qui donne

1 -1 0 - 0 2 -1 0 -+ O

qui précéde et puisque X # 0, A =



