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Semaine du 26 Mai

Sujet OB-AN-7

On pose f(x) =
+∞∑
n=0

unx
n, avec un =

∫ π
2

0

cos2n(t)dt.

1. Établir la relation 2(n+ 1)un+1 = (2n+ 1)un.

2. Trouver le rayon de convergence de
∑

unx
n.

3. Montrer que f est solution de 2(1− x)y′ − y = 0.

4. En déduire f(x) et un.



2 Oraux - Analyse

Solution du sujet OB-AN-7 : Math II 2022

1. Soit n ∈ N. On a :

un+1 =

∫ π
2

0

cos2(t) cos2n(t)dt =

∫ π
2

0

cos2n(t)dt︸ ︷︷ ︸
=un

−
∫ π

2

0

sin2(t) cos2n(t).

On pose u′(t) = sin(t) cos2n(t), v(t) = sin(t), u(t) = − cos2n+1(t)
2n+1 , v′(t) = cos(t). u, v ∈ C 1

([
0, π2

])
, donc, par intégration

par parties et linéarité, on a :∫ π
2

0

sin2(t) cos2n(t) =

[
− sin(t)

cos2n+1(t)

2n+ 1

]π
2

0︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2n+ 1

∫ π
2

0

cos2n+2(t)dt︸ ︷︷ ︸
=un+1

.

Donc un+1 = un − 1
2n+1un+1 et donc ∀n ∈ N, (2n+ 2)un+1 = (2n+ 1)un.

2. On pose an = unx
n. Pour x 6= 0, on a :

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = 2n+1
2n+2 |x| ∼+∞ |x|.

Par la règle de d’Alembert, si |x| < 1 alors
∑
unx

n est absolument convergente, et si |x| > 1 alors
∑
unx

n est
divergente. Donc le rayon de convergence de

∑
unx

n est RC = 1.

3. Ainsi, f est C∞ sur ] −1, 1 [ et, par dérivation terme à terme, on a :

∀x ∈]− 1, 1, f ′(x) =

+∞∑
n=1

nunx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)un+1x
n et

2(1− x)f ′(x)− f(x) = 2

+∞∑
n=0

(n+ 1)un+1x
n − 2x

+∞∑
n=1

nunx
n−1 −

+∞∑
n=0

unx
n

=

+∞∑
n=0

[2(n+ 1)un+1 − (2n+ 1)un]︸ ︷︷ ︸
=0

xn = 0.

Donc f est solution de (E) : 2(1− x)y′ − y = 0.

4. Sur ] − 1, 1 [, 1− x > 0 et (E) ⇐⇒ y′ − 1
2(1−x)y = 0, equation linéaire homogène d’ordre 1 dont la solution générale

s’écrit :
y(x) = Ce−

1
2 ln(1−x) = C(1− x)− 1

2 , avec C ∈ R

De plus, f(0) = u0 =
∫ π

2

0
1 dx = π

2 et y(0) = π
2 ⇐⇒ C = π

2 .

Donc ∀x ∈]−1, 1
[
, f(x) = π

2 (1− x)
− 1

2 D’après le cours, comme − 1
2 /∈ N, (1+x)−

1
2 = 1+

∑+∞
n=1

− 1
2 (−

1
2−1)···(−

1
2−n+1)

n! xn,
de rayon de convergence R = 1. Si x ∈]− 1, 1[,−x ∈]− 1, 1[ et on a :

f(x) =
π

2

[
1 +

+∞∑
n=1

(−1)n 1
2
3
2 . . .

2n−1
2

n!
(−x)n

]
=
π

2

1 + +∞∑
n=1

(2n)!

(2n)2n!

n!
xn

 =
+∞∑
n=0

π(2n)!

2 (2nn!)
2x

n.

Par unicité des coefficients d’une série entière (du DSE de f ), ∀n ∈ N, un = π(2n)!

2(2nn!)2
.


