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Sujet OB-MATH2-13

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes de module 1 vérifiant a + b+ ¢ = 1.
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1. Montrer que : — +
a

2. Soit P un polynome de degré 3 de racines a, b, c. Montrer que une des trois vaut 1 et déterminer les deux autres.

On définit par récurrence la suite (s, ) en posant so =0, s =1 et
Sop =8
Vn € N, 2n ns
Son+1 = Sn+1 + Sns

1. Ecrire les 8 premiers termes de la suite (s,)neN-
. Ecrire une fonction LS prenant en argument un entier naturel N et renvoyant les N premiers termes de la suite (sp,)nen.
3. Ecrire une fonction trace prenant comme argument IV et renvoyant un nuage de points de coordonnées

s
(n, "+1> avec 1 <n < N.
Sp

N

4. Expliquer / Interpréter le script ci-dessous.

from fractions import Fraction
a = Fraction(1,2)
b = Fraction(4,1)
c =a+ 1/b
print (c.denominator)
print (c.numerator)
5. Ecrire une fonction A2C prenant en argument une liste
A=lag,...,ap)
calcule la fraction

1
F=a,+

+ 1

1
a1+%

puis renvoie le couple formé du dénominateur et du numérateur de cette fraction.
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OB-MATH2-13, Solution

1. Comme a, b et ¢ sont de module 1, on a :

— 1
- =a, —=b, - =c
a C
Ainsi,
1 1 1 — _
f—|—g+f:E+b+E:a+b+C=1=1
C

ce qui conclut.

2. Soit P un polynéme de degré 3 dont les racines sont a, b et ¢. A une constante multiplicative non nulle prés, on peut
écrire :
P(X) = (X —a)(X - b)(X —¢)
En développant, on obtient :
P(X)=X>—(a+b+c)X?+ (ab+ ac+ be)X — abec = X® — X? 4 (ab + ac + bc) X — abe
Puisque :
1 1 1 bc + ac+ ab

— -4+ —=1 < ——— =1 < ab+ ac+ bc = abe
a b ¢ abc

on a ab + ac + bc = abe donc
P(X)=X?—- X%+ abc X — abe
ce qui, aprés factorisation, donne :
P(X)=X*X—1)+abe(X —1) = (X —1)(X? + abc)

Ainsi, 1 est une racine de P. Comme les racines de P sont a, b et ¢, I'un des trois nombres a, b ou ¢ vaut 1. Supposons
par exemple que a = 1. Alors, puisque a +b+c=1, on a aussi 1 +b+ ¢ = 1, soit

c=-b

Ainsi, une des trois racines de P vaut 1 et les deux autres sont deux nombres complexes opposés de module 1.

1. On obtient successivement

So0=0,81=1,850=581=1, s3=82+851 =2, sS4 =83=1, s55 =83+ 52 =3, S¢ =53 =2, S7 =84+ S3 = 3.

2. def LS(N):

s = [0 for _ in range(N)]
s[1] = 1
k = 2
while k < N:
if k%2 ==
s[k] = sl[k//2]
else:
s[k] = s[(k-1)//2] + sl[(k+1)//2]
kK += 1
return s

3. def trace(N):
e = [n for n in range(1,N+1)]
aux = LS(N+2)
r = [aux[k+1]/aux[k] for k in range(1,N+1)]
plt.plot(e,r,’xb’)
plt.show()



4. Le module fractions permet de manipuler des nombres rationnels sous forme de fractions exactes. Le script définit

1 4
= — t b:7:4.
=3 ¢ 1
Puis il calcule
gl 1,13
B b 2 4 4

L’instruction c.denominator affiche le dénominateur de ¢, soit 4, tandis que c.numerator affiche son numérateur, soit 3.

5. def A2C(A):
F = Fraction(A[O], 1)
for a in A[1:]:
F = a + Fraction(1l, F)
return F.denominator, F.numerator



