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Cahier de vacances : Eléments de solution

Exercices d’oral

Comme promis, on propose la solution des exercices posés lors des oraux de fin d’année en PTSI et présents en fin de cahier.

Sujet n°1
1. a. Soit n € N*. On a :

n+1 n n+1 n
1 1 1
nt1 = b = oy E ar = E ak n D) (n ,;_1 ar — (n+ )kg_lak)

k=1 k=1

1

n n n n
Z 1 Z
T a4 ) <”an+1 o k=1 e k=1 " k=1 ak) n(n+1) (nanﬂ k=1 ak)

Ainsi,

* 1 -
Vn e N ,bn+1 —b, = m <nan+1 —éak>.
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b. La relation précédente donne pour tout entier n non nul.

1 n
bpi1 — by, = ———— | nap41 — a
1 n n n
= m (Z pi1 — Zak> en remarquant que na,y; = Z Gnt1
k=1 k=1

k=1
n
= 1 Zanﬂ —ag avec Vk € [1,n], any1 —ar >0  car (a,)nen+ est croissante.
n(n+ k=15
>0
Ainsi, Vn € N*)  b,41 — b, > 0 donc la suite (bn)neN* est croissante.
c. La suite (ay) est croissante et converge vers ¢ donc : Vn € N*, an <{. On a alors :

1, 1y
n &~ n &~

Ainsi, la suite (b,) est majorée par £.
Comme cette suite est croissante, on en déduit d’aprés le théoréme de la limite monotone, qu’elle converge.
Ainsi, la suite (by,) vers un réel ¢ qui vérifie ¢/ < £ (car b, </).

d. On a:
1 2n 1 n 1 2n n 1 on
Pon = b =25, ) =L = (Zak—za’“> K
k=1 k=1 k=1 k=1 k=n+1

Comme la suite (an), oy~ st croissante, on a pour tout k € [n 4+ 1,2n], ar > a,, ce qui donne :

2n

2n
2bo,, — by, Z ak Z nan = an

k n+1 k=n+

Ainsi, pour tout entier » non nul, 2bs, — b, > a,.

e. En passant a la limite dans I'inégalité de la question précédente, on obtient :
202, —bp > ay, = 200 —U' >0 = ' >/

Or, on a déja vu que : ¢/ < ¥, ce qui permet de conclure que ¢’ = £. La suite (b,,) converge vers £.

2. a. On peut utiliser la commande cumsum( ) mais ce n’est pas obligatoire.

def suite_b(a)
S = np.cumsum( a )
b = [ S[i]/(i+1) for i in range(len(S))]
return b

b. La liste a dans la premiére ligne du programme contient les premiers termes de la suite (a,) avec a, = 2 — 1/n? qui
converge clairement vers { = 2.
De plus (a,,) est croissante, le résultat démontré affirme la suite (b,) converge également vers 2 donc la troisiéme
ligne affichera b1gpp qui sera une valeur proche de 2 (sa limite).

Sujet n°2
1. On peut développer avec la formule du binéme et factoriser en utilisant une différence de carrés.

XPourn=1,P=X+1)2-1=(X+D+D{(X+1)-1)=X(X +2) = X% +2X.
X Pour n = 2,
P, = (X+D)'-1=((X+1)*+1D((X+1)2-1)
= (X4+1D)-)((X4+D+)P=(X+1-)(X +1+)X(X +2) = X +4X> +6X2 +4X
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2. Soit n € N*. On observe que P,(0) = 12" — 1 = 0 donc 0 est racine de P, et X divise P, ce qui permet d’écrire
P, = XQ, ou Q, est un polynéme de degré deg(P,) — 1 =2n — 1.
En effet, P, est un polyndéme de degré 2n, ce qu’on obtient immédiatement par la formule du binéme. De plus, P, est
unitaire (son coefficient de plus haut degré est égal a 1) et par factorisation par X, il en est de méme pour Q,,.
Le terme constant de Q,, est le terme de degré 1 de P,,. Par la formule du bindéme, ce coefficient vaut (2") = 2n.

3. Soit a une racine de P,. On a alors (a + 1)>" = 1. En particulier, a + 1 # 0. Mais P, = 2n(X + 1)?*"~1. Ainsi

2n
1 2n —

PRy

donc a n’est pas racine double de P,, qui n’a donc que des racines simples.

Pl(a) =2n(a+1)*""t =

4. Notant Uy, I’ensemble des racines 2n—éme de 'unité :

zracinede P, <= P,(2)=0 <= (+1)"=1<+= 2+1€Uy, < Fkc[0,2n—1], z+1=¢2n

km ikm _ikw L. km ik km i(k+n)m
ez2n —e 2n | = 2¢sin e2n = 2sin e 2n
m m

<~ 3Jke0,2n—-1], z= e

En conclusion, notant Zp, ’ensemble des racines de P,, on a

k i(ktn)m

Zp, = {2sin (W) T ke [0,2n — 1ﬂ}
2n
5. Observons que, notant Zg, 1’ensemble des racines de @,,, on a
k i(ktn)w

2o, = Zp, \ {0} = {2sin (Z) =T ke 1,20 — 1]]} .

D’aprés les relations coefficients/racines et les coefficients de @, obtenus & la Question 2., on a
2n—1

k i(ktn)m
H 28111( 7r) e = (—1)*""12pn = —2n.

Comme, par ailleurs

2n—1 2n—1 2l

itk ik b E k on 1 (2n—1)im _
H 2 2Z 2n—1 H e2n — 21 2n— 16 et :(2Z>27’L 1672 :(_2)2n 1.

k=1
2n—1 . kr B 1 2n—1 B n
H Sin % = —5 (—2’)7,) = W
. o . . (nm . (T
Pour se ramener au produit de la "moitié" des termes, il faut observer que, pour £k = n, on a sin (2—) = sin (5) =1
n

i () e (5) T ()

k=n-+1

an (Grn=R)m\ _ o ( km\ (kT
> 2n =5 T o) 2n

et donc le second produit contient exactement les mémes termes que le premier. Il suit que

2n—1 n—1 kn n—1 kr
sin sin , Ou encore sin =
[T (57) = ([T (7)) oo T (5

Sujet n°3

Au final, on peut écrire

et donc

Mais alors, on voit aussi que

el)

1
1. On calcule I :/ dz
o €*+1
On pose u = e” (méme si ce n’est pas vraiment nécessaire).
La fonction z + ¢(z) = €* = u est de classe ¢! sur [0;1] : du = e®dz.
Par changement de variable :

1 e
e’ du
1= dx = — = [In(1 ¢ =1In(1 — In(2).
| S5t [ 1 = 0wl =40 - )
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1 1
1 T+1—¢€"
JOZ/ d,l}:/ 46 + edx
o €*+1 0 e +1

Jo=1—-T=1+1In(2) —In(l+e)

On en déduit que

2. Soit n > 1.
e—nz
La fonction z — — ) est continue et positive sur [0;1]. Ainsi, intégrale .J,, est positive.
e
e " ; : . .
De plus pour tout z € [0; 1], — 1 < e ™ car e + 1 > 1. Par croissance de l'intégrale :
e
1 1
0< J, < / e "dx = [16”"’”} _1o 1 < l
0 n o n €' ' n

On en déduit par le théoréme des gendarmes que lim J, = 0.
n—-+oo

3. Soit n € N.
Pour tout z € [0;1],nz < (n+ 1) donc —(n + 1)z < —nx et par croissance de la fonction exp sur R, on obtient
ef(n+1)a: < e~ nT

Par conséquent, pour tout = € [0;1],
e—(n—i—l)m e—n®

< .
et +1 T er+1
Par croissance de I'intégrale, on obtient donc

1 e—(n-{-l)m 1 e~ Nz
Tuin </ e </ de < J,.
0 et + 1 0 et + 1

On en déduit alors

1 1 1 1 1

5 (Jn + Jn-{—l) = Ejn + §Jn+1 < §Jn + §Jn = Jn
et de méme,

1 1 1 1 1

= (Jn— In) 2 zJn- =2 -Jn =Jn=Jn

5 o1+ Jn) = 51+ 5 5ot 5

4. Pour n € N,

1 - 1 - 1
Jo 4 Jyr1 = / 1+eﬂ”dx=/ :/e(n+)zdm
+1 0 ( ) 0 €I+1 em 0

1
N B a1 R S S S
(n+1) o n+l (n+1l)entt  (n41) entl

5. On utilise ’encadrement obtenu a la Question 3., on trouve :

n
5 (Jn + Jn+1) <nd, < (Jn—l + Jn)

n
2

et par le résultat obtenu a la Question 4. .

n 1 n 1
(1= ) << (1- = ).
2(n+1) < e”+1> " 2n ( e")

1
Par le théoréme des gendarmes, on obtient lim nJ, = —=.
n—-+oo 2

Sujet n°4
1. Soient u = (a,b,c), v’ = (a’, ¥, ') deux vecteurs de R? et a, 3 € R deux réels. On a

flau+pBu') = au+pBu' — (aa+ Ba’ +ab+ B + ac+ B)v
= a(u—(a+b+cv)+ W —(a +b +)v)=af(u)+Bf(u)

donc f est linéaire. Etant clairement & valeurs dans R3, c’est un endomorphisme de R3.

2. a. Il vient immédiatement que f(v) = 0. Or v # 0 donc Ker(f) # {0} et f n’est pas bijectif donc ce n’est pas un
automorphisme.
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b. On résout. Comme v # 0,
u=(a,b,c) eKer(f —Id) <<= f(u)—u=0 <<= (a+b+c)v=0
< a+btc=0<+= c=—-a->
— wu=(a,b,—a—0b)=a(1,0,—-1)+5(0,1,-1)

Donc Ker(f —Id) = Vect((1,0,—1),(0,1,—1)).
c. On raisonne par double implication. Soit y € R3.
X Il est clair que si y = f(y) alors y € Im(f).
X Réciproquement, si y € Im(f), alors il existe u = (a,b,c) € R? tel que y = f(u). Mais alors

f)=f(f(w) = flu—(a+b+cjv) = f(u) = (a+b+c)f(v) = f(u) =y
car f(v) =0. On a donc la réciproque.
11 suit que Im(f) = Ker(f — Id). Il suit qu’en notant w = (1,0, —1) et z = (1,0, —1), ces deux vecteurs n’étant pas
colinéaires, ils conviennent.
d. Par théoréme du rang, dim(Ker(f)) = 3 — dim(Im(f)) =3 —2 = 1. Or on sait déja que v # 0 est un élément du

noyau donc Ker(f) = Vect(v).
e. Soient «, 3,7 trois réels. On a

2+8 = 0 20+ = 0
av+pw+yz=0 <— —a+v7 = 0 < B+2y = 0
—B—v =0 -7y =0
20+8 = 0
— B+2y = 0 <= a==7=0
¥ = 0

Donc la famille est bien libre. Etant de cardinal égal & la dimension de 1’espace, elle en forme bien une base.
f. Dans la base C, on a sans calcul supplémentaire la matrice de f :

00 0
Mat(f,C)= [0 1 0
00 1

Pour la base canonique il faut calculer les images par f des trois vecteurs de la base :

f(el):el—v:(—l,l,O), f(€2):€2—1}:(—272,0), f(83)=€3—1]:(—2,1,—1)

et donc
-1 -2 -2
Mat(f,C) =1 1 2 1
0 0 -1

Sujet n°s5
1. Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires (et sont au nombre de deux) : ils forment une base de R2.
2. On voit (par calcul matriciel) que f(v1) = vy et f(va) = (1,—1) = vy + ve donc Mat(f, (v1,v2)) =T = ((1) }) est

triangulaire supérieure.
3. @ est inversible car ses colonnes sont libres ou car son déterminant est non nul. On obtient immédiatement

Q(f ‘01), Q1<_01 ;) QTQ" = B.

4. Par définition de (X), en observant que X = QZ et X' = QZ’

. = —x—dy @’ r !
SN _B X' = BX
(z,y) solution de (¥) <= { y = z+3y (?/) (3/) -

= Q7 =QTQ'X < Q7' =QTZ

= 7'=TZ
Q
5. Notant Z = (ﬁ)’ on a

o = a+p
=B

7'=T7 +— {
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La seconde équation différentielle est linéaire, homogéne d’ordre 1 & coeff. constant. On a tout de suite 3 : t — Ajef
pour un certain A; € R.
On a alors une seconde équation avec second membre

o —a=\el

L’équation homogéne a pour solution « : t — Aset. On cherche une solution particuliére par variation de la constante,
c’est a dire sous la forme ay, : ¢ — A\a(t)e! avec Ay fonction dérivable & déterminer mais qui vérifie A (t)e’ = A\je’ donc
A5(t) = A1, on prend donc Ay : t — A1t et on peut alors écrire

Oé:ti—>()\2+>\1t)€t, Ao € R.

6. Il suffit de revenir & X en appliquant @ :
. x(t) _ . 2 -1 ()\2 + /\1t) et . (2/\2 — A+ 2/\1t) et
XW—(MQ)—QH”—(1 o)( net )T et aunet
Sujet n°6

1. On peut piocher le premier roi rouge dés le premier coup mais on peut aussi, dans le cas extréme, piocher toutes
les autres cartes (il y en a 2n — 2) avant d’obtenir le premier roi rouge a la (2n — 1)-éme pioche. Toutes les valeurs
intermédiaires étant possibles, on a

X(Q) = [1,2n —1].

2. Commencons par introduire les événements R; "la carte retournée & la j—éme pioche est un roi rouge".
Soit k € X(£2). On a

k—1
P(X:k> = P ﬂﬁjﬁRk
j=1
= P(R))Pg, (Rz)...Pnfz‘f R; (Ek—l)Pm?: 7, (k) (formule des probabilités composées)
2n—2 2n—3 2n — 2 — (k—2) 9
= X X o0 X %
2n 2n -1 2n— (k—2) 2n — (k—1)
(2n —k+1)(2n — k) 2 ’
- tél
2n(2n — 1) D (par télescopage)
_ ok
n(2n —1)’

ce qui est bien la formule attendue.

3. Par définition de ’espérance et par la formule de la question précédente, on a

2n—1 2n—1 2n—1
E(X) > KP(X =k) = (2n 5 <2n Z k— Z k2)

B 1 <2n(2n —21)2n _(2n-— 1) : (4n - 1))

ce qu’on voulait. Easy.

4. Sans difficulté d’aprés ce qui précede, on a G; = a — X;. Par linéarité de I'espérance, on en déduit donc que

2n+1
3

E(G1) =a—E(X;) =

2n — k

5. Soit k € [1;n]. Dans ce cas, P(Ga =a—k) =P(X =k) = n@n=1)
n(2n —
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6. En revanche,

7. Le calcul est un poil..

E(G2)

Sujet n°7

Soit D la droite passant par A(3,2,1) et dirigée par @(1,—1,3) et D’ la droite passant par B(2

Jj=1
P (Rl ) Pn;tz—ll Ej (Rn)
2n—2 2n-3 2n—2—-(n—-2) 2n—-2—-(n—-1) n(n-1) n—1
2n 2n —1 2n — (n — 2) 2n—(n—1)  2n(2n—1) 2(27171)'
tenace. On se retrousse les manches et c’est parti.
" " 2n —k n(n—1)
PGy =a—k)—nP(G
D (o= 2=a—k)—nP(Gy=-n)=) (a- nn—1) 2@2n-1)
k=1 k=1
2na a+2n & 1., n(n —1)
2n—1< Zl_ Z’Hn;k) 2(2n — 1)
1 " (12n - S(n +1)a—6nn+1)+(n+1)2n+1) 3n(n—1)
2n — 1 6 6(2n —1)
3(3n —1)a — (Tn? — 1)

6(2n —1)

,1,—2) et dirigée par

(—1,0,2). On pose @ = @ A ¥.

1. Les droites D et D’ ne sont pas paralléles car leurs vecteurs directeurs , ¥ ne sont pas colinéaires.
Par ailleurs, les droites D et D’ ne sont pas sécantes. Une représentation paramétrique de D et un systéme d’équations

cartésiennes :

r=3+t .
y=2-—1 (tGR)‘:’{gitZ:g
z2=1+3t o

Une représentation paramétrique de D’ et un systéme d’équations cartésiennes :

2042 =2

r=2—t
y=1 (teR)<:>{ y =1

z=—-242t

En reportant les conditions y = 1 et z = 2(1 — x) dans le systéme définissant D, on obtient :

r=4
r=2

{ 3z — 2(1x—+:$ - g A {

Ce systéme est impossible DN D' = &

Conclusion :

Le plan P est dirigé par les vecteurs u et W =

les droites D et D’ n’étant ni sécantes ni paralléles, elles ne sont pas coplanaires.

Le plan P admet pour vecteur normal :

U AT avec :
1 -1 -2
i -1 | A 0 = -5
3 2 -1
1 —2 16
UNW = -1 Al -5 | = -5
3 -1 -7

Une équation est de la forme 16z — 5y — 7z = d et on détermine d en utilisant le fait que A(3,2,1) € P:48 —-10—-7 =

d < d = 32.

Ainsi, P : 16x — by — 7z = 31.
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3. Soit (z,y,2) € R? un point d’intersection de D’ et P.
Ses coordonnées vérifient :

16x — by — 72 =31

r = 2-—1t
HeR<< y = 1
z = =242t

On trouve t = % puis C(z,y,2) = (5, 1, ,%). PNY = {(%,1,—%)}.

4. Soit A la droite passant par C et dirigée par .
Montrons que A est perpendiculaire a D et D’. La droite A est dirigée par le vecteur @ = 4 A ¢. Ce vecteur est par

définition orthogonal a @ et a ¥. Ces deux derniers vecteurs dirigeant respectivement D et D’ on en déduit que A 1 D
et A L D,

Sujet n°9

On note R le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC. OA = OB = OC = R donc |a| = |b] = || = R, car zp = 0.
On note I, J, K les milieux respectifs des segments [AB], [AC], [BC].

X OA = OB donc O est sur la médiatrice de [AB]. De méme, O est sur celle de [AC] et sur celle [BC], donc les trois
médiatrices de ABC sont concourantes en O.

. a+b+c
X Notons G le point d’affixe % On a:
@: a+g+c_C: a+l§—20 ZEER
atb c a+l7272c 3

“ci 2



Eté 2025. 9

2
donc CC et CT sont colinéaires | CC = 55_1) et G est sur la médiane (CT) du triangle ABC. On montre de méme
que G est sur les médianes (BJ) et (AK) du triangle ABC'. Donc les trois médianes de ABC sont concourantes en G.

X Enfin :

g a+b+c—c  (b+a)(b—a) ab—ab _ (2Im(ab) )

— = = =1 S IR
5B b—a |b— al? |b—al? |b—al?

donc Cﬁ i A§ et H est sur la hauteur du triangle ABC issue de C.

On montre de méme que H est sur la hauteur du triangle ABC issue de B et celle issue de A.
Donc les trois hauteurs de ABC sont concourantes en H.

a+b+c

z 1 ? ? e 3 ﬁ
Au final, on observe que oG _ 3 = — € R donc OG et OH sont colinéaires (O =10 ) et O,G, H sont
25 a+tb+c 3 3

alignés.
La droite (OG) s’appelle la droite d’Fuler.

Sujet n°8

1. f est continue et strictement monotone sur [a,b] : elle réalise donc (d’aprés le corollaire du TVI appelé Théoréme de la
bijection monotone) une bijection de [a, b] sur [f(a), f(b)] ou sur [f(b), f(a)] selon qu’elle est strictement croissante ou
strictement décroissante.

Comme f(a)f(b) <0, f(a) et f(b) sont de signe opposés. Ainsi 0 est dans I'intervalle image (on aura f(a) < 0 < f(b) si
f est croissante ou f(b) < 0 < f(a) si décroissante). Il suit que 0 admet un unique antécédent par f sur [a,b] ou encore
que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution sur [a, b].

2. a. On procéde par récurrence.

b—a
X Initialisation. Pour n =0, bg —ag =b —a = 50 et la formule est vérifiée.
b—a b—a
X Hérédité. Soit n € N. On suppose que b, — a,, = o Montrons que by 11 — apy1 = PSR On raisonne par
disjonction de cas :
v Si f(an)f(ca) <0, alors
a, + by, b, — an b—a

bn+1 — Qp+4+1 = Cp — Ap = 9 — Qp, 9 H%R 2n+1

v Si f(ay)f(cn) >0, alors
an+by, byp—a,  b—a
2 2 HR 2l
Dans tous les cas, on a la formule au rang n+ 1, ce qui montre son caractére héréditaire et termine la récurrence.

bn+1 —Ap41 = bn — Cp = bn

b. Le résultat de la question précédente implique immédiatement que HI_P (by, — apn) = 0. 1l reste donc & montrer que
n—-+0oo

(an) est croissante et que (b,) est décroissante. On traite seulement le cas de (a,,) ; les arguments sont similaires
pour l'autre suite. Soit n € N,

0, siflan)f(cn) <0
e { o an =SS0 s ) flen) > 0

Dans tous les cas la différence est positive ou nulle et (a,,) est croissante. De méme on montre donc que (b,,) est
décroissante et leur différence tendant vers 0 les deux suites sont bien adjacentes.

c. Par le Théoréme des suites adjacentes, (a,,) et (b,) convergent vers une méme limite £. Comme a,, < ¢, < by, le
Théoréme des gendarmes de Saint Tropez assure que (c,,) converge aussi vers cette méme limite.

d. Comme f est continue sur [a,b], on a f(a,) — f(£) et f(by) — f(£) done f(an)f(b,) — f(£)% > 0.
Il faut alors vérifier qu’on a aussi, f(ay)f(bn) < 0. Auquel cas f(£) = 0 et par unicité, £ = a.
On procéde & nouveau par récurrence.

X Initialisation. Pour n = 0, f(ao)f(bo) = f(a)f(b) < 0 par hypothése.
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X Hérédité. Soit n € N. On suppose que f(ay,)f(b,) < 0. Montrons que f(an+1)f(bns1) < 0. On raisonne par
disjonction de cas :

v Si f(an)f(cn) <0, alors

flant1)f(bug1) = flan) f(cn) <0.

v Si f(ay)f(cn) >0, alorsf(ay) et f(cy) sont de méme signe et

flant1)f(buy1) = f(bn)fen) <0

car f(by)f(cn) du méme signe que f(b,)f(a,) < 0 par H.R.
La récurrence est terminée.

3. a. La distance entre ¢, et a est contrdlée par la taille de I'intervalle dans lequel vivent les deux éléments (on a
an < a < by, et a, < ¢, <b,) donc on a tout de suite le résultat.
b. Programme de dichotomie classique.

def dichotomie(eps, a, b, f)
left=a
right=b
n=0
mid = (a+b)/2
while np.abs(b-a)/2**n >= eps
n=n+1
if f(left)*f(mid) <=0
right=mid
else
left=mid
mid = (a+b)/2
return mid

Sujet n°10

a 0 0 a* 0 0
1. Soit D= |0 b 0. Comme D est diagonale, pour tout k € N, D¥ = | 0 b* 0 |. De sorte que
0 0 c 0 0 c*
ZH 0 0
k=0
Sn(D) = . L pk 0 Ll 0
n( )—kZOH = I;k!

k

0 0 Zn:%
k=0

On reconnait alors sur la diagonale les sommes partielles de trois séries exponentielles de paramétres respectifs a, b et ¢

qui convergent toutes les trois respectivement vers e?, e® et e®. D’aprés la définition de I’énoncé, on peut donc conclure
que eP existe et vaut bien

e* 0 0
eP=10 e 0
0 0 e

2. a. Le calcul donne A2 = puis A3 = 0. Ainsi, une récurrence immédiate permet d’obtenir A¥ = 0 pour k£ > 3.

o O O
o O O
[N
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b. 1l suit que, pour tout n > 2,

n 2
S.(A) = %A’“:Z%Ak:I+A+%A2
k=0 k=0
10 0 01 1y /001 11 1/2
— lo 1 o)l+(oo0o 1]+zlo0o0)=(01 1
00 1 000/ 2\o o0 0 00 1

Les coefficients de S, (A) sont constants. et admettent donc chacun une limite en +o00 égale a la valeur de la constante.
On peut donc conclure ici que e existe et que (pour tout n > 2)

11 1/2
=10 1 1 |=5,(4)
0 0 1
3 3 3
3. a. Le calcul donne A2= (3 3 3| =3A.
3 3 3

b. Une récurrence (& faire) donne pour tout k > 1, AF = 3k=14,
c. On va utiliser la relation précédente pour remplacer A*¥ dans le calcul de S,,(A). Attention cependant, cette formule
n’est valable que pour k > 1, et la somme définissant S,,(A) commence a k = 0.

_ - 1 k _ - 1 k _ - 1 k=14 _ 1 - 1 k
Sn(4) = ZHA —I+ZHA _I+ZH3 A=T+3> 53"
k=0 k=1 k=1 k=1
13k 30 1 (-3
k=0 k=0

d. Comme, en ayant reconnu une somme partielle de série exponentielle, on a

1 (=3 1,5
3< k!_1>n—>_+>o<>3(e_1)’

k=0

on en conclut que tous les coefficients de S,,(A) admettent une limite. Ainsi, e? existe et vaut
3 3 3
1+ e’ —1 e’ —1 e’ —1
A 3_13 33_1 33_1 et —1
e’ = eT 1+ CT € 3 =1+ A.
51 e?—1 1+ e?—1
3 3 3

Sujet n°11

Ce sujet provient d’un oral Math IT 2022.

1. C’est une question... de dénombrement.
9
On commence par compter le nombre de grilles différentes : il y a neuf cases. On a 3) = 84 fagons de choisir o

placer les pique, mais automatiquement les autres cases seront occupées par des coeurs donc il y a 84 grilles différentes.
Il y a 3 lignes, 3 colonnes et deux diagonales donc 8 grilles gagnantes.

8 2
L babilité cherchée est d — =
a probabilité cherchée est donc o7 = o5

2. La carte a une probabilité ¢ d’étre truquée. Notons 7' I'événement « la carte est truquée» et G « le joueur gagne». Par
la formule des probabilités totales (avec le s.c.e {T, T}, on a
P(G) = P(G|TP(T) +P(GIT)P(T) = (P(G|T) — P(G\T)) t+P(G|T).
— 2
D’aprés la question précédente, P(G|T) = TR
Utilisons un raisonnement de dénombrement analogue pour les cartes truquées. Il y a 2 piques a placer sur les 8 cases

8
restantes donc <2> = 28 grilles différentes. Il n’y a plus que 3 situations ou les piques sont alignés (premiére ligne,

premiére colonne ou diagonale) donc P(G|T') = %8 11 suit que

t+8
P& ==



12 Cahier de vacances - Solution

3. C’est une question d’inversement du conditionnement. On pense a la formule de Bayes mais en fait on retrouve ce qu’on
a besoin de calculer avec la définition d’une probabilité conditionnelle.
P(TIC) = P(TNG) _ P(G|IT)P(T) _ 3t o 84
P(G)) P(G) 28 t48
9t
t+8

Remarque. On représente ci-dessous I’évolution de cette probabilité avec ¢ (on peut demander a l’étudiant.e de la
tracer)

y=P(T|G)

4. Soit X la v.a qui prend la valeur du gain moyen du joueur par grille. On peut écrire
X =Wq -

oll, pour A un événement, on a noté ¥, ~ B(P(A)) la variable aléatoire indicatrice de A. (Selon le temps on peut
introduire et faire travailler ’étudiant.e avec la notion de v.a indicatrice - déterminer la loi, calculer Pespérance...)

On a donc
E(X) = 9P(G) — P(G) = 10P(G) — 1 = 22

2
<0<:)t<g.

Remarque. On (ou plutot je) ne comprend(s) pas bien I'intérét pour U'entreprise de truquer les cartes...
Sujet n°13

Le but de cet exercice est de présenter une méthode itérative pour trouver une valeur approchée d’'une équation du type
f(z) = 0 sur un intervalle [a, b] ot 'on sait que la fonction f est continue, strictement monotone et que f(a)f(b) < 0.

1. Justifier qu’en effet f(z) = 0 admet une unique solution « €]a, b|.

a+b
On construit alors trois suites (ay), (bn) et (¢p) selon le procédé suivant: ag = a, bo = b, co = ;_ .

Puis, supposant a,, b, et ¢, construits, on définit les termes successifs de la maniére suivante:

X Si f(an)f(cn) <0, alors ani1 = an et byi1 = cn;
X Si f(an)f(cn) >0, alors anq1 = ¢ et bpy1 = by.

Ap+1 + anrl

Enfin, on pose dans tous les cas ¢,41 = 5
b—a
2. a. Montrer que, pour tout n € N, b, — a,, = on

. Montrer que (a,) et (b,) sont adjacentes.
. En déduire que (a,), (b,) et (c,) convergent vers une méme limite £.
. Montrer que la suite (f(ay)f (b)) converge et préciser le signe de sa limite. En déduire que ¢ = a.

o T

b—a
21’L

3. a. Montrer que, pour tout n € N, on a |¢, — o <
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b. Ecrire une fonction Python d’en-téte def dichotomie(eps, a, b, f) qui renvoie une valeur approchée de o &
eps pres.
Sujet n°12
Extrait de Oral Math II 2024.

1. Tl est clair que M,, a pour coordonnées (1,1).
De plus, pour tout i € [1,n]

1 1 < 2 iti+1)  i(i+1)
i = - = —, i = k: - .
“ kz::l non Y nE(X) kZ::l nn+1) T nn+1)

2. On note 4, l'aire de la zone comprise entre la ligne brisée et 'axe des abscisses.
L’aire d’un trapéze est la moitié du produit de sa hauteur par la moyenne des longueurs. Comme I(X) désigne le double
de laire de la portion du plan définie comme réunion de trapézes, on peut écrire (en n’oubliant pas 'aire du triangle)

2 ! 2 = o + 1
Ly = ——— i+1 — Us) (Vs i = — +1)2 = .
n2(n+1) +;(u +1 = ;) (Vi + vig1) n2(n+ 1) ;(Z'i' ) 3n

I1 faut alors retrancher cette aire au double de celle du triangle rectangle d’hypothénuse [OM,,]. On obtient alors

2n+1 n—1
I(X)=1-d,=1- = .
3n 3n
v
7/ A5
L/ M
4
e
4
4
4
4
/7
4
4
e M
, My
e
4
4
e
4
e
e
.
, Ms
4
4
e
4
e
’ Mo
4
e
4
. My
0] u

3. Classique avec la FPT. D’abord Y () = [0,n — 1]. Soit k € [1,n — 1].

PY =0) = PXi=Xy)= Zn:P(Xl =i)P(X2 =1i) = %
n—k
P(Y=k) = 2P(X;=Xp+k) =) P(X;=i+hkP(Xy=1i)
_ 2(n—k) -
= ===

n—1

(On vérifie bien que Z PY=Kk+PY=0=1)
k=1
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4. 1l suffit de calculer E(Y).

n—1

— 2k(n
Z *nZanf

k=1
g (n—1n 2 y (n—1n2n-1)

2 n? 6
(n=1n+1)
3
Comme 2E(X) =n + 1, on a bien le résultat demandé.
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