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Remise en route (Révisions) - Elements de solution

n Autres exercices

m Manipulation de sommes, de produits

Exercice 28.
Calculer, pour n € N*|

Solution.

i) [[20 = 25k =25
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Exercice 29.
Calculer, pour n € N*,
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i n—1 n 1 n 1 7—1
CID ST 31D SE T 913 3}
1<i<j<n J =1 j=i+1 J Jj=2 J =1
n .. n n—1
1 5G-1) 1 1 (n—1)n
PO 52 U-1=5 > 1
j=2 j=2 k=1
(7i1) Z In(e/) = JjIn(i) = (Z ln(z)) Zy
1<i,j<n =1 j=1 =1 J=1

m Equations trigonométriques

Exercice 30.
Résoudre dans R, puis dans [—, 7] les équations et inéquations suivantes :
(¢) cos(bx) —sin(bz) =0 (#) cos(2x) + (\/3 + 2) cos(z) +1+v3=0
(#i1) tan(z)tan (m + %) =-1 (iv) cos(3z) — sin(3z) < V2
(v) V2 (cos(5z) — sin(5z)) — (cos(m) + ﬁsin(m)) =0 (vi) cos(x) + cos Tx = cos(3z)
(vii) cos(z) — cos 2z = sin(3x) (viit) cos(2z) —9cos(x) +5>0

Solution. On note & chaque fois . I’ensemble des solutions dans R de I’équation considérée, et | —x,x) l'ensemble des
solutions dans |—m, 7] .

i. X Méthode 1 : Si x est solution, alors cos 5z # 0 (si cos 5z était nul, sin 5z vaudrait 1, et donc 1’équation ne serait
pas satisfaite). On peut donc tout diviser par cosbz. L’équation est successivement équivalente a : tanbz = 1,
T T
puis bx = 1 (mod ), puis x = — (mod %)
Dans |—, 7], les solutions sont

—197 —-157 —-1ln# —7n 37 = bm 9 13« 1777r

207 20 7 20 7 20 20 720" 207 20" 20 20 °

X Méthode 2 : L’équation équivaut & cos bx = sin bz, c’est-a-dire cos bx = cos (g — {’)x)7 que l'on sait résoudre...
™
X Méthode 3 : Iéquation équivaut a v/2 cos (5:(: + Z) = 0, que l'on sait résoudre...

ii. Soit * € R. On commence par utiliser la formule de duplication du cosinus : ainsi I’équation s’écrit 2 cos?(x) +

(V3+2) cos(z) + V3 =0.

On pose alors X = cos(z) ; on se rameéne ainsi a la recherche de racine d’un trindéme du second degré :
2 cos?(z) + (\/§—|—2) cos(z) +V3=0 < 2X2 ¢ (\/§+2>X+\/§:O.

Le discriminant du trinéme vaut alors :

A:(\/§+2)2—8\/§=(3+4\/§+4)—8\/§:3—4\/§+4:(\/3—2)

2

3
On en déduit alors les deux racines du trindéme : —1 et —g. Ainsi :

2 cos? () + (\/5 + 2) cos(z) + V3 =0
V3
2

<= cos(z) = —1 ou cos(z) = —

) -5
<~ z=7 (mod27)ouzx= % (mod 27) ou z = Tﬂ (mod 27)
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D’ou le résultat :

S ={(2k+ 1)m: kGZ}U{i?qLQkTr: kGZ}U{567T+2k7T: kEZ} etﬁ_mﬂ]_{zﬂ?zﬂ,ﬂ}.

i1i. Avant de résoudre cette équation, il faut déterminer pour quelles valeurs de z elle a un sens. Pour que tan(z) soit
deéfini, il faut et il suffit que = # g (mod 7).
De méme, pour que tan (x + %) soit défini, il faut et il suffit que x + % %= g (mod 7), ce qui équivaut a n # %
(mod 7).
L’équation est défini pour x # g (mod 7) et x # % (mod 7).
Soit € R tel que x # g (mod 7) et © # g (mod 7). Alors, en utilisant une formule d’addition, on obtient :
1+ tan(z)
1 — tan(z)
<= tan?(x) + tan(z) = tan(z) — 1

T
tan(x) tan (x + Z> = —1 <= tan(x) =-1

— tan’(z) = —1

Comme un carré n’est jamais strictement négatif, on en déduit directement le résultat : & =0 et S_, 1) = 0.

w. Soit x € R. En utilisant une formule d’addition, on obtient :

cos(3z) —sin(3z) < V2 <= V2cos (3£C + ) <V2
— cos(?)x—i—%) <1

<= cos (33(: + ) #1 car un cosinus est toujours dans lintervalle | — 1, 1]

D’autre part, on a :

2
cos(?mc—i—%) =1 < 3x+%£0 (mod 27) < 3z = —% (mod 27) <— xz—% (mod g)
On en déduit le résultat :
T 2km 3 T T
y R\{ 12+ 3 kGZ} et%_ﬂ-ﬂr]—]ﬂ',ﬂ']\{ 4,12,12}
v. Soit z € R. En utilisant les formules d’additions puis de factorisation, on obtient :
V2 (cos(5z) — sin(bz)) — (cos(x) + \/gsin(a:)> =0
m m

<= 2cos (5x+ Z) — 2cos (ac — 7)

. ™ .
<= —4sin (336 — ﬂ) sin (2x + > 0
= sin<3:c727r—4>:00u sin( Z)

T

= 3x—ﬂ—0 (mod ) ou2x—|—ﬂ—0 (mod )

T —Tmr T
= r= (mod )ouxzﬂ (m dE)

On en déduit directement le résultat.

T
sz{nJrkf keZ}u{%+k keZ},

& {—717r —A7nr =237 7 256w 497 —3lm —Tw 17w 41#}
|—m7] =

727072 7 72 727727 720 48 7 48 T 487 48
vi. On utilise une formule de transformation de somme en produit.

cosx + cosTx = cos3x <= 2cosdx cos 3t = cos3x

1

<= cos3z =0 ou cosdxr = 3
T ™ ™ T -7 7r
= r=g (modg)oux—ﬁ (mod§)oum:§ (mod§).
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Dans |—, 7] les solutions sont :
5T 9w 9w T T 5T
6 ) 27 67 6, 27 6 7
puis
117 bm w Tm
127 12712712
et enfin
m w 5w 1llmw

127 127120 12
V1.
3x

3 3
Ccos T — cos2x = sindx <— QSin?xsing = ZSingcosg

<:>,3ac 3z LT _ 0
sin > cos 5 Sln2 =

<~ si il 3—x+ (E+E) =0
Sln2 COS2 COS B) B) =

. 3x (7r n ) (77 x) ~0
< sin 5 cos 1 T | cos 17 3)"
T

. 3 T T
— sm?—Oou COS(Z—FLL')—OOU cos<1—5>_0

2
< =0 (mod g) oux = (mod ) ouxz—g (mod 27).

T
4
2y romo T 3w
3773747 27 47
viii. Soit x € R. On commence par utiliser la formule de duplication du cosinus : ainsi I'inéquation s’écrit 2 cos?(z) —
9cos(z) +4 > 0. On pose alors X = cos(z) ; on se raméne ainsi a I’étude du signe d’un trinéme du second degré :

2cos?(x) — 9cos(z) +4 >0 <= 2X? - 9X +4>0.

Dans |—m, 7] :

1
Le discriminant de ce trindme est A = 49 et ses racines sont 4 et —. On en déduit directement le tableau de signe du

1
trinome. On aurait aussi pu le retrouver en écrivant 2X? — 9X +4 =2 ((X —4) <X - 2). On en déduit alors :

2cos?(x) — 9cos(z) +4 >0 <= cos(z) < = ou cos(z) > 4

< cos(x) < car cos(z) > 4 n’a pas de solutions

Aol =l —

5
— Jkez, §+2k:7r<a?<§+2k:7r

Pour se convaincre de la derniére équivalence, on peut tracer un cercle trigonométrique. On en déduit le résultat :

™ o - s
yR—kLGJZ:|3+2k7T,3+2k7T|: et %—Tr,‘n'] —:|_W,3|:U:|3,W] .

Exercice 31.
Soient x,y des réels. Montrer que l'on a :

cos(x + y) cos(x — y) = cos?(z) — sin?(y) = cos?(y) — sin®(x).

Et si tan(z) et tan(y) sont bien définies, montrer

B 1 — tan?(x) tan?(y)
cos(z +y) cos(z —y) = (1 + tan2(z))(1 + tan(y))’

Solution. On a déja
cos(x + y) cos(x — y) = (cosz cosy — sinx siny)(cos x cosy + sin x siny)

= cos? z — sin’ y.
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Et comme z,y ont des roles symétriques dans l'expression cos(z + y) cos(z — y) (car le cosinus est pair), on en déduit
cos(z 4 y) cos(x — y) = cos? y — sin” .
1 — tan?(x) tan?(y)
(1 +tan?z)(1 + tan?y)
cos? x cos? y. O

Pour obtenir la seconde formule, il suffit de multiplier numérateur et dénominateur de

Exercice 32.

1. Résoudre (F) : sin(4x) — sin(z) = 0.

2. Déterminer un polynéme P tel que
Vz € R, sin(4z) — sin(z) = sin(z) P (cos(x)) .

2
3. Calculer les racines de P et en déduire les valeurs exactes de cos (%) et cos (g)

Solution.
1. On a déja
3 5 =0 [F]
(F) <= 2sin —xcos —z = 0 <= ou
2 2 T 27
v=% [¥]

en utilisant les formules de transformation de somme en produit.
2. Par duplication :
sindz — sinz = 2sin 22 cos 2z — sina = 4sinz cosz (2cos® z — 1) — sina = sin(z) - P (cos z)

avec P (X) =8X% —4X —1.

1 27 27 1
3. P admet — comme racine, ce qui était prévisible car z = 5 est solution de (E) et cos 5 =3 En factorisant P on
+V5
obtient les deux autres racines, qui sont 4\[.
™ ™ T
Puisque 5 est solution de (F) et que sing # 0, on en déduit que cosg est une racine de P. Comme de plus
s T i 1 5
0 < 5 < 5 il s’agit d’une racine positive. Comme P n’a qu’une racine positive, on en tire cosg = +4\[, puis
2 ™ —14++5
cos— =2cos? = — 1= ———.
5 5 4

Exercice 33.
Exprimer cos(76) a laide de cos(f), pour 6 € R.

Solution. cos 70 est la partie réelle de €™ = (ei9)7 = (cos @ + isin 9)7. 11 suffit de développer cela par la formule du binéme
et d’en extraire la partie réelle, que I'on exprime en fonction de cosf seul.
On trouve cos 70 = 64 cos”  — 112 cos® 6 + 56 cos® 0 — 7 cos 6. O

Exercice 34.
Linéariser sin®(z) cos?(z).

. 1
Solution. On trouve sin®(z) cos*(z) = v (sin(7x) + sin(5x) — 3sin(3z) — 3sin(x)) en appliquant la méthode vue en

cours (formule d’Euler puis bindme de Newton avant de regrouper les termes deux-a-deux conjugués). O
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Exercice 35.
Pour tout n € N, on pose :

n—1
_ ki3 (T
Sp = 23 sin (3k+1).
k=0
1. a. Soit € R. Exprimer sin(3z) en fonction de sin(z), puis en déduire une expression de sin®(x) en fonction de
sin(3z) et de sin(x).

3" T
b. En utilisant la question précédente, montrer S,, = T sin (37)

2. En déduire lim S,,.
n—-+oo

Solution.
1. Ona:
sin(3x) = sin(2x + x) = sin(2x) cos(z) + cos(2z) sin(z)
= 2sin(z) cos?(z) + (1 — 2sin?(z)) sin(z)
= 2sin(z)(1 — sin?(z)) + sin(z) — 2sin®(z)
= 3sin(z) — 4sin®(x)
On en déduit le résultat : sin®(z) = 1 sin(x) — isin(i’)x).

2. On commence par utiliser la question précédente qui permet de reconnaitre une somme téléscopique:
! T
_ k3
S, = 3% sin (3k+1)
=0
n—1

Z (3’”1 sin (3]:11) — 3% sin (3%))

k=0

3" sin (3171) — sin (77))
(5)

3" ( ™ ) 3w o_w m

S, = —sin
4

3
|

o

|
W= =
N

3
3

I

|
wn
3

3. On asinx ~ x, donc ici:
z—0

3’”

~ X — .
n—+oo 4 3n 4 n—+o0o 4

Ia Polynomes

Exercice 36.

Factoriser dans C[X] les polynomes suivants.
(1) X3 —6X2+11X -6 (i1) X*+X2+1 (ii) XO+X3+1
(iv) (BX —1)° = (X +2)° (v) X3+8i (vi) X* — V2 +1iV2

Solution.

i. On commence par remarquer que 1 est racine évidente. La division euclidienne de X3 — 6X? + 11X — 6 par X — 1
donne alors X3 —6X2+11X —6 = (X —1) (X 25X+ 6)) . Le calcul du discriminant fournit alors la forme factorisée
(X = 1D)(X —2)(X -3).

2T dim

ii. Onadéay? +y+1=|y—e 3 y—e 3 |, soit en calculant le discriminant, soit en utilisant la relation

2im 4i

y?—1=(y—1)(y* +y+1) et en utilisant les racines cubiques de I'unité j = e 3 et j2 = e 3 .0n peut alors écrire,
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en utilisant I'identité remarquable 22 — a? = (z — a)(z + a) :
24 dim i T 2im T
X'+ X?+1=[X?-¢3 X?—e3 | =(X-e3 | [X+e3 ||X-¢3 X+e3

ii. On raisonne comme ci-dessus, mais cette fois on remplace y par X>. On utilise également le fait que si a est une racine
cubique de z, alors les deux autres sont j x a et j2 x a:

2ir dim
X0 Xx341=|X3-¢3 X% —¢ 3

2 S 4o dam 10¢m 1607
=[X—-¢e9 X—-¢9 X—-¢ 9 X—-¢9 X—-¢ 9 X—-¢ 9
iv. Soit x € C On commence par remarquer que = —2 n’est pas racine de (3x — 1)°> — (z +2)°> = 0, & partir de quoi on

peut écrire :

Br—1) — (£ +2)° =0 (3””_1)5:1

T+ 2
3z —1
< clU
T+ 2 o
3x—1 2ikm
« Jkc[0,4], —— =75
[0,4] 232 €’
22ik7r 1
—s 3k e [0,4], ;1::736 T
_ k=

On en déduit la forme factorisée du polynome, en n’oubliant pas que celui-ci posséde 3° — 1 comme terme dominant :

4 2ikm
2¢e 5 +1
(3)(—1)5—()(+2)5=(35—1)||(X—6 Qir,c,,).

k=0 3—es

v. Déja 23 4+ 8 =0 < 2% = —8i. Or —8i = 2%¢~'Z admet 25 pour racine cubique évidente. On obtient les autres
racines cubiques en multipliant par les racines cubiques de I'unité, d’ou la factorisation :

X?+8i=(X—2e"6) (X —2'7) (X —2e"%).

vi. Déja 2t — V2 +ivV2 =0 <= 2* =2e7"%. Or 277 admet v/2e '76 pour racine quatriéme évidente. On obtient les
autres racines quatriémes en multipliant par les racines quatriémes de 'unité, d’ou la factorisation :

X -V iv2 = (X = V2 iH) (X - V3 H) (X - V2B ) (X — V2 E )

|
Exercice 37.
Soit n € N*. Déterminer 'ordre de multiplicité de 2 comme racine du polynéme
P(X)=nX""2 - (dn+ )X 4 4(n+1)X" —4X"L,
Solution. Apreés calculs on trouve P(2) = P/(2) = 0 et P”(2) # 0 donc 2 est racine de multiplicité 2. O

Exercice 38.

Montrer que le polynéme P divise () dans chacun des cas suivants.

1. Q=nX""2 - (n+2)X"" + (n+2)X —net P= (X —1)3, avec n € N*.
2. Q=(X-1)"2 4 X2+l et P=X?—- X +1,avec n € N.

3. Q=X+ X3+l L X3 et P= X2+ X +1, avec n,p,q € N.

Solution.
i. Il suffit de prouver que 1 est racine de multiplicité au moins 3 de @, ce qui se fait en montrant Q(1) = Q'(1) = Q" (1) = 0.
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ii. P admet pour racines z,Z ol z = '3 . 1 suffit donc de prouver Q(z) = Q(Z) = 0, et comme @ € R[X], il suffit d’établir
Q(z) = 0. Considérant que z — 1 = ¢*5* (il suffit de faire le calcul en utilisant les parties réelles et imaginaires), on
peut écrire:

iom \ P2 i\ 21 i(2ntl)w .
Q(z) = (e 3 ) + (eT) =e 3 (e7+1)=0.
D’ou le résultat.

2i7w

iii. P admet pour racines j,j ot j = e 3 . Il suffit donc de prouver Q(j) = Q(j) = 0, et comme @Q € R[X], il suffit d’établir
Q(j) = 0. Or j est une racine cubique de 'unité, elle vérifie donc j3 = 1 et 1+ j + j2) = 0, ce qui permet d’écrire:

QU) =24+ 43 =+ 2+ 1=0.

D’ou le résultat.

Exercice 39.

Soit P = X? —2X cos(0) + 1 et Q, = X" sin(f) — X sin(nd) + sin((n — 1)0), pour n > 2 et 0 € R.
1. Montrer que P divise @,,.

2. Déterminer le quotient dans la division euclidienne de @,, par P.

Solution.
0 _—i0

1. P admet pour racines e, e~ avec une multiplicité 1; il suffit donc de prouver @, () = Q,(e~*) = 0. Et comme
Q, € R[X], il suffit d’établir Q,(e?’) = 0. Pour cela, on peut séparer parties réelle et imaginaire, puis utiliser une
formule d’addition:

Qn(€?) = (cos(nb) sin @ — cos sin(nd) + sin((n — 1)6)) + i (sin(nd) sin @ — sin A sin(nd))
(sin(—nb + 0) + sin((n — 1)0)) + 0i
=0

2. Il suffit d’effectuer les deux premiéres étapes dans la division euclidienne pour conjecturer que le quotient est

n—2

Q(X)=>_ X"sin((n—1-k)b),
k=0

ce que l'on démontre aisément ensuite en développant () x P, ce qui permet de retrouver Q.
|

Exercice 40. Polynomes de Tchebychev
Soit (Ty)nen la suite de polyndémes définie par:
To(X) =1, Ti(X)=2X et VneN, Tio(X)=2XTh1(X) - Th(X).

1. Calculer T5(X) et T5(X).
2. Montrer Vn € N,Vz € R, sin((n + 1)z) = sin(z)T;,(cos(z)).

Solution.
1. To(X) =4X? —1et T3(X) =8X3 —4X.
2. On raisonne par récurrence double sur n € N.

X Initialisation. La propriété se vérifie aisément en n =0 et n = 1.

X Hérédité. Soit n € N. On suppose que que la propriété est vérifiée aux rangs n et n + 1. On peut alors écrire:
sin(z) Ty, 4o(cos(x)) = 2sin(x) cos(x) T4 (cos(x)) — sin(x) T}, (cos(z))
= 2cos(z) sin((n + 2)x) —sin((n 4+ 1)z)  par hypothese de réc.
=sin((n + 3)x) +sin((n + 1)z) —sin((n + 1)z)  par transformation somme/produit

D’ou la propriété au rang n + 2 et par suite le résultat.
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Exercice 41. Oral Math 11 2024
g—1

Soit un entier ¢ > 2. On pose Q(X) = ¢X? — ZXk eC[X]et R=(X -1)Q.
k=0

1. Montrer que 1 est racine de Q.

q—1

2. Montrer que si z est racine de @ alors g|z|? < Z |2|* et |2| < 1.
k=0

3. Montrer que R(X) = ¢X%™ — (¢ +1) X9+ 1.

4. Montrer que 1 est racine double de R et que les autres racines de R sont simples.
5. En déduire que Q n’admet que des racines simples.

Solution.

1.

2.

Q(1)=qg— g x1=0donc 1 est racine de Q.

qg—1
Si z est racine de @ alors ¢z? = E 2.
k=0

q—1
Par inégalité triangulaire, ¢|z|? < Z |z|*.
k=0
Si |z| > 1 alors |z|F < || et donc
q—1 q—1
Do lalf <D lal = gl
k=0 k=0

ce qui est contradictoire avec l'inégalité précédente. Done |z| < 1.
On fait apparaitre in télescopage :

q—1 q—1
R(X) = (X = DQ(X) = ¢X T —gX =Y XF1 43 x*
k=0 k=0
q q—1
= X7 —gXT =Y XF 4 X = qaXg+1— (¢ +1)X7+1
k=1 k=0

R(1) = g—(q+1)+1 =0, R'(X) = q(g+1)X?—q(g+1) X" et R'(1) = 0 puis R"(X) = ¢*(¢+1)X? ' —q(¢—1)(g+1)X*?
donc R"(1) = ¢*(¢g+1) —q(g—1)(g+1) #0carg € Net ¢ > 2.

Donc 1 est racine double de R.

R'(X) =q(g+1)X91(X — 1) ne s’annule qu’en 0 et 1 ; R(0) = 1 # 0 donc les autres racines de R’ n’annulent pas R’ :
elles sont simples.

5. R= (X —1)2T ou T n’a que des racines simples distinctes de 1 donc Q = % = (X — 1)T qui n’a que des racines
simples.
a
Exercice 42. Oral Math Il 2017
Soit n un entier naturel impair et P un polynome de R[X] ayant la propriété (&) suivante :
(X" 4+ 1)P(X) = P(X?).
1. Dire si le polynome X™ — 1 vérifie la propriété (£2).
2. Déterminer le degré du polynéme P.
3. Soit w une racine n-iéme de —1. Montrer que —w est racine de P.
4. Quels sont les polynomes vérifiant la propriété (&) ?
Solution.
1. On a d'une part (X" +1)(X" —1) = X?" — 1 et P(X?) = (X?)" — 1 = X?" — 1, d’autre part. Donc, X" — 1 vérifie la

2.

propriété ().
Le polynome nul vérifie clairement la propriété &. Soit donc P un polynome non nul vérifiant la propriété &2 et soit d
son degré. On a :

deg((X™ +1)P(X)) = deg(P(X?))
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Donc,
ce qui donne

Le degré du polynéme P est donc n.

3. Soit w une racine n-iéme de —1, c¢’est-a-dire w™ = —1. En utilisant la propriété &, on a :
(X" +1)P(X) = P(X?)
En évaluant l'identité précédente en w, on obtient :
(W" +1)P(w) = P(w?)
Comme w” = —1, on a P(w?) = 0. En évaluant maintenant I’identité précédente en —w, on obtient :
((w)" +1) P(~w) = P(?)
Compte tenu de l'imparité de n, (—w)™ = (—=1)"w™ = —(—=1) = 1, ce qui, avec la relation précédente, donne:
2P(—w) = P(w?) =0
Ainsi, —w est racine de P.

4. On vient de voir que les opposées des n racines n-iéme de —1 sont racines de P. Comme celui-ci est de degré n, il n’en
admet pas d’autres. En remarquant que w est racine n-iéme de —1 si et seulement si w est racine n-iéme de 1, on déduit
que le racines de P sont exactement les racines n-iéme de 1; par conséquent, les polynémes vérifiant la propriété (£2)
sont de la forme :

! 2ikm
P(X)= — = n_
(X) CH(X exp( - )) (X" =1)
k=0
ou c¢ est une constante réelle arbitraire.
O
Exercice 43. Oral Math 1l 2019
Soient a, b et ¢ trois nombres complexe, de module 1 vérifiant a + b+ c = 1.
1 1 1
1. Montrer que : — + -+ — = 1.
a b ¢
2. Soit P € R[X] un polynéme de degré 3 de racines a, b, c.
Montrer qu’ une des trois racines vaut 1 et déterminer les deux autres.

Solution.

1. On rappelle que si a est un complexe de module 1, alors @ = a~'. En effet, on a a = 1-¢* donc a = e™" = a~'. Pour
obtenir le résultat, il suffit donc de conjuguer 1'égalité a + b+ ¢ = 1.

2. Comme P est a coeflicients réels, on sait que ses racines complexes sont deux & deux conjuguées.

Donc P ne peut avoir qu'un nombre pair de racines complexes non réelles, (comptées avec multiplicité ou pas), ce qui
prouve que I'un (au moins) des complexes a, b, ¢ est réel et que les deux autres sont conjugués. Supposons par exemple
que c’est ¢ (les trois jouent des roles symétriques de toute fagon). Comme |¢| = 1, on a donc ¢ = %1, et il nous faut
ainsi distinguer deux cas :
X Sic=1,larelation a+b+c=1 donne a+b =0 soit a +a = 0. On en déduit a € iR, soit a = ix avec x € R. Et
comme |a| =1 on en déduit (a,b) = (i,—1i) ou (a,b) = (—i,1).
X Sic=—1,larelation a+ b+ c=1 donne a + b =2 soit a + a = 2Re(a) = 2. On en déduit a = 1 + iz avec = € R.
Et comme |a| =1 on en déduit (a,b) = (1,1).
Finalement, on obtient {a,b,c} = {1, —i,i} ou {a,b,c} = {—1,1,1}.

;¥ Nombres complexes, racines de l'unitée

Exercice 44.
Soient n € N, n>2etw= eI,

n—1 n—1
1. Etablir que pour tout z € C,z # 1, on a : H (z —wh) = Z 2L
k=1 i=0
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2. Justifier que I'égalité reste valable pour z = 1.

n—1
e e e . km n
3. En déduire 'égalité H sin (7) =51
k=1
Solution.
1. Par le cours on a U, = {w*; k € [0,n — 1]} et pour tout z € C:
n—1 - n—1
z"—le(z— z—lH ) et 2" —1=(z—1)Zzi.
k=0 = i=0
En simplifiant par z — 1 (ce qui implique z # 1) on en dedult le résultat.
n—1 n—1
2. Soit P(z) = H (z —wh) — Z z'. On a prouvé Vz € C\ {1}, P(z) =0, donc P est un polyndme possédant une infinité
= =0

de racines. On en déduit Vz € C, P(z) = 0, d’on le résultat.

n—1 n—1 n—1
km .
3. S . _ . o _ PR oL, 7 _ o kN - . .
oit P H sin — En prenant z = 1 dans ’égalité Z z H (z —w") il vient
k=1 i=0 k=1
n—1
n = H(l o eszﬂ/n)
k=1

= H etk /n(emtkm/n _ gikm/ny  par mise en facteur de arc moyen

n—1 kn
H ehT/m(—2i sin ())
k=1 K

= (=2i)" e T Tk x P
Or

im(n—1)
2

(721-) e‘: Sriok ( 1)n712n71in716 _ (71)n712n716i7r(n71) — gn—1

D’ou le résultat.

Exercice 45.

On pos 2m + ¢ si 2m
n € Z — COS —_— 181 | — .
P 7 7

1. Onpose S =z+ 22+ 24 et T = 23 + 25 4 25. Montrer que S et T sont conjugués, et que la partie imaginaire de S
est positive.
2. Calculer S+ T et ST, puis en déduire S et T

Solution. On remarque déja que z = e*7™/7 € Us.

1. On a
G = e 2im/T 4 —din/T | =8im/T _ 12im/T 4 10im/T | 6im/T _

Par ailleurs:

I(S) ,27r+_47r+,87r ,27r+_47r s
m(S) = sin — + sin — + sin — = sin — + sin — — sin —.
7 7 7 7 7 7
Or sin 7, sin 27” ,sin 4% > 0 et sin 2& — sin Z > 0 car sin est strictement croissant sur [0, 2] D’ou Im(S) > 0.

2. Onadéja S+7T = Z 2k = Z 2P —1 = —1 car la somme des racines 7-émes de I'unité est nulle.
k=1
6
De méme comme 27 = 1 onaS~T:sz+2:2.
k=0

On en déduit que S, 7T sont racines de X2+ X + 2 (par les relations coefficients-racines), et que S est la racine de partie

—14+/7 —1 -7
imaginaire strictement positive. D’o1 S = %[ et T'= %f
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O

Exercice 46.
On considére I'équation (z + 1)° = (z — 1)° d’inconnue z € C.

1. Résoudre cette équation en développant.
2. Résoudre cette méme équation en utilisant les racines cinquiémes de 'unité.
3. En comparant les deux résultats obtenus, déterminer une valeur exacte de cos (%’r) et cos (4?”)

Solution.
1. Ona:
(z4+1)°—(2—1)° =0.
Utilisons la formule du binéme de Newton :
5

(z+1)° =) <2>25k AR =25 4524 +102° + 1022+ 5241,
k=0
°. (5

(z—1)° 2)<k) S(=DF = 2% — 52 41023 — 1022 + 52 — 1.

Donc :
(z+1)° — (2 = 1)° = 2(52* +102% 4 1).

On obtient :
2524 4+ 1022 +1) =0 <= 52*+10z2+1=0.
Posons u = 22, alors :
5u® + 10u 41 = 0.

Résolvons cette équation quadratique :

_ —10+£v/100-20 —-10++v80 -10+4V5 —5+2V5
B 10 1o 10 5

, —5+2V5 5 +2V5
z :75 = z=4I —

2. Comme z = 1 n’est clairement pas solution de I'équation, z — 1 # 0 et on peut diviser.

Donc :

5
1 1 , -
<Z+ > -1 — ize(%kﬂ')/f) — er[[074]]’ Z+1:e(21kﬂ')/5(2_1)

z—1 z—1
— 3Jke[1,4], =z (6(2“”)/5 _ 1) — 1 4 e(2ikm)/5
1 & e(2ikm)/5 cos (Ex .
e E'k‘E[[l,Zl]],z: +»6 = —i— (]:):— Zkﬂ'

e(2ikm)/5 _ 1

Sachant que la tangente est croissante sur chacun de ses intervalles de définition, et que les valeurs de tan (‘%’r) et

tan (4?“) sont négatives, on peut effectuer I'identification suivante : ?n —~ =\ 1+ 2\55; tan(%ﬂ) =4/1— 2‘5/5; mn(l%’f) =
_ f 1 _ 2\/5 2T\ 5 1 _

1 , et enfin ta.n(‘“r) = 1+ . En particulier, on aura tan? (O) = s donc () = 1+

tan? (2) = 150 22\\[(’ et cos ( /150 22f \/ (5— 2\6()) 1(2)0+2f) _ \/30—10\/5 _ \/3—\/3 De facon tout & fait

4w 1 104+2v5

) ’ __ s\ [us
similaire, tan® (") = 5+2\/5’ done cos2(4x) T 5425 et cos ( \/E 8
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Ia Suites

Exercice 47.

Etudier la suite (u,,) définie par ug > 0 et upq = ——-.
14+ u2
Solution. Une récurrence immédiate montre que tous les termes sont strictement positifs. On peut alors voir que

Un+41 - 1
Up 14+ u2

<1

et (uy) est décroissante. Par théoréme de convergence monotone (décroissante et minorée par 0), la suite est convergente
vers £ > 0 qui vérifie

= 147 =1« (=0.

T 142
a
Exercice 48.
Soit (u,) une suite réelle qui converge vers un réel £ # 0. Montrer que 1 ~ u,. Est-ce toujours vrai si £ = 07
Solution. Comme ¢ # 0, on peut écrire
U l
n—+1 O 17
Up, n—-+oo E
et donc uy41 ~ u,. Le résultat n’est naturellement plus vrai si £ = 0, par exemple avec u,, = exp(—n). O

Exercice 49.
En découpant astucieusement la somme, montrer que

i k! ~n!
k=1

Solution. 11 faut découper en 3 (si on ne sort que le dernier terme, la somme des n — 1 termes restant se majore par
(n—1) x (n—1)! dont le quotient avec n! ne tend pas vers 0. Il faut donc étre un peu plus subtil...)

n n—2
DR =K+ n-1)+n
k=1 k=1
de sorte que
n n—2
= k=14 -+ K
k=1 k=1
Il ne reste qu’a montrer que
132 SR
— PEDY 0
k=1 k=1
1l est clair que pour tour k € [1;n — 2], k! < (n —2)! et donc
nm2g 220 9y _
Z% = Z (nn!2). B nzln—21) - % 0
k=1 k=1
Le théoréme des gendarmes permet de conclure que
n
Z kKl ~ nl
— e
|
Exercice 50. Suite implicite, Oral Math Il 2015

1
a H(l’)’ considérée sur [1,+oo.
x

Soit f(x) =

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique réel a,, > 1 tel que f (a,) = n.
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2. Etudier les variations de la suite (a,). Montrer que (a,) n’est pas bornée.

3. Donner un équivalent b,, de a,, puis un équivalent de a,, — b,,.

Solution.
1. Soit n € N fixé. Pour tout = € [1,4o0[,z > 0et 1 +z # 0.
Donc f est définie et dérivable sur [1, +o0o[, par les théorémes généraux. Pour 2 > 1, on a :
, (In(z) +1)(14+2) —zln(z) 1+z+In(z)
f'(@) = 2 = 2
(14 2) (14+2)

Donc [ est continue et strictement croissante sur [1, +oo[. De plus, on a :

>0 car In(z) >0

xIn(z)

f)=0 et f(z)

Donc, par le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de l'intervalle [1, +o00[ sur Uintervalle f([1, +oo]) = [0, +0o0]
qui contient n.
Alinsi, pour tout n € N, il existe un unique réel a,, > 1 tel que f (a,) = n.

=In(z) — +o0.
T—+00 €T T—+00

2. Soit n € N. Ona: f(ans1) =n+1>n= f(a,) et, toujours par le théoréme de la bijection, f~* réalise une bijection
continue strictement croissante (comme f ) de [0, 4o0[ sur [1, +oo[. Donc
_ 1 —100) - _ 1y —
anp1=f(n+1)>f"(n) =an et nllgloo an = nll}foof (n) = +o0

Donc (a,,) est croissante non bornée.

3. Soit n € N. Ona:anZIetf(an):M:n.

1+an
Donc In (a,) = nl+an) ot done @, = €' @n = e"ewn. Deplus, a, — -+oo, donc 2 = fL) ~ ),
an n—s-+o0o an tan pytoo In potoo
. , " . ’ n_ S
0, par croissance comparée. On en déduit que % = ean — ¢e” =1, par composition. Donc ~ b, =e".
€ n—+o0o n—+o0o
. - . . .
On a aussi a,, — b, = e" (e an — 1) ~ e"xrt ~ e"x X Donca,—b, ~ n.Finalement on peut écrire
n— oo aAn p—y4oco e n——+oo
a, = e"+n+o(n) (développement asymptotique).
n—-+o0o
O

Exercice 51.
Pour tout entier naturel n, on pose
n
Up = H (1 + 2%) .
k=0
Donner, sous forme d’entiers ou de fractions simplifiées, les valeurs de ug, u; et us.
Montrer que, pour tout entier n, on a u,, > 2.
Exprimer 4,11 en fonction de u,, puis en déduire les variations de la suite (uy,).
Etablir que, pour tout réel o strictement supérieur & —1, on a In(1 + z) < .
En déduire que, pour tout entier n, on a

AN

1< up < vy,
ou (vy,) est une suite que l'on explicitera et dont on déterminera la limite.
6. Conclure que la suite (u,,) converge vers un élément ¢ de [2;¢?].

Solution.

1. On calcule

|
—
+
I
[
+
—_
|
[\

()

Uy

I

IS

[e=]

X
N

=

+

|
~_

I

X
[NR GV

I

w
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2. L’inégalité se montre facilement par récurrence. On vient de voir que uy = 2 ce qui permet de l'initialiser. Supposons
alors que u,, > 2 pour un certain n > 0. En constatant que (1 + 2%) >1,o0na

Upt] = Up X (1+21k> > Uy > 2,
et la récurrence est bien démontrée.
3. L’inégalité obtenue a la question précédente intégre la preuve que la suite (u,,) est croissante.
4. Inégalité de convexité ou étude de la fonction z — In(1 + x) — x.

5. Comme u,, > 2 pour tout n > 0, tous les termes sont en particulier strictement positifs et on peut calculer le logarithme
de u,. En combinant les propriétés du log, I'inégalité obtenue a la question précédente ainsi que la formule du calcul
d’une somme des termes d’une suite géométrique, on a

In(un) = In (J:[o (1+21k>) :ki::oln (1+21k> g;);k - (1— (;)H) — o,

avec (v,,) qui converge vers 2 (en étant croissante) et qui est donc majorée par 2.

6. On revient & wu,, en prenant I’exponentielle dans l'inégalité précédente. Comme de plus, u,, > 2, on a donc

2 <, <exp(2).

Alinsi la suite (u,) est croissante et majorée par 2. Le théoréme de convergence monotone assure donc que la suite est
convergente vers une certaine limite /. Par passage & la limite dans I’encadrement ci-dessus, on voit que

2 <l <exp(2) <= L€ [2;€?].

Exercice 52. Extrait cahier de vacances, sujet n°1
On considére une suite réelle (an)neN* qu’on suppose croissante et convergente vers un réel /.

1 n
Pour tout entier n € N*, on pose : b, = — Z ak.
n k=1

On veut montrer que la suite (by,),, . converge également vers £.

- 1 n
1. a. Etablir la relation suivante : Vn € N*, b,y 1 — by, = ——— | nape1 — Z a |-
n(n+1) Pt
En déduire que la suite (b,,) est croissante.
Justifier que, pour tout n € N*, a,, < /.

En déduire que (b,,) converge vers un réel ¢ qui vérifie £/ < /.

0T

2n
1
d. Montrer que, pour tout n € N*, 2by,, — b, = — Z ag.

n
k=n-+1

En déduire 'inégalité : 2by, — b, > a,.
e. Déduire des questions précédentes que ¢/ = ¢ et qu’ainsi, la suite (b,) converge vers /.

2. a. Ecrire une fonction Python d’en-téte def suite_b(a): qui prend en argument la liste a = [a1, ..., a,] des n—
premiers termes de la suite (ax) et renvoie les n premiers termes de la suite (by)
b. Déterminer quelle valeur (approximative) va s’afficher a Pexécution des commandes suivantes :

a = np.array([ 2-1/n**2 for n in range(1,1001) 1)
b = suite_b(a)
print (b[9991)
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Solution. 1. a. Soit n € N*. On a :

n+1 n+1
bn+1_bn:n+lz k_*z k—(TLZGk—TL+1 Zak>
bn_Hbn—m<nan+1+n2akn2ak2ak> —n+1<nan+1kz_:1ak>

Ainsi,

N 1 n
Vn € N* byy1 — by, = m <”an+1 - kzlak> .

b. La relation précédente donne pour tout entier n non nul.

1 n
bpi1 — by = m (nan+1 - kZ::l ak)

1 n n n

= m (Z Ap+1 — Zak> en remarquant que nap41 = Z Ap+1
k=1 k=1 k=1

1 n

= Apy1 — Qg avec Yk € [1,n], any1 —ap >0 car (an)nen- est croissante.
(n + 1) N
— 30
>0
Ainsi, Vn € N*, b, 41 — b, > 0 donc la suite (by,),,cy- est croissante.
c. La suite (a,,) est croissante et converge vers ¢ donc : ¥n € N, a, </. On a alors :

1 — 1 —
:5;akg;;£:/z.

Ainsi, la suite (b,) est majorée par /.
Comme cette suite est croissante, on en déduit d’aprés le théoréme de la limite monotone, qu’elle converge.
Alnsi, la suite (by,) vers un réel ¢/ qui vérifie ¢/ < ¢ (car b, </).

d. On a:

2n 2n
2boy, — n—2 Z%-Z%—(Zak Z%)Z; Z ay

k=n-+1
Comme la suite (a,), oy~ st croissante, on a pour tout k € [n 4+ 1,2n], ar > a,, ce qui donne :

2 2
1 & 1 & 1
2bay, — by, = — § ap = — E Up = —NGp = Un
n n n
k=n+1 k=n+1

Ainsi, pour tout entier n non nul, 2bs,, — b, > a,.

e. En passant a la limite dans I'inégalité de la question précédente, on obtient :
200, —bp > a, = 200 —U'>0 = ' >/

Or, on a déja vu que : ¢/ </, ce qui permet de conclure que ¢/ = £. La suite (b,,) converge vers {.

2. a. On peut utiliser la commande cumsum( ) mais ce n’est pas obligatoire.

def suite_b(a)
S = np.cumsum( a )
b = [ S[i]l/(i+1) for i in range(len(S))]
return b

b. La liste a dans la premiére ligne du programme contient les premiers termes de la suite (a,) avec a, = 2 — 1/n? qui
converge clairement vers { = 2.
De plus (a,,) est croissante, le résultat démontré affirme la suite (b,) converge également vers 2 donc la troisiéme
ligne affichera bygpp qui sera une valeur proche de 2 (sa limite).
|
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