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Des séries et des hommes - Eléments de Solution

n Selection d’exercices

Exercice 5.13.

Etudier la convergence et calculer la somme de la série de terme général u,, dans les cas suivants:

. 1 y ( In(n+1) ) 5
L Un = 575 . Uy =In | —————— 200, Uy =

Bn+1)(3n+4) In(n) ln(n + 2) (n+ 1)
Solution.
. ) . s . 1 1 1 i )
i. La décomposition en éléments simples donne u,, = - — : la somme est télescopique.
3\3n+1 3n+1)+1
+oo
1
On peut ainsi calculer S,,, puis en passant a la limite on trouve Z Uy = 3
n=0

. Pour n > 2, u,, est bien défini et on remarque
up, = 2In(In(n + 1)) — In(ln(n)) — In(In(n 4+ 2)) = (In(ln(n + 1)) — In(ln(n))) + (In(ln(n + 1)) — In(ln(n + 2))).

On reconnait ainsi deux sommes télescopiques, et on en déduit
Z un = In(In(N + 1)) — In(In(2)) + In(In(3)) — In(In(N + 2)).

In(N +1)

Or N1_>+Oom = 1, donc pETooZu" = In(In(3)) — In(In(2)). La série converge et sa somme vaut
In(In(3)) — In(In(2)).
1. On a
N N 1 N+ N+
n= = == — -1 —1).
O

Exercice 5.14.
Déterminer la nature de chacune des séries

e (1), ;m mz(exp< 1)),

k>2 k>0 1
iv. 3 ((k+ Y4~ (k- 1)1/4), e Y <1 - ( ) )
E>1 E>1
.. 14++vn In(
vi. ;nQ—i-\/_ vm.%nln( ﬁn), vm.;%, Zn—H
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Exercice 5.15.
Etudier la nature des séries de terme général u,, dans chacun des cas suivants :

1 1
1. Up = In <—) 1. Uy = e’ i u, = e~ Vn w. Uy = 2"sh (—)
n n
( 1)" . /71 ) (n)” n? (="
V.U, =€e— |1+ — vi. un:—<en —en+1) Vit Uy = ——— Vit Uy = S
U ) (dn)! (in(n))
1T Uy = (") T. Uy = / Sl dt . u, = 2 (sin B) Tit. Uy, = a 5
ota€Ret e [O,g].

Solution.
i. Onawu, =In <1) — —oo donc la série diverge (trés) grossiérement.
n n—-+oo
it. On a0 < u, < e ", donc la série est & termes positifs, et par comparaison avec une série géométrique convergente (de
raison %)7 il vient que Z U, converge.

1
iii. Onau, =e V7 = ? ( 2) donc la série converge (absolument) par le théoréme de comparaison par négligeabilité.
n—-+o00 n

1
w. On effectue un développement asymptotique de 'exponentielle, car — —+> 0:
n n—+oo

= gn—1 (el/n _ e*l/n)

= (2eo(2)

n

400 N n—+oco

Donc la série diverge grossiérement.

v. On effectue un développement asymptotique:
n ln(1+ 1 )

n

= e — en(% 2n2 +O(%))

—+o0

= e (1 _ E*ﬁﬂ’(%))

—+oo

(1 1

2(mr)
€

{20

U, =€—e

On en déduit, par théoréme de comparaison avec une série de Riemann, que la série diverge.

vi. On effectue un développement asymptotique:

l 1
un = en—e"+1)

1 1 1 1
_n< 2_n+1 2(n+1)2+0<n2>)
1 2n+1 1
_n< n—|—1 2n2(n—|—1) +O<n2>>
1 1
o ()

1
{oo 3

Donc la série converge, par théoréme de comparaison avec une série de Riemann.
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V1.

VI,

.

xi.

3
Upi1 (n+1) . R
On a > 0 et 4L = — 0 < 1 donc la série converge par la régle de
o U, (An+4)(4n+3)(4n+2) (4n+ 1) n—+too ' verse bat &
d’Alembert.
On peut montrer aisément qu’il s’agit d’une série alternée, car v, = ———— est décroissante, et donc qu’elle converge.

(In(n))
(

Si on n’y pense pas, on peut procéder autrement : on a n? = e2™(") et (In(n))" = e (n(n)

| =

Or pour n assez grand on a In(In(n)) > 2 et n > Inn donc 0 < ———— < —. Par comparaison a une série de

(In(n))™ = n

(V]

Riemann, cette série est donc absolument convergente.

On a u, > 0. Par d’Alembert,

un+1 o

1 2n+2)2n+1)n 4
- 3 — =<1
Uy, 5 (n+1) n—+oo H

donc la série converge.

1/71 1
< 1 pour tout t > 0, donc par croissance de l'intégrale 0 < u,, < / tt = —. Cela
0

Ona0<sint <tet
1 2n?

1
. + \/E . . .

prouve que la série converge, par comparaison a une série de Riemann.

. n
(2 sin? B)

n? ’
Pour a > 1 on an? = o(a"), donc si a = 2sin® § > 1 la série diverge grossiérement.

+

On a déja u,, =

oo
RN 1 . . . .
Par contre, si 2sin? B <1alors 0 < u, < — et la série converge par comparaison avec une série de Riemann.
n

Finalement la série converge si et seulement si 3 € [0, Z]

an

:m sl ‘Ot| <1 alors
«

Un

"t — 0

n—-+oo

donc |un| ~ |Oz‘n : la série converge absolument par Comparaison avec une série géométrique.
—+oo

Si || > 1 alors

a — 40

n—-+oo

. 1 . . . : .
et par suite |u,| ~ W : cette fois encore la série converge absolument par comparaison avec une série géométrique.
+oo |

. 1 L .
Enfin si |of =1 alors |u,| = 3" la série diverge grossiérement .
|

Exercice 5.16.

1
Montrer que la série Z(—l)" In (1 + —> converge. Est-elle absolument convergente ?
n

. . . . . 1 .
Solution. On vérifie aisément que la suite (u,,) définie par u, = In <1 + > décroit vers 0, c’est donc une série alternée,
n

qui converge par théoréme de cours.

1

n—-+oo

1 1
Par contre il n’y a pas convergence absolue, puisque |(—1)"u,| = In (1 + ) ~  —, et Z — diverge par Riemann. [J
n n n

Exercice 5.17. Oral Math 11 2021

Soit u, = v/n+ayvn+ 1+ by/n +2, ot (a,b) € R%

1. Déterminer les valeurs de a et b pour lesquelles la série E U, converge.
2. Pour ces valeurs, trouver sa somme et un équivalent simple du reste d’ordre .

Solution.
1. On procéde par analyse-synthése.
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X Analyse. Soit (a,b) € R? tel que Zu(n) converge.

Pour n € N*, on a :
1 2 2b 1
1+a\/1++b\/1+ —\/ﬁ{1+a+b+a+ +0()]‘
n n | +oo 2n n

un = +/n
Supposons que 1+ a + b # 0. Dans ce cas, u,, ~ (1+a-+b)y/n —> oo : impossible car Zu” converge.
+o00 n—-+o0o

Donc, nécessairement 1 +a+ b =0 et u, +:OO ‘;*\'/275’ +o0 (ﬁ)

Supposons que a + 2b # 0. Dans ce cas, u,, ~ C;fﬁb de signe constant : par comparaison de séries & termes de
+oo

. . . . .
signe constant, cela contredit que g u, converge car la série de Riemann E — diverge. Donc, par 'absurde,
nz

a+2b=0.
Finalement,
a+b=-1
{ a+2b=0
et done (a,b) = (—2,1).
X Synthése. Si (a,b) = (—2,1), alors on a :

un\/ﬁ[12(1+i)é+<1+i>5] +Oof[ 2><81 +8ni+o(7112>}

< 0 et la série g u, converge par critére de comparaison pour des séries a termes négatifs.

On a alors u,, ~ —%
400 4n2

En conclusion, la série Z u, converge si et seulement si (a,b) = (=2, 1).

2. On prend donc a = —2 et b= 1. Onaalorsun:\f—Q\/n—&—l—i—\/n—i—Z et pour N € N, on a :

N
> un = Z[\f Vn+1 +Z\/n—|- Va1
n=0

= 0—\/N+1+\/N+2—1 par télescopage
VN Ly’ 2\
- N 1+=) -1
(r5) + (r5)

1
= 1+ —=+o|—=].
2\/N (\F >
+oo
Par passage a la limite, on obtient Z Uy = —1.
n=0

1
De plus, Ry =5 — Sy ~ ———.
P NTTOUN

Exercice 5.18.

On cherche 'ensemble des couples (a, b) € (Rj_)2 tels que la série Z 11—% soit convergente.

1. Montrer que si 0 < a < b, alors la série est convergente.
2. On considére 0 < b < a.

a. Traiter lescasb<let b=1.

b. Que se passe-t-il pour b > 17

Solution.
k S . .
1. Si0<a<balors 0 < 5 +bk < (%) et on compare a une série géométrique convergente pour obtenir la conclusion
souhaitée.
k k
2. a. Sib=1 alors TypF = 5 et comme a > 1 la série est divergente. Sib<1,bF = 0et 1+b,€ ~a*. Sia <1, la série

converge ; sia > 1, la serle diverge.

b. Sib>1, ona 4 ~ (%) et la série diverge par comparaison a une série géométrique divergente.
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Exercice 5.19. Oral Mines-Télécom 2024
Soit f : Ry — R de classe €2, telle que Vz € Ry, f”(z) < 0 et f'(x) > 0.

1. Montrer que la suite (f'(n)),,>, converge.
2. Montrer que : Vo > 1, f(z +1) — f(z) < f'(z) < f(z) — f(z —1).

3. Montrer que la série Z f'(n) converge si et seulement si la suite (f(n)),>1 est majorée.

Solution.

1. Comme f” < 0 sur Ry, la fonction f’ est décroissante sur Ry donc la suite (f'(n)), est aussi décroissante. De plus, par
hypothése, f/ > 0 sur Ry donc la suite (f’(n)) est minorée. Par théoréme de limite monotone, clle converge.

2. C’est I'inégalité des accroissements finis qu’on applique deux fois (une fois pour chaque inégalité de 'encadrement) en
observant que, comme [’ est décroissante, f'(z) est le minimum de f’ sur [z,z + 1] et aussi le maximum de f’ sur
[z, 2 —1].

(Observons que f est elle croissante sur Ry donc f(x+1) — f(z) > 0et f(x) — f(x —1) > 0.)

3. Le calcul des sommes partielles permet un encadrement qui fait apparaitre des telescopages :

fo+1) = f(1) =Y (f(k+1) ) < Z f'(k (f(k) = f(k—=1)) = f(n) = f(0).
k=1 k=1
X Sila suite (f(n)) est majorée, alors la suite des sommes partielles (Z f’(k)) est majorée et étant croissante
k=1 n
(c’est une suite de sommes de termes positifs), le théoréme de limite monotone affirme qu’elle converge ce qui
veut dire que la série converge.

X Réciproquement, si la série converge, alors pour tout n, f(n+ 1) < f(1) + Z f'(k) et la suite (f(n)) est bien

bornée.
O

Exercice 5.20.

1. A P'aide d’une comparaison avec une intégrale, donner un équivalent de S, = Z In? k.

2. En déduire la nature de la série de terme général u,, = —

Solution.

1. Ne pas hésiter & commencer par faire un dessin ici ... & — In® z est croissante sur [1,400[ et a valeurs positives. Pour
tout k > 1 on donc

k+1 k+1 k41 k+1
/ In? kdx < / In? zdx < / 1n2(k + dr — In?k < / In? zdx < 1n2(k: +1).
k k k k

En sommant ces inégalités pour k allant de 1 & n il vient

n n+1 n n n+1 n+1 n+1
Zln%g/ In® zde <) In*(k+1) < Zankg/ In® zde < Y In*(k) = Y In’(k)
k=1 1 k=1 k=1 1 k=2 k=1

On en déduit alors (en changeant n en n — 1 dans 'inégalité de droite):

n n n+1
/ In? zdx < Z In? k < / In? zdz.
1 1

k=1
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En intégrant par parties (on pose u/(z) = 1 et v(x) = In? 2 donc u et v dont bien de clase €') on obtient

nlnzn—innn—f—Qn—Qngang (n+1)1n2(n+1)—2(n—|—1)1n(n—|—1)+2n.
k=1

n

R P R 2 . 2
Les deux membres extrémes de I'encadrement sont tous deux équivalents a nln“n, ce dont on en tire S, ~ nln“n.
+oo

2. On en déduit u,, o (il s’agit d’un exemple d’une série de Bertrand), dont on montre la convergence par le

% nln’n 1
théoréme de comparaison avec une intégrale (encore!): e est positive et décroissante vers 0, donc la série est de
xIn®x
oo dx 1]t
méme nature que l'intégrale —— = |- = —— et ainsi la série converge.
2 xIn®x Inz 9 In2
O
Exercice 5.21.
e un
On consideére la suite (u,,) définie par u,+; = il
n

1. Montrer que (u,) converge et donner sa limite.

1
2. Donner la nature des séries et —— .
e T nature des seies Y uy et 3 (1, 1)

Solution.
1. Par une récurrence immeédiate, on obtient, pour n > 1, u,, > 0.
11 suit qu’on a, pour n > 2, 0 < u,, < —. Par encadrement, (u,,) converge vers 0.
n
—u 1 - S RN
2. (uy,) converge vers 0, donc (e~*") converge vers 1, donc u,, oty > (. Par théoréme d’équivalence des séries a termes
o n

positifs, > u,, diverge.
1 1 1
On a de plus u,—1 ~ —,doncu,_.1 = —+o ()
+oo n

n—+o00 M n

On en tire, en développant I’exponentielle,

puis

e Un—1 1 1 1
n n—+oo N n n

. 1 1 1
Ainsi u,, — T < 0, donc Z (un — n) converge.

O

Exercice 5.22. Seéries de Bertrand
Soient «, 5 > 0. Montrer que

>

5 converge <= «>1ou (a=1let g>1).
n®1In”(n
Solution.

1 1 1
X Observons déja que, si « < 1 alors — = o ———=—— | et comme Z — diverge, il en est de méme pour
n neIn(n) ne
S
nIn’(n)’

1
X Sia>1, en prenant v €]1,«[ on a :

(o) et done X '
— =0 — ) et donc — converge par comparaison.
ne In® (n) nYy ne
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7

X Reste a traiter le cas @ = 1. C’est une comparaison série/intégrale. La fonction ¢ +— est décroissante sur R .

1
t1nf(t)
On peut écrire, pour N > 2,

N+1
/2

Le cas =1 se calcule séparément.

N

1 1 N
= Z nln(n) = 21n”(2) +/2

n=2

dt
t1n” ()

dt
tn ()

dt
— Si B8 =1, alors / TIn(0) = In(In(N) — In(In(2)) — +oo. Ainsi, la série diverge par comparaison.
2 1
— Si 8 #1, alors
1 1 1 Y 1 1 1
— < —— <2lP(2) + ( — ) .
1-p (1nﬁ1(N+ 1) 1nf“(2)) ,;2 nlin”(n) @y -8\’ (V) WP

Si 8 < 1 le membre de gauche tend vers +o0o donc par comparaison la série diverge.
Si 8 > 1 le membre de droite a une limite finie, donc la suite des sommes partielles est bornée et comme
il s’agit d’une série a termes positifs, le théoréme de convergence monotone permet d’affirmer que la série

converge.

Exercice 5.23.

1. Montrer que la série Y 5 converge.

2. Décomposer en éléments simple

k2 -1
+oo 1
3. En déduire la valeur de la somme ,;2 Z_1

VE+1] - [Vk
5 WEFT - 1Y)

4. Convergence et somme de la série

Solution.

1
1. Sans difficulté :

K2 — 1 400 k2
Riemann convergente) pour les séries a termes positifs .

2. On a déja rencontré ce quotient... on trouve que, pour k > 2,

1 1 1

2—1 (k-Dk+1) 2

1 1]
k—1 k+1]"

O

Oral Math Il 2024

1
> 0. Il suit que Z 21 converge par critére de comparaison (avec une série de

3. La décomposition précédente permet de faire apparaitre un télescopage. Soit N > 2. On a

N

N N
L o1 o1& 171
= _— = = _— = — —_— | == |1 - —
SN kZ:2k2_1 2;_2[/@—1 /J+2kz_2{k k:—i—J 2{ N

1LL 1
212 N+1

3

— .
N—+oco 4

4. On se doute qu’il y a un lien avec la question précédente. Calculons les premiers termes du terme général. On pose,

pour k € N*|

WVEHT) - [VE]

ap =

o~

Le calcul donne .

G,l:O, (1220, a3:gv

U4:0, U5:0, ’LL6:0, U7:0,

1
Ug:§,...

Ainsi, les termes en dehors de ceux qui précédent un carré (3 = 22 — 1, 8 = 3% — 1) semblent étre nuls. En effet, si

(k—1)2<j<k*—2 ona(k—12+1<j+1<k?>—1etdonc

E—1<\(kE—1)2+1<j+1<Vk2—-1<E,

k—-1<Vji<Vk2—2<k

ainsi a; = 0. Par contre, si j = k% — 1, alors \/j + 1 = k alors que k — 1 < \/j < k ainsi

E—(k—1) 1
21

Ap2_1 = = k271.



Séries numériques - FEléments de solution

Il suit qu’en sommant par paquets, on a
“+o0 “+o0 +oo 1 3
SO S
j=0 k=1 k=1
|

Exercice 5.24. Oral Math Il 2025

Soit (uy,) définie par ug =2 et Vn € Nyu,11 =1+ H U
k=0
Up — 1 1 1

1. Montrer que Vn € Nyup11 = (uy, — 1wy, + 1 et = — .
Upt1 — 1 Up —1  Upgp1 —1

1
2. Montrer la convergence de la série Z — et calculer sa somme.
Un
. . In (un) -
3. Montrer la convergence de la suite de terme général v,, = o et calculer sa limite.
Solution.
n n—1
. Soit n € N. 1l est clair que uy, 11 — 1= H Up = Up H U = Uy, (uy — 1).
k=0 k=0

Une récurrence immédiate permet de voir que u,, > 2 pour tout n € N. Ainsi, u,, — 1 # 0. La relation précédente se
réécrit

un(un - 1) Up, — 1 1
A e —
Up+1 — 1 Upt1 — 1 Up
Par ailleurs,
1 1 - 1 1 B 1 1 1 B 1 » Uy — 1 - 1
U, — 1 Upt1 — 1 - Up — 1 (un - l)un, B U, — 1 Un, B U, — 1 Unp - Up, .

. On a donc un télescopage ; pour N € N

ii_N 1 1] 1 1
nzou”_nzo Up — 1 Upyr — 1]  wo—1 ungp—1

On peut en fait montrer par récurrence que u, > 2" 4+ 1. En effet, up = 2 > 1+ 1, puis, si on suppose, pour n € N*
arbitraire, que u, > 2" + 1, alors uy41 = Up(u, — 1) +1 > 14 (27 +1)(2") > 27T + 1 car 2" + 1 > 2. Alors, par
comparaison u,, — +00. Et 1/(uys1 — 1) — 0. Il suit que la série considérée converge et que

+001

3. Par télescopage

n(u,) _ ln(u0)+’§[1n<uk+l>_lnm)}

on 9k+1 2k
k=0

n—1 n—1
1 Uk4-1 1 1+ uk(uk — ].)
k=0 k=0

g | 11
= ln(2)+22k+1n 1—U7k+u72 5
k=0

k

ce qui permet de voir que la suite converge mais pas encore de déterminer la limite... On peut montrer que cette limite
est positive est inférieur a In(2).

Je concéde pour l'instant ne pas trouver comment déterminer explicitement la limite. Soit I’énoncé est mal rapporté ou
soit plus probablement, quelque chose m’échappe.

Si quelqu’un trouve, je prends !
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Exercice 5.25. Série de fonctions, Oral Math Il 2024

B 1
1. Etudier la convergence de la série Z m, ol z € R*.
nw

+oo 1

2. On pose h(z) = Z ——, ¢ €ER".
= 1+ (nx)

a. Montrer que h est paire puis étudier ses variations.
b. Déterminer la limite de h en 4oc0.
c. Par une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalent de h(z) lorsque z — 0.

Solution.

1. Soit x € R* fixé. Comme m ~ ;%2 X #, une comparaison & une série de Riemann assure la convergence de la série
et donc h(x) est bien défini. Il est clair que h(—x) = h(x) donc la fonction est paire.
Soient x,y deux réels tels que 0 < x < y. Alors, pour tout n € N,
1 1
<
1+ a%n? = 14 y?n?

puis, pour NV € N,
N N

1 1
Zl+x2n2 221+y2n2‘

n=0 n=0

Par passage a la limite, on a h(x) > h(y). Donc h est décroissante sur R*.. Par parité, h est croissante sur R*.
2. La fonction h étant décroissante sur R* et minorée par 1, on sait que h admet une limite finie lorsque z — +o0.

Soit & > 0 fixé. On a, pour tout N € N,

N N N

1 1 1 1
1§Zm§1+zx2n2:l+ﬁzﬁ

n=0 n=1 n=1

Par théoréme des gendarmes, h(z) — 1 lorsque  — +o0.
Remarque. On pouvait aussi faire une comparaison série/intégrale dés cette question, par décroissance de la fonction
1

fI:tHWSuI‘R+7

N

N N N
1 1 dt arctan(zt) arctan(Nz)
1<E —— <1 E ——dt =1 — =1 _ =14+ —-.
i 1+a%n? = +n:1 /n—l 14 z2¢? +/0 14 (at)? - { T }0 ’ x

3. On se sert de la remarque précédente de toute fagon dans cette question. Pour z > 0 fixé et N € N.

/NJr1 dt - i 1 <14 arctan(Nx)
0 1+a22 = = 14 a°n? — x
ou encore
arctan((NV + 1)z) - f: 1 L+ arctan(Nx)
x T l4atn? T x ’
On passe a la limite en N — +oco
™
— < h(z) <1+ —
2z Shl@) <143
On a donc
h(z) ~ %, r— 0"
O
Exercice 5.26. Régle de Raabe-Duhamel

Soit (uy,) une suite a termes positifs telle qu'il existe a € R vérifiant

MZI—E—FO l
Un, n n/)’
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1
1. On suppose a > 1. Soit b €]1, a[ et posons v, = —.
n

Montrer qu’il existe ng € N tel que :
Up+41

v
< ntl

n vn

n > no,

En déduire que ) u, converge si a > 1.
2. Démontrer que > u,, diverge si a < 1.

3. En utilisant les séries de Bertrand, montrer que le cas a = 1 est douteux.

Solution.

—b
N 1 b 1
1. Soit b €]l,af. On a 2*L — (1 + ) =1——+o <) lorsque n — +oo. 11 suit que
n n n

Up
n n _'b 1
U,+1_U+1:_((1 )+o<),
n

U, U n

ce qui est négatif pour n grand, car a — b > 0. D’ou le résultat.

U

Il découle de cette inégalité que la suite n) est décroissante a partir d'un certain rang. Celle-ci étant minorée
Un

par 0 (Phypothése que (u,,) permet de voir que les termes sont positifs a partir d’un certain rang au moins), elle est

convergente, donc bornée. On peut donc écrire u,, = O(u,) = O (%) et effectuer une comparaison a une série de

Riemann convergente. On a le résultat voulu.
n+1 > Un+1

. On s’inspire de I'idée précédente. On montre que cette fois, a partir d'un certain rang —— >
b
Up, Un

cette fois a < b < 1. Il suit, qu’a partir d’un certain rang nq,

u'rl1
Up = < Up,
Unl

or Zvn diverge (Riemann). Donc Zan diverge.

b
nln(n)

! 1 1 1 1 1 1
Dl (1= =4o(=)) (1-——40(——])=1-=+0(=),
Up n n nln(n) nln(n) n n
on est donc dans le cas ot a = 1 et on sait que la série diverge (c’est une comparaison série/intégrale). En prenant en

1

n1n®(n)

s (12 o(2)) (-t ) =120 (2)

et une fois de plus a = 1 mais cette fois la série converge. On ne peut donc rien conclure lorsque a = 1.

. Prenons u,, = . On peut écrire

revanche u,, = ,on a

O

Exercice 5.27. Un cas limite

1. Soit f la fonction définie sur | — 1, +oo[ par f(t) = In(1 + ¢) — ¢. Expliciter le développement limité & lordre 2 en 0
de f. En déduire la nature de la série Z f(1/n).

On considére un nombre réel @ > 0 et une suite a termes strictement positifs (4, )n>1. On introduit alors les suites (wy,)
et (¢,,) définies, pour tout n € N*, par

-1+ -, Ly, = In(nuy).
Un, n

On suppose que la série de terme général w,, est absolument convergente.

L. Wn
2. Montrer la convergence des séries E w? et E —.
n>1 n>1
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3. Vérifier que

a 1
en—i—l — 4y, :f(wn_ _> +wn+af (_> .
n n
4. Préciser
. a
lim w, — —.
n—-+oo n
puis la nature de la série Z f (wn - 2).
n
n>1
5. En déduire la nature de la série Z(fn_H —0p).
n>1
6. Que peut-on en déduire a propos de la suite (¢,,)?
7. Conclure qu’il existe une constante A > 0 telle que
A
" n—+too na’
8. Application. On considére la suite (u,,) définie, pour n > 1 par
2k
tn = kUl 2%+ 1°

U

a. Expliciter uy, us, us.
b. Déterminer la nature de la série Y uy,.

Solution.

1. Soit f: t+ In(1+t)—t. La fonction f est définie et de classe C? sur | — 1; +oc[. Utilisant un DL en 0 de ¢ — In(1 + ),
on obtient

12 2
f)=t—— 4ot —t=——+o(t?).
2 2
Il suit que
t2
) S0 927

Soit n € N*, n — +o00. Comme 1/n — 0, on a

Donc

Or, la série de terme général 1/(2n?) est le multiple du terme général d'une série de Riemann convergente donc, par
critére d’équivalence la série Z —f(1/n) converge, puis on en déduit que Z f(1/n) converge.

2. Si la série de terme général |w,| converge, alors son terme général tend vers 0 et en particulier, est plus petit que 1 &
partir d’un certain rang. Il suit que, toujours & partir de ce rang,

2
0 <w;, < |wyl
et par critére de comparaison pour les séries & termes positifs, la série Y w? converge. De plus, pour n > 1,

0<

’ W,

< |wy,|

et, encore par critére de comparaison pour les séries a termes positifs, la série Y w,/n converge absolument donc
converge (simplement).
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3. C’est un (simple) calcul & vérifier, en remarquant que In(t + 1) = f(¢) + .
lbpv1— 0 = In((n+1)%Upq1) — In(nuy)

= aln(n+1) +In(upi1) —aln(n) —In(u,) = In <un+1) +aln (n + 1)

Uy, n
" 1
- 1n(““1+1)+a1n<1+>
Uy, n
1
— f(w_1>+w_1+af(>+a
Up, Unp n n
a 1
= f(wn—f>+wn+af — 1,
n n

ce qu’on voulait.

4. Comme la série Z wy, est absolument convergente, alors |w,,| tend vers 0 et il en est de méme (par application immédiate
du théoréeme des gendarmes) de w,. Comme a/n tend aussi vers 0, il suit que
a
lim w, — — =0.
n—-+oo n
On peut donc utiliser I’équivalent de f en 0.

2 w, a2

Wy — — ~ ——|w,——) =—+a— - —.
n/) n—+oo 2 n 2 n 2n?
On reconnait la combinaison de termes généraux trois séries convergentes. Par critére d’équivalence (adapté pour les

séries & termes négatifs comme ci-dessus), on peut conclure que la série E f(w, —a/n) converge.

5. Comme vu précédemment, (£, — £,,) est combinaison de trois termes généraux de séries convergentes donc la série

Z(E”‘H — {,,) converge.

6. C’est le fameux lien entre suite et série "télescopique". On constate que

n—1 n—1
Z(&H_l - Ek) = én — 61 s En = 61 + Z(E}H_l — Ek)
k=1 k=1

Ainsi, la suite (£,) converge. On peut méme dire que

+oo
ngrfoo by =01+ n;(gn-&-l - gn) =C.

7. On rappelle que £, = In(n%u,) <= u, = ¢~ /n® Ainsi, la derniére question donne, en posant A = exp(C),

n(l
n‘u, — A<+— —-u, — 1

n—-+oo A n—-+oo ’

ou encore

A
Uy ~  —.
n—+oo N

8. Application. On considére la suite (u,,) définie, pour n > 1 par

© ok
u”_kl;[l2k+1'

a. Par définition

w = 2
73
_ 2. 4_8
2 = 35T 15
_ 2,4 6_ 48
Y = 375777 105
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b. Comme le suggére le mot Application, on va essayer d’appliquer le critére de convergence démontré précédemment.
Commengons par calculer

Un+1 o2k 2k 41
un kl;[l%ﬂ Xkl;[l 2k

_ 2n+2

 2n+3

B 1

N 2 +3

En particulier, on voit qu’en posant
Up+1 1 1 1 3 3
R R TR S T 2n(2n + 3) n—too An2

on a définit une série Z wy, (absolument) convergente. En appliquant la conclusion de la Question 7. - avec a = 1/2
donc - il suit qu’il existe une constante A > 0 telle que

A
Uy ~ —=.

n—-+oo \/ﬁ

Il suit, par critére d’équivalence, que la série > u,, diverge.
a

Exercice 5.28. Constante d’Euler
Soient m € N un entier et f : [m, +00[— R4 une fonction continue et décroissante.

1. a. Montrer que la série Z (/ f®)de — f(n)) converge.
n—1

n>m n .
b. En déduire I'existence d’une constante k telle que Z fG) = / f@®)dt + & + o(1).
j=m m

On note, pour tout n € N*

"1 " In(k) " (=1)*In(k)
Hy=) —, Jo= t Kp=) ————

2. Montrer qu’il existe une constante y appelée constante d’Euler telle que lilf (H, —In(n)) = ~.
n—r+0oo

3. Déterminer la nature de (Jy,)n>2 et (K;,)n>2.
4. a. Montrer que, pour tout n > 2,
Ky, =In(2)H,, + Jp, — Jon.
400 k
, (=1)" In(k)
b. E 1 1 d E —
xprimer la valeur de 2 A

en fonction de 7.

+oo n
5. Calculer Z ﬂ

n=1

Solution.

n
1. a. On fait apparaitre une somme télescopique comme majorant ; comme f est décroissante, on a ( / fyde — f (n)) <
n—1

f(n—1) — f(n) donc
n k n
2 (/,Hf (t)dt = <’f>) < Y (Flk=1) = J(k) = f(m) = f(n) < f(m).

k=m+1 k=m+1

La suite des sommes partielles est croissante (car & termes positifs) et majorée : elle converge.
b. Notons ¢ la somme de la série précedente. On a alors

n n k n
Dofk) = fm)+ Y (f(k) - f(t)dt> +/ f(t)dt
k=m k=m+1 k=1 m

. —+o00
_ /f(t)dt+f(m)f€+ 3

k=n-+1

-k n
(f(k) - f(t)dt> = / f)dt + f(m) — £+ o(1)
k—1 m
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11 suffit de poser k = f(m) — £.
2. On utilise la question précédente avec f : ¢+~ 1/t et m = 1. On a immédiatement H,, = In(n) + v+ o(1).

3. Le critére spécial des séries alternées affirme que (K,) est convergente. Par ailleurs, (J,,) est divergente car la Question
1. avec f:t+ In(t)/t et m = 3 donne

n 2
go= B2 [T o) = B At o) o 4o
3

donc (J,,) diverge (vers +00).

4. a. On calcule en séparant termes pairs et impairs

K, — iwzim(%) _iln@k_l) @ SR S n@k- 1)

( (
k 2k 2k — 1 2k 2k 2k — 1
k=2 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

= In(2)H, + Jp — Jan

b. En combinant les développements asymptotiques précédents

In? In?(2
Ko, = In(2)In(n)+In(2)y + 1 Z(n) a2 (2 n) _ A+o(1)
In In?(2 In? In?(2
= In(2)In(n) + In(2)y + — 2(”) - n2( ) @) n(n) — 2 2(”) +o(l) — In(2)y— “2( ),
qui est la valeur cherchée (car (K,) étant convergente, (Ko, ) converge vers la méme limite).
n k
-1
5. Notons A,, = Z % Le CSSA affirme que (A,,) converge. On cherche sa limite qu’on obtient par la méme méthode
k=1
de découpage des termes
As,, = H,, — Hopy, =In(n) + v+ o(1) — In(2n) — v = —In(2) + o(1) e T In(2).
n—-+0oo
a
Exercice 5.29. Critére d’Abel
Soient (a,) et (by,) deux suites. On note B,, = Zbk et S, = Zakbk.
k=1 k=1
1. Montrer, en remarquant que, pour k > 2, on a By — Bip_1 = bx, que, pour tout n € N*, on a
n
S’n - an—i—an - ZBk(ak+1 - ak)~
k=1
2. Démontrer alors le résultat suivant :
Théoréme. Critére d’Abel (1802-1829)

Si la suite (ay,) tend vers 0, si la suite (By,) est bornée et si la série > (ar — ag4+1) converge absolument, alors la
série > agby converge.

n

2
On consideére la série Z(—l)”\/ﬁln (n + ) .

3. Montrer que

def. n+ 2 2
Ap = nln ~—, n — 400
nvn < ) v
4. En déduire que la série n’est pas absolument convergente.
5. En écrivant v/n +1=+/ny/1 + %, montrer que
1
n — +00.

Gp — Ap41 ™~
+ ’I’L\/ﬁ’

6. Conclure que le critére d’Abel s’applique et que la série est bien convergente.

Solution.
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1. L’idée principale de cette question est d’observer que
bp = Bx, — Br—1, k>2.

et que by = By. Ainsi,

Sp = Zakbk = aib + Zak(Bk — By_1)
k=1 =2

= wmbB+ ZakBk - Z%qu
k=2 k=2
n n—1
= Z%Bk — Z aj+1 By (changement d’indice)
k=1 k=1

n
= ant1Bn— Y Brlakis —ax),
k=1
ce qui est bien la formule attendue.

2. Supposons donc que
X La suite (ay,) tend vers 0;
X la suite (B,,) est bornée;

X la série Z(akH — ay,) converge absolument.
On peut alors déduire que :

X la suite (a,B,) converge vers 0. En effet, comme (B,,) est bornée, il existe M > 0 tel que, pour tout n € N,
|B,,| < M. 1l suit que, pour tout n € N

_Man S CLan S Man
et par le théoréme des gendarmes, a, B,, tend bien vers 0;
X La série Y By(ar — ap4+1) converge (absolument). En effet,
|Bi(ar — ars1)| < Mlags1 — agl
et comme par hypothése la série Z(ak — ag+1) converge absolument, le critére de comparaison pour les séries a

termes positifs permet d’affirmer que la série Z By (ar — ap4+1) converge absolument et donc converge.

Ainsi, la somme partielle S,, admet une limite finie, ce qui est la définition d’une série convergente.

2
On considére la série Z(—l)”\/ﬁln (n i ) .

n

3. On commence par réécrire la quantité dans le log.
n-+2
a, = +/nln ( )
n

= ¢Em(1+i)

4. Comme
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le critére d’équivalence (en comparaison a une série de Riemann divergente) permet d’affirmer que la série ne converge

pas absolument.

5. On utilise les DL rappelés ci-dessus.

2 1 2
\/ﬁln<1—|—>—\/ﬁ 1+1n<1—|—)
n n n+1

Gi(m(1+2) =i Tn(1e29))

Ap — Ap41

1 1 1 1
42 Sl N (T =
\/ﬁ(n+n2+o<n2> < +2n 8n? +0<n2

) (@

)

& + o0 L
(n+1)2 n?

Jn 2 2 1 2 n 2 n 1

ap — G, = nl———-— — ol =

i n n? nnh+1l) n+l1 (n+1)2 n?
2n? — 2(n + 1)2

(
(n(n2+ D~ n(nl-l— TR O
<n<n1+ I n22<n_ fqv e (;))
(

6. On vérifie que les hypothéses du critéres sont bien satisfaites:

X Comme a,, ~ 2/y/n, on a bien que a, — 0;
X La suite (B,,) est bornée. En effet

By= (1)t = {

k=1

0, sin est pair
1, sinon.

Donc |B,| < 1;
X La série Z(ak — ag41) converge absolument. En effet,

1
A — Ak41| = Qf — Q41 ~ =
| +| + ki\/E

()

et par équivalence avec une série de Riemann convergente, on a bien la convergence.

Tous les critéres sont satisfaits, la série considérée converge.

Exercice 5.30.
On pose pour tout entier n € N,

1. Montrer que, pour tout n € N*,

2n+2)1,+1 = 2n+ 1)1, uis
( + p
1
2. En déduire que Yn € N*, Q-1 —Q, = 53
n
3. Obtenir que :
Vz € [0, g] , =< gsinx.
4. Montrer alors que :
W EN, < (I ) = T
’ 4 T o2
Dé iner la valeur d o
5. Déterminer la valeur de Z 3

n=1

/2 /2
I, = / cost dt, J, = / t>cos™tdt et Q,
0 0

O

Un calcul de ¢ (2) - Extrait Devoir Surveillé N°4, Automne 2024

In
=

n

I, =n((2n—1)Jp_1 — 2nJ,).
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Solution.
1. C’est une intégration par parties classique :
/2 /2 - 2n+1 £) sin(t /2 1
Iy = / cos®™(t) cos®(t)dt = I,, — / cos®™(t) sin?(t)dt = I,, — o () sin(t) - Iniq
ce qui donne bien (2n + 2)I,,41 = (2n + 1)I,,.
Pour l'autre égalité, il s’agit de deux IPP successives :
/2 /2 /2
I, = / cos® (t) cos®(t)dt = [t COSQn(t)]O + n/ 2t sin(t) cos?™ 1 (¢)dt
0

= n/ 2t sin(t) cos® 1 (¢)dt
0
x/2 w/2
- Zsin(t) cos®™ ()], — / t? (cos®™(t) — (2n — 1) sin®(t) cos®"2(t)) dt
0

= n/ t? (cos®™(t) — (2n — 1) sin®(t) cos®2(t)) dt
0
= n(=Jo+2n—1)Ju1 — 2n—1J,) =n((2n—1)Ju_1 — 2nJ,).

2. On pense a justifier que @,, est bien défini | D’aprés ce qui précéde

2n —1 In Jn—l
I, = Iioi, 1=-"=n(@n-1)="2_210Q,
on "1 I, ”((” )T, "Q>

on remplace I,, pour faire apparaitre Q,_1. On a 1 = n(2nQ,,_1 — 2nQ,,) ou encore 1 = 2n2(Q,,_1 — Q,,) ce qui donne
ce qu’on demande.

3. La fonction sin est concave sur [0, 7/2], sa courbe est au-dessus de la corde entre 0 et 7/2 ce qui donne immédiatement
I'inégalité demandée.

2 2

w/2
4. Par croissance de l'intégrale, 0 < J,, < / T sin?t cos? tdt = 7T—(In — I,,11) ot on a utilisé l'inégalité de convexité
0 4 =~ 4
1—cos2t
précédente.
2n+1
Ini = I, d
Or I,+1 o+ 2 onc
o2n 41 I, . LS I
In - In - In 11— - 3 Jn < — In - I’n = .
1 < 2n+2> mt2 P 7 )= T

5. L’inégalité précédente (en divisant par I,,) donne @, — 0 par les gendarmes de Saint-Tropez. De plus, comme [y = 7/2
2

1 Par télescopage, on obtient

w/2 3
et Jo = / t2dt = —, on obtient : Qp =
. 2

N N
z:: 7717 B ;2(Qn—1 - Qn) = 2(Q0 - QN) N::OO 2Q0 B
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