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Déterminant - Eléments de solution

n Sélection d’exercices

Exercice 6.6.
Parmi les familles de R? suivantes, indiquez lesquelles sont des bases.
i. B1=((1,1,1),(-1,2,0),(2,—-7,-1));
it. Bo=((1,2,-1),(1,-1,2),(2,1,-1));
iii. By = ((—z,1,1),(1,—2,1),(1,1, —xz)).
Solution.

i. Apres calculs on trouve det (By) = 0 donc B; n’est pas une base.
ii. Apres calculs on trouve det (By) = 6 # 0 donc By est une base.

729. On a
—x 1 1 0 1+z 1—2z2
1 —2 1|=l0 -1-2 14z Ly« Ly + xLs
11 —z 11 —z Ly Ly — Ls
1+ e ol 1T 1T—ax| 2
= |lta) 142|=EF g = AF2 )

Donc Bj est une base si et seulement si x ¢ {—1,2}.

Exercice 6.7.
Donner une équation du plan vectoriel de R® engendré par v = (1,1,1) et w = (—1,0,1).

Solution. Soit u = (z,y,2) € R3. Une équation de ce plan F s’obtient en écrivant:

z 1 -1
u € F < wu,v,w colinéaires < det(u,v,w)=0 <= |y 1 0 |=0 <= z—2y+2z=0.
z 1 1

Exercice 6.8.
Calculer les déterminants suivants (on en donnera une forme factorisée).

a b x a b n! (n=1)! (n—2)! a+b ab a®+b?
.| b b ¢ it. | a x b iii. | m—=1)! (n—=2)! (n-23)! v. | b+c
c ¢ a b = n—=2)! (n=-3)! (n—4) c+a

ca 2 + a?
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Solution.
i. On a
il mene
¢ - ¢ ¢ L2<_L2—L3
c c c ¢
= cla=b)(b—2c).
i. On a
x a b r—a a—=x 0 -1 1 0
a x b = a x b =0b-—z)(a—2x)| a x b
a b w Lot 0 b—z x-b 0 1 -1
-1 0 0
= (b—2z)(a—x) a z4+a b
CQ(—CQ—Cl O 1 _1
= —(b—2)(a—x) a:—i—a fl on développe par rapport a L
= (b—z)(a—z)(x+a+b).
7. On a
n! (n=1! (n-—2)!
D = n—1! (n—2)! (n—3)!
(n—1)
n=2)! (n=3)! (n—4)!
nn—1 (n—-1)(n—2) (n—2)(n—23)
= n=2)(n=3)!(n—4)! (n-1) (n—2) (n—3)
1 1 1
2(n—1) (n—=1)(n—2) —2(n-2)
= —2)! —3)! —4)! — —
v (n—=2)!(n—3)! (n—4)! (1) (n12) 01
C3+C3—Cy
= (n—=2)!(n—3)!(n—4)! 2(n1— 1) _2(111_ 2) en développant par rapport a Lg
= —2(n—2)(n—3)!(n—4)!
w. On a
a+b ab a®+b? a+b ab a? +v?
b+c be b%+c? = c—a blc—a) (c—a)(c+a)
c+a ca c*+a? 22:22:21 c—=b a(c=0b) (c—b)(c+b)
a+b ab a®+ b
= (c—a)(c—=b)| 1 b c+a
1 a c+b
a+b ab a®+b?
= (c—a)(c=b)(a—0)| 1 b c+a
LaLs—Ls 0 1 1
a+b ab a®>+b>+ab
= (c—a)(c=b)(a—0)| 1 b ct+a+d

a+b a?+0b*+ab
1 c+a+b
0 —(ab+bc+ ac)
1 c+a+b
—(c—a)(c—=0b)(a—"0b)(ab+ bc+ ac).

—(c—a)(c=0b)(a—0) en développant par rapport a Lg

_ —(c—a)(c—1b)(a—b)
L1<—L17(a+b)L2 (C a) (C a ‘
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Solution.
7. On a
aq as
a
A, ="
ai
7. On a
By,

ai

Qp a1 — az
- 0
a2
aq 0
:al(alfag
0 1 1
1
1
1 ... 1 0
n—1 1
n—1 0
n—1 1
1 1
(n—l)l 0
1
1 1
0 -1
(n—1)
0

1
114. Cop =
1
1 0
a x
y z 0
v. B, = 0
y 0

Exercice 6.9.
Calculer les déterminants d’ordre n (sauf . qui est d’ordre 2n) suivants.
a1 as an, 0 1
i A, =|" ii. By ="
az
al e al al 1
a+b b o - 0
a a+b b
iU. Dn = 0 a a+ b c. . 0
: . . b
0 0 a a+b
Pour v. on pourra calculer E,,

pour n = 2, 3,4 puis conjecturer une formule.

as —as ... Qap
ap — a2
0
0 a1
)nfl
1

Cr Oty O

k=2

1
1
0

1

0

0

0 -1

Vk>1, L+ L, — L

car la matrice est triangulaire supérieure

[2n]

Vj e [[1,71 — 1]], Cj — Cj — Cj+1
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71. En développant d’abord selon la premiére colonne on obtient:

“ o ) b a 0 b 0 b
a 0 b 0
Cap = =al 0 0 + (=1)*"*1p
0 0 0 0
b 0 “ b 0 a 0 , , ;
b a (2] a [2n—1] a [2n—1]
Puis en développant ces deux déterminants selon la derniére colonne il vient
a 0 b a 0 b
2n 2 204172 - 2 32
an = (—].) a 0 0 + (—1) + b 0 ) ) 0 = (a —b ) C2n72.
b 0 @ |1y b 0 @ |1y
Cela prouve Cy,, = (a2 — b2) Cop—2. On en déduit par récurrence Co,, = (a2 — b2)n71 Cy = (a2 — b2)n.
1. En développant par rapport a la premiére colonne il vient:
a+b b 0 e 0 ) )
a+ 0
a a+b b b 0 0
a a+b a a+b 0
0 a a+b . 0 =(a+b) —a . .
. . b oL T b
: . . . b 0 a a+b 0o .- a a-+b (n—1]
0 e 0 a a-+b [n—1]
(n]
Dyp—1

Puis en développant selon la premiére ligne le deuxiéme déterminant:

a+b b 0
Dyp=(a+b)Dys—ab| @ o0 — (a+b) Dy_1 — abDp_o.
0 a a+b n—2]
Dn—2

La suite (D,,) satisfait donc la relation de récurrence linéaire d’ordre deux D,, = (a +b) D,,—1 — abD,_s, et les
premiers termes sont Dq = a + b et Dy = a® + ab + b2,

L’équation caractéristique est X2 — (a + b) X + ab, dont les racines sont a et b.
X Sia # b la solution s’écrit D,, = Aa"™ 4+ ub™, et les valeurs initiales permettent de trouver A = —
d’out

et =

—a b—a’

bn+1_an+1
Dn = — =
b—a

n
E akonk,
k=0

X Sia =b la solution s’écrit D,, = (An + ) a™, et les conditions initiales donnent A = p =1, puis D,, = (n + 1) a™,
qui est ce que I'on obtient si on prend a = b dans la formule

D, = iakb”*k.
k=0

On en déduit que cette formule est donc valable dans tous les cas.

v. On conjecture Vn > 2, E,, = 2" 2(az — (n — 1)xy) aprés avoir calculé les premiers termes. On le prouve par récurrence
sur n, I'initialisation était faite avant la conjecture.
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Pour passer du rang n au rang n + 1, on développe F, 1 par rapport a la derniére colonne, ce qui donne
a N y z 0 0 P
y z 0 y 0 y 2 0
() = (1)l : 0| += 0
z : P z
y 0 0 % lpsy y 0 0, v 0 0 %l
En,
D’ott en développant le premier par rapport a la derniére ligne:
z 0 0
En+1 = (_1>n+1xy 0 0 +zE,
0 0 =z (n—1]
Cela prouve E, 11 = (=1)""1(=1)"zyz""1 + 2E,,, ce qui, en appliquant I'’hypothése de récurrence donne
Epy1 = —xyz" ' + 2" Haz — (n — 1)ay) = 2" (az — nxy)
d’ou le résultat.
vi. On a
1 1 a
a 1
1
Fn = 1 .
1 a 1 .
a 1 1
1 1
a
— (=1)ln/2] o] W< L%J L O s Crgr
a 1
1 a
11 1
1 a
= (=D (a+n-1) Ly > Ly
. i
1 1 a
1 0 0
1 a-1 .
— (=)~ 14 q) 0 a-l Vk > 1, Cy +— Cy — Cy
. : . 0
1 0 0 a—1
= ()" n-1+40) (a—1)""
|

Exercice 6.10.

Soit A une matrice carrée d’ordre n, et B la matrice telle que: pour tout j € [1,n], la j-éme colonne de B est la somme
des colonnes de A d’indices différents de j. Exprimer det(B) en fonction de det(A).
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Solution. Soient Aj,..., A, les colonnes de A. Les colonnes de B sont alors données par B; = ZAk. L’opération
oy
n
Cy «+— ZC’k donne alors:

k=1

det(B) = det (Bl, . 7Bn) = det (ZB,“BQ .. 7Bn>

i=1

Or ZBi =(n-1) ZAi' Do, en effectuant les opérations Vi € [2,n], C; + C; — Cy:

i=1 i=1

det(B) = (TL — 1) det (i Ai7 BQ ceey B">

i=1

= (n— l)det (iA“B2 _iAia--an —iAl>
i=1 i=1 i=1
- (TL — 1) det (iA“ _A2 ey —An>

i=1

= (n — 1) det (Ah —As. .., _An)
= (1) (0 — 1) det(A)

Exercice 6.11.

Soit A = (ai;) € My, (R) telle que V (i, ) € [1,n]?, a;; € [0,1] et Vi € [1,n], Zaij <1
j=1
Moutrer que |det A| < 1.

Solution. La démonstration se fait par récurrence sur la taille n de la matrice.

X Pourn=1o0na A= (aj1) et |det (A)| =ay; € [0,1].

X Soit n € N, avec n > 2. Supposons le résultat vrai pour toute matrice convenable d’ordre n — 1, et considérons une
matrice A d’ordre n vérifiant les hypothéses indiquées. En notant M;; le mineur de a;; et en développant selon la
premiére ligne, on obtient

n

det Al = |> (=) ay;My;| <> any | M)
j=1 J=1

Or M;; est le déterminant de la matrice obtenue en supprimant la lere ligne et la jéme colonne de A, cette matrice
est d’ordre n — 1 et vérifie encore les conditions voulues. On peut donc lui appliquer I’hypothése de récurrence :

VJ S [[1,’/1]], |M1j| <1,

n
d’ou on tire |det A| < Z a;j, puis |det A| < 1, ce qui établit I’hérédité. D’ou le résultat.
j=1

Exercice 6.12.

Dans un R - espace vectoriel de dimension 3, on considére les trois plans d’équations respectives (1 —m)xz — 2y + z = 0,
3x—(1+m)y—2z2=0et 3z —2y—(14+m)z=0.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur m pour que ces trois plans aient au moins une droite en commun, et
préciser alors leur intersection.
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Solution. Dire que ces trois plans ont au moins une droite en commun, c’est dire que leur intersection n’est pas réduite a
{0}, c’est-a-dire que le systéme
(I—-m)z—2y+2=0
3x—(1+m)y—22=0
3x—2y—(1+m)z=0
n’est pas de Cramer.
Le déterminant de ce systéme est

1—-m -2 1
3 —1-m -2 =m(l—m)(m+2)
3 -2 —1—-m
aprés calculs. Donc les plans ont au moins une droite en commun si et seulement si m =0 oum =1 ou m = —2.

X Dans le cas m = 0, le systéme se raméne alors & { i i Y. Vintersection est alors la droite dirigée par 0 (1,1,1).

. Pintersection est alors la droite dirigée par o (2,1,2).

X Dans le cas m = 1, le systéme se rameéne & { i B ;y

y =3z

. T'intersection est alors la droite dirigée par o (1,3,3)

X Dans le cas m = —2, le systéme se raméne a {

O

Exercice 6.13.
Dans le plan, on considére trois droites D; d’équations respectives (D;) : a;x + b;y + ¢; = 0, pour ¢ € [1, 3].
ap Gz ag

Montrer que les trois droites sont concourantes ou paralléles si et seulement si | by b b3 | =0.
i C2 C3
a1 as as ax+by+c1z2=0
Solution. Dire que | by by b3 | =0 c’est dire que le systéme associé a2x + boy 4+ caz = 0 n’est pas de Cramer.
c1 Cy C3 azx + bsy +c3z =0

Or ce systéme posséde déja la solution nulle (car il est homogeéne), donc cela revient a dire dire qu’il admet au moins une
solution (zg, Yo, z0) non nulle.

Comme l’ensemble des solutions d’un systéme homogéne est un sous-espace vectoriel, cela revient a dire qu’il existe soit une
solution du type (o, y0,0) avec (xo,yo) # (0,0), soit une solution du type (zo,yo, 1) (car si u = (xo,yo, 20) est solution
avec zg # 0, on en déduit que %u Pest également, ce qui permet d’obtenir une derniére coordonnée égale a 1).

X Le premier cas équivaut a dire que pour tout ¢ € [1, 3], on a

a;  —Yo

=0 <= det((ai, b;),(=y0,20)) =0
bi o

a;xro + biyo =0 <=

et donc que le vecteur (a;, b;) est colinéaire a (—yo, xg), soit que les trois droites sont paralléles.
X Le second cas équivaut a dire que le point de coordonnées (xg,yp) est commun aux trois droites car il vérifie les
trois équations, soit qu’elles sont concourantes.

O
Annales de l'oral
Exercice 6.14. Oral Math |
Soient a et b deux réels distincts, n € N* et D,, le déterminant de taille n défini par :
a+b ab 0 e 0
1 a+b ab
Dn=1 o 1 a+b 0
ab

0 0 1 a+b
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1. Calculer D; et Ds.
2. Quevaut D, sia=0o0ub=07
3. On suppose que a et b sont non nuls.

a. Donner une relation de récurrence entre D, 49, D,41 et D,,.
b. En déduire D,, en fonction de n.

Solution.
1. On a

a+b ab

D1:|a+b|:a+b, DQZ 1 CL+b

‘:(a+b)2—ab:a2+2ab+b2—ab=a2+ab—|—62.

2. Sia =0 oub=0, alors chaque terme ab = 0, donc la matrice devient triangulaire avec b sur la diagonale et 1 en dessous

a+b 0 0 0
1 a+b 0
Dn=1 o 1 a+b . 0
: - . ) 0
0 0 1 a+d

On a immédiatement D,, = (a + b)™.

3. On développe D,, par la premiére ligne. On a :
D, =(a+b)Dy_1 —abD,,_».
Cette relation de récurrence est valide pour n > 2, avec :
Di=a+0b, Dy =a® +ab+ b2,

On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Le calcul donne
an+1 o bn+1

vneN, D, =
a—>b

O
Exercice 6.15. Oral Math Il 2019

nn+1)2n+1)
G :

n
1. Montrer que pour tout n € N, on a Z k% =
k=0
2. Soit n € N avec n > 3. Calculer le déterminant de taille n X n suivant

1 0 o 0 n—1
0 1 . on=2
D, = .
.0
0 0 1 1
n—1 n—-2 --- 1 1

Solution.

1. C’est une récurrence facile de premiére année qu’on laisse au soin de la lectrice ou du lecteur.

2. On effectue des opérations sur les lignes pour simplifier la derniére ligne. Plus précisément,

n—1

Ly Lp=Y (n—i)- L

i=1
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En effet, notant L,, ; le j—eéme coeflicient de la n—éme ligne, on a

n—1
Ly j *Z(”*U'Li,j =n—j—(n—j)=0
i=1
pour 1 < j <n—1et, pour j =n,
n—1 n—1
) n—1n2n—1 n—1)(mn-2)(n+3
PR TR P U ) B R (U TR R
=1 k=1
Ainsi, le déterminant a calculer est celui de la matrice triangulaire :
10 -~ 0 O
0 1 0
0
0 0 1 0
0 0 uy,
11 suit
D — (n=1)(n—2)(n+3)
O
Exercice 6.16. Oral Math 11 2015

On considére la matrice carrée M, de taille n avec 2 cos @ sur la diagonale et des 1 de part et d’autre de cette diagonale,
puis des 0.

1. Ecrire la formule donnant le coefficient générique de cette matrice.
2. Montrer que d,, = det (M,,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 .
3. En déduire une expression de d,, en fonction de n et de 6.

Solution.
1. Notons M,, = (M; ;). Si d; ; désigne le symbole de Kronecker, alors, on peut écrire
V(Z,]) € [[1, nﬂ, Mi,j = COS(29)5¢J + (57;_17]‘ + 51'_5_17]'.

2. Soit n > 2. On développe par rapport & la premiére colonne puis son re-développe par rapport a la premiére colonne la
matrice de droite.

cos(26) 1 0 e 0 0
1 cos(26) 1
4, = () 1 cos(20) 0
’ . 1 0
0 1 cos(20) 1
0 0 0 1 cos(26)
cos(26) 1 0 1 cos(20) 1 0
—  cos(20) 1 cos(20) |0 1 cos(20)
0 1 - 1 : . - " 1
0 1 cos(20) 0 e 0 1 cos(260)

= cos(20)d,,—1 — dp—2,

relation de récurrence linéaire d’ordre 2 dont 1’équation caractéristique est 2 — cos(20)x + 1 = 0.
3. On résout donc I'équation caractéristique.

X Si 0 # 0[r]. On a deux solutions complexes conjuguées r; = ¥ et r, = 7. On sait alors qu'il existe deux
constantes réelles \, i (& déterminer) telles que

Vn € N*, dp, = Acos(nd) + psin(nd).
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Comme d; = 2cos(f) et que dg = 4cos?(20) — 1 = 2cos(20) — 1, on trouve

VYn € N¥, d,, = cos(nf) + ij((g sin(n).

X Si 0 = 0[n], alors cos(f) = £1 est racine double de I'équation caractéristique et on sait qu’il existe A, u € R tels que
Vn € N7, dp = (A + pn) cos(0)".
Au final, on trouve

n+1, sif=0[2n7]

Vn € N*, dp = (n+1)cos(f)" = { (n+1)(=1)", si0=mr[27]
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