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Question de cours

Exercice 1

R* est muni de sa structure euclidienne canonique. On considére le sous-espaces F de R* défini par :
F= {(x,y,z,t) € R4:x—|—z+t:Oetm—y—|—Z=O}.

Déterminer une base orthonormale de F'.
Exercice 2

Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté (-|-).

1. Rappeler l'expression de la norme d’un vecteur x dans une base orthonormée (e, ...,e,) de E.
2. Soit (v1, ..., vx) une famille de vecteurs de F, tous de norme 1, telle que
k
Vz € E, 2 = (xlvi)?.
i=1
Le but de la question est de montrer que, nécessairement, k = n et que (v, ..., v;) forme une b.o.n de E.

a. Montrer que (vq, ..., v;) est orthogonale. En déduire qu’elle est libre.
k

b. Soient x € E et y = Z(xh}z)vl Montrer que ||z — y|| = 0.
i=1
c. Conclure.
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Question de cours

Enoncé de la formule d’Al-Kashi ( ), de Vinégalité de Cauchy-Schwarz ( ), de linégalité
triangulaire ( ) et du théoréeme de Pythagore ( ) dans un espace pré-hilbertien réel

(E, ()

Exercice 1

Dans tous les exercice, on considére ag, a1, ...a,, des réels distincts. On introduit, pour P,Q € E = R,[X] I'application ¢
définie sur E x E par

n

p(P,Q) =Y P(a;)Q(a;)

i=1
1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur FE.
2. On introduit la famille (P)o<k<n définie par
vkelon], P(X)= J[ (X-a).

jefon]\{k}
a. Vérifier que (Py) est une famille orthogonale.
b. Pour tout k € [0,n], déterminer || Py||.

Exercice 2
On consideére ’équation différentielle linéaire homogéne du second ordre :
16 (2% —z) y" + (162 — 8)y' —y =0 (&)
On suppose que la série entiére Z anz™ est solution de (&) sur ]0; R[ ot R est le rayon de convergence de Z anx™.
n=0 n=0
dn —3)(4n —5
1. Montrer que pour tout n>1: a, = ( i )( i )an_l.
8n(2n —1)

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > a,a™.
3. On suppose que ag = 1. Déterminer a,, en fonction de n.
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Question de cours

Soient n € N et a € R. Démontrer que I'application (-,-) définie sur R,[X]? par
P®) (g)Q*)
PQHZ 09

définit un produit scalaire sur R,,[X].
Vérifier que la famille (P})o<;j<n est orthonormée pour ce produit scalaire, out P;(X) = (X — a)J.

Exercice 1
Résoudre, dans C, e* +e7% = 1.
Exercice 2
20 [ 22 :
1. Montrer que f:x+—>e * / / et™/2 dt est solution de y =1-—xy.
0
2. En déduire le développement en série entiére de f et son rayon de convergence.

Exercice 3

Dans .#>(R) muni du produit scalaire canonique (A, B) = tr (ATB)7 orthonormaliser par le procédé de Gram-Schmidt la

famille (A7, Ay, A3) avec
1 0 1 1 1 0
A1:<0 1), A2=(1 1) et A3:(0 0)
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Dans R? muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant le procédé de Gram-Schmidt la base (u1,u2,u3) out
up = (1,0,1), wug=1(1,1,1), wuz=(-1,-1,0).

Exercice 1

Pour u = (z,y) € R? et v = (2/,9') € R?, on pose ¢(u,v) = 2za’ + 2yy’ + 2y’ + 2'y.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R?.
2. Vérifier que la base canonique de R? n’est pas orthogonale pour ce produit scalaire.
3. Construire une base de R? orthonormée pour ce produit scalaire.

Exercice 2

+oo

: _ n! 2n+1
Soit f(x)_nz:%lx&nx@n—i—l)x '

1. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére.
2. Trouver une relation entre f(z) et (22 —2) f/(z) + 2.

3. Résoudre I'équation différentielle obtenue. En déduire f(z).
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Question de cours

Soient 7 € N et a € R. Démontrer que I'application (-, -) définie sur R,,[X]? par

—~ PH(a)Q™ (a)
(P, Q) — ;;) T

définit un produit scalaire sur R,,[X].
Veérifier que la famille (P;)o<;<n est orthonormée pour ce produit scalaire, ot P;(X) = (X — a)’.

Exercice 1

n n
1. Montrer que : V(aid)lgi’jgn € Rn27 Zzaid =n

i=1 j=1

Z Z a; ;. Etudier le cas d’égalité.

b b
2. Montrer que Vf € ¢° ([a,b],R%), (/ f(t)dt) (/ fd;) > (b— a)?. Etudier le cas d’égalité.

Exercice 2

+oo . n
On pose f(x) = Z %, ou 6 € R est fixé.

n=0

1. Montrer que f est définie et de classe ¥° sur R.
2. Exprimer f”(z) 4+ f(x) en fonction de f'(z). En déduire f(x).

3. Retrouver ce résultat en utilisant le DSE de 1’exponentielle complexe.
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Question de cours

Exercice 1

On considére ’ensemble
E={PeR[X]: P(0)=P(1)=0}
1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Montrer que I'application ¢ définie sur E x E par

H(P.Q) = / P(HQ" (1)t

est un produit scalaire sur E.

3. On considére le sous-espace F' = ENR3[X].
a. Déterminer une base de F'.
b. Déterminer une base de F, orthonormée pour ¢, construite par le procédé de Gram-Schmidt a partir de la base
précédente.

Exercice 2

s . (1 3
On considére la matrice M = (3 10).

1. Montrer que l'application ¢ : (u,v) = X MY est un produit scalaire sur R? (oit X et Y représentent respectivement les
vecteurs colonnes des coordonnées de u et v dans la base canonique).
2. A laide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a un v bien choisi, montrer que

Va,y € R, (z +4y)* < 2 (2% + 62y + 10y?)


Frédéric Gaunard


Al

Colle PT-13 Jeudi 8 Janvier 2026

Question de cours :

(_1)n+1 n
2Mn!
a. Déterminer le rayon de convergence de la série et exprimer sa somme f a I’aide de
fonctions usuelles.
b. Vérifier que f est solution de 1I’équation différentielle y*” + xy’ +y = 1.
c. En déduire I’unique solution du probléme de Cauchy
y’+xy’ +y=1lavecy(0)=y’(0)=0

On considere la série entiére), -,

Exercices :
1) Développer en série entiere x > sin?x cosx . Préciser le rayon de convergence.

2) a) Montrer que (P|Q)=P(0)Q(0)+P(1)Q(1)+P(2)QO(2) définit un produit scalaire sur R2[ X].
b) Trouver une base orthonormale de R2[X] pour ce produit scalaire.

. . L .y 2n)!
3) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Ean 7" avec a, = (2n)

n'n!

BJ

Question de cours :
Soient n un entier naturel et a un réel. Démontrer que ’application définie sur Ra[X]? par :

W) (@) o®
(P,Q) — X0 %ﬁz@ définit un produit scalaire sur Rqa[X].

Vérifier que la famille (Pf)o<j<n est orthonormée pour ce produit scalaire, ou Pj(X) = (X-a)

Exercices :

1) Montrer que la fonction f :x > (arcsinx)? est développable en série entiére autour de 0 et
donner ce DES.

2) On note E = R[.X] et on considére ’application ¢ : £ x E — R donnée par :
1
o(P,0) = [ P()O()dt

a) Montrer que ’application ¢ définit un produit scalaire sur E.
b) Trouver une base orthonornale de F=R>[X] pour ce produit scalaire.
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Question de cours :
Dans R* muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant le procédé de Gram-

Schmidt la base (ui; uz; uz) ot u; =(1; 0; 1); u2=(1; 1; 1) et us = (-1;-1,0)

Exercices :

1) Montrer que la fonction f: x> e" IO e dt est développable en série entiere autour de 0

et donner ce DSE.

2) On note E = R[.X] et on considére I’application ¢ : £ X E — R donnée par :
o(P.0) = |~ P()O(0)e " di

a) Montrer que ’application ¢ définit un produit scalaire sur E.

b) Pour p et ¢ deux entiers naturels , calculer (X7, X 7).
c¢) Trouver une base orthonornale de R2[X] pour ce produit scalaire.

3)

110
SoitA=1|1 11
01 2

1) Montrez A admet 3 valeurs propres distinctes que ’on ne calculera pas mais dont on déterminera les parties entieres.

—+o0

2) Déterminez le rayon de convergence et la somme de z — Z tr (A™) z™.
n=0
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