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Planche n°1

Question de cours

Enoncé de la formule d’Al-Kashi ( ), de Vinégalité de Cauchy-Schwarz ( ), de linégalité
triangulaire ( ) et du théoréeme de Pythagore ( ) dans un espace pré-hilbertien réel

(E, ()

Exercice 1

Soit E = M2 (R) que 'on munit du produit scalaire

(M,N)=Tr (M"N)
On pose F — {( b );(a,b) eR?}.

1. Déterminer une base orthonormée de F+.

1 sur FL.

2. Calculer la projection de J = < 1 1

3. Calculer la distance de J a F.
Exercice 2

Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté (-|-).

1. Rappeler l'expression de la norme d’un vecteur  dans une base orthonormée (e, ...,e,) de E.
2. Soit (v1, ..., vx) une famille de vecteurs de E, tous de norme 1, telle que
k
Vx € F, l|z||? = Z(x|vz)2
i=1
Le but de la question est de montrer que, nécessairement, k = n et que (v1, ..., vx) forme une b.o.n de E.

a. Montrer que (v1,...,vx) est orthogonale. En déduire qu’elle est libre.
k

b. Soient x € E et y = Z(x|vz)v1 Montrer que ||z — y|| = 0.
i=1
c. Conclure.
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Question de cours

Résoudre, sur R, I’équation différentielle
2y +y=1.

Exercice 1 - Oral Math 1l 2025

1+ o+ 23+24=0

4 i P
Dans R ’SOltF'{ T1—xp+x3—24=0"

Donner la dimension de F, une base de F et une base de F*.

Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F'.
Donner la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F*.
Déterminer la distance du vecteur X = (1,2,3,4) & F.

L

Exercice 2

Soient E un espace euclidien de dimension n et p un projecteur orthogonal de E de rang r.
On note # = (e1,...,¢e,) une BON de E et A = (a;5),, ;-, la matrice de p dans la base 2.
1. Montrer que Vz € E, ||p(2)|? = (p(z) | x).

n
2. Montrer que Z lp (ej)||2 = r. En déduire que Z a?j =r.

j=1 1<i,j<n
Exercice 3

Soit F un espace préhilbertien réel, et F, G deux sous-espaces vectoriels de F. Démontrer les résultats suivants.
1. (F+G)" =FtnaGt.
2. (FNG)" = FL + G si E est de dimension finie.
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Question de cours

Soient n € N et a € R. Démontrer que I'application (-,-) définie sur R,[X]? par
P®) (g)Q*)
PQHZ 09

définit un produit scalaire sur R,,[X].
Vérifier que la famille (P})o<;j<n est orthonormée pour ce produit scalaire, out P;(X) = (X — a)J.

Exercice 1

Dans .#5(R) muni du produit scalaire canonique (A, B) = tr (A—'—B)7 orthonormaliser par le procédé de Gram-Schmidt la

famille (Aq, As, A3) avec
1 0 1 1 1 0
A1<0 1>, A2(1 1> et A3(0 0)

Exercice 2 - Mines-Telecom 2024

Dans R™ muni du produit scalaire canonique, soit v non nul et, pour o € R,
fa(z) = 2 + oz, u)u, Vo € R"

1. Montrer que f, € .Z (R™).
2. Montrer que V(a, 8) € R%,Im € R, fy o f3 = fm. Exprimer m en fonction de « et 3.
3. Existe-t-il a € R tel que f,, est bijective?

Exercice 3

1
Déterminer (a,b,c) € R® qui minimise &(a, b, c¢) = / (e" —at® — bt — 0)2 dt.
—1
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Question de cours

Soient E un espace euclidien et H un hyperplan de FE de vecteur normal u. Donner ’expression, en détaillant toutes les
étapes, pour tout z € E de la distance de & H (en fonction de x et de u).

Exercice 1 - Oral Math 11 2019

1. Montrer que E = {f € €'([0,+0c[,R), f(0) = 0, f bornée } est un espace vectoriel.

T (gt
2. Montrer que, pour (f,g) € EZ?, lintégrale / M

0 t2
f(t)g(t)
t2

dt converge.

+oo
3. Montrer que ¢ : (f,g) — / dt est un produit scalaire sur F.
0

+oo t t 400 g/ t t Hd' (¢
4. Montrer, pour (f,g) € E?, I'égaliteé / I Zé]( ) dt = / f'(1g( )Jtrf( )9’ (1) dt.
0 0
o0 e—at _ e—bt
5. Soit G = Vect (g1, g2), ott g : t —> 1 —e~*. On adme que / " dt = 1n(b/a).
0

Déterminer la projection orthogonale de f € E sur G.
Exercice 2
Déterminer I'ensemble des fonctions f € C°(R) telles que
xT
VreR, f(z) —/ tf(t)de = 1.
0
Exercice 3

Soit I'espace euclidien .4, (R) muni de son produit scalaire (canonique) (4, B) = tr (AT B).

1. Soit p la projection orthogonale sur F' = Vect (I,,). Déterminer F* et p(M), M € .#,(R).
2. Montrer que .7, (R) et 2, (R) sont des s.e.v. supplémentaires et orthogonaux de .4, (R).

3. Montrer que VM € .#,(R),d (M, #,(R)) = % | M — M7

LOn renvoie & lce sujet, pour une preuve


https://frederic.gaunard.com/2526/DS3old.pdf
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Question de cours

Résoudre, sur R, I’équation différentielle
2y +y=1.

Exercice 1

Dans R* muni de sa base canonique % = (ey, €2, 3, e4) on note F le s.e.v. de R* d’équations:

z+y+z2z+t=0
c4+2y+3z+4t=0"

Montrer que F' est un plan vectoriel, puis déterminer une base orthonormale de F'.
Déterminer le supplémentaire orthogonal de F' (équations, base et dimension).
Déterminer la matrice dans la base 4 du projecteur orthogonal sur F'.

Déterminer d(u, F') pour tout u € R,

L s

Exercice 2 - Mines-Telecom 2024

Soit un espace euclidien (E, (- | -)) tel que dim(F) =n et B = (ey,...,e,) une BON de E.

1. Donner I'expression matricielle du produit scalaire de x et y dans %.
2. Soient f, f* € Z(F) de matrices respectives A, AT dans 4. Montrer que (f(x) | y) = (x| f*(y)).
3. Définir un projecteur orthogonal p de E. Montrer que (p(z) | y) = (p(z) | p(y)).
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Question de cours

Soient F un espace pré-hilbertien muni d’un produit scalaire (-, -) et f € Z(F). Montrer que, si f est représenté, dans
une base orthonormée de E, par une matrice symétrique, alors Ker(f) et Im(f) sont orthogonaux.

Soit p un projecteur de E. Montrer que p est un projecteur orthogonal de FE si et seulement si il est représenté, dans une
base orthonormeée, par une matrice symétrique.

Exercice 1

2m
Calculer min / (t — acos(t) — bsin(t))2dt.
0

a,beR

Exercice 2

s . (1 3
On considére la matrice M = (3 10).

1. Montrer que l'application ¢ : (u,v) = X MY est un produit scalaire sur R? (oit X et Y représentent respectivement les
vecteurs colonnes des coordonnées de u et v dans la base canonique).
2. A laide de linégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a un v bien choisi, montrer que

Va,y € R, (z +4y)* < 2 (2% + 62y + 10y?)
Exercice 3

Résoudre le probléme de Cauchy :

1
0

{ (1+1)% +2(1+1)%y =
y(0)
Construire la courbe intégrale correspondante.
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Espaces pré-hilbertiens — Equations différentielles

Question de cours. Résoudre, sur R, I’'équation différentielle

Py +y=1

Exercicel. Onmunitl’espace E = R3[X] duproduitscalaire défini par (P, Q) = f_ll P(HQ(t) dt.
Soit F={P € E|(X2—1,P") = (X,P)}.

1. Justifier que F = {X}*.

2. SoitQ =1+ X + X2 + X3 : calculer d(Q, F).

Exercice 2. Résoudre sur R I'équation différentielle

1+ x?)y —2xy = x?


Frédéric Gaunard


Interrogation orale Lycée VOLTAIRE

Elements de correction

Exercice 1. .
e On montre que P € F = (parIPP) [xP(x)dx =0 = (X,P) =0 = P € {X}*. Puison
-1

montre 'inclusion réciproque, de sorte que F = {X}.
e Puisque F* est la droite vectorielle engendrée par X, il vient que d(Q,F) = |Q — pr(Q)||

1
X . 2, . .
lprL(Q)] = % Apres calculs (notamment X = [x?dx = 3), il vient que d(Q,F) =
-1

16/15 _ 86

2/3 157
Exercice 2.
Solution homogene : yiy(x) = C(1 + x2).

o s foon X2 x P
Puis méthode de la variation de la constante = C'(x) = T2 = Waep X% que l'on integre
ties, avec v/ = ——— = —1( ! Yetu=x

par parties, = Gy = () etu=x.

gyl 4 lare
Aol ta = arctan x.

Il vient que C(x) = [— e = a1 T2
Les solutions sont donc de la forme y(x) = (—

X 1 2
202 + Earctanx +O)(1 + x).


Frédéric Gaunard
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Espaces pré-hilbertiens — Equations différentielles

Question de cours. Dans R* muni de son produit scalaire canonique, on considére F le sous-
espace vectoriel défini par

F={(x,y,zt) ER*: x+y+t=0etx+y+2z—t=0}

Déterminer le projeté orthogonal de u = (1,8,1,1) sur F.

Exercice 1.  Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n > 1.
Un endomorphisme u € L(E) est dit antisymétrique s’il vérifie :

V(x;y) € E?, (u(x),y) = —(x,uy))
1. Montrer que u est antisymétrique si et seulement si il vérifie: Vx € E, (u(x),x) = 0.

2. Soit u € L(E) un endomorphisme antisymétrique.
Démontrer que Im u est le supplémentaire orthogonal de Ker u.

Exercice 2. Résoudre sur ]—1, 1[ I'équation différentielle suivante :

1=x2)y +(x—-2)y=3


Frédéric Gaunard


Interrogation orale Lycée VOLTAIRE

Elements de correction

Exercice 1.
o — (u(x),x)=—{(x,u(x)) doncon a bien (u(x),x) = 0.

« De l'égalité (u(x — y),x —y) = 0, on déduit que 0 = (ue)y; %) — (u(x),y) — (uy),x) +

(uap; gy = — (u(x),y) — (u(y), x), d’otr le résultat.

e Soitx € Imu: x = u(z). Pourtouty € Keru, (x,y) = (u(z),y) = —(z,u(y)) = —(z,0) =
0:ainsi Im u C (Ker u)*. Or on sait que dim(Ker u)* = n — dim Ker u = dim Im u (par
le théoreme du rang) : on a donc l’égalité Im u = (Ker u)* .

. 7z . N 2 21 2 . 2—x _ l 1
Ex?rcme 2. Pour I'équation homogene, oln delcolmpos: Tn elemlents simples 1—;2 = ST
o 1 _ A - L _ 1 _ / 4 /
T Alors, pour x € 1-1,1[, (nly))’ = =51 +575 = 5(In(1 —x))" + 5(n(1 +x))’,

3/2
douy(x) = C<1+x) .

—X
On pourrait tenter d’obtenir une solution particuliére avec la méthode de la variation de la
constante mais, compte-tenu des parametres de I’équation (polyndémes), on peut tenter la re-

cherche d"une solution particuliere de la forme yy(x) = ax + b:cecidonnea = —1letb = —2.

4 : . . 1+x)3/2
L'équation a donc pour solutions les fonctions de la forme y(x) = c! jlx_> —-x—2.
—x
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Espaces pré-hilbertiens — Equations différentielles

Question de cours. Soientn € N eta € R.

n (k) (k)
Démontrer que 'application (P, Q) € R, [X]?~ Y %

k=0
R, [X]. .
Vérifier que la famille (Pj)ogjgn est orthonormée pour ce produit scalaire, ot Pj(X) = (X—a).

définit un produit scalaire sur

Exercice 1. On munit R3 du produit scalaire usuel et on considere le sous-espace vectoriel F
d’équation x + y + 2z = 0.

1. Déterminer une base orthonormée de F.

2. Déterminer la matrice dans la base canonique du projecteur orthogonal sur F.

Exercice 2. Résoudre sur ]—g , %[ I'équation différentielle

y' + tan(x) y = cos?(x)


Frédéric Gaunard


Interrogation orale Lycée VOLTAIRE

Elements de correction

Exercice 1.
e Festun plan, admettant u; = (1, —1;0) et u, = (2;0; —1) comme base non orthonormée.

1 /
On normalise 1 engq = Eul ; puis Gram-Schmidt = €}, = up — (up,e1) e = (1,1, -1),
1

que l'on normalise en ¢, = —=(1;1; —1). Ainsi, (eq, €;) est une BON de F.

V3
e Le projecteur orthogonal sur F vérifie: Vx € E, p(x) = (x,e1) €1 +(x, €5) €. Ainsi, p(e7) =
1 5 1. 1 . 1.5 1 1 11
581 + ﬁﬁz = (g,—g,—g)- Et de méme, p(e;) = (—g,g,—g) etp(es) = (—51—515)-
5 1 1
6 £
La matrice de p dans la base canonique est donc | —— c 3
1 1
"3 3 3

NB : on peut vérifier qu’avec i1 = (1;1;2), vecteur normal & F, on a bien p(i1) = 0.

Exercice 2.

Solution homogeéne y = A cos x, puis variation de la constante = y(x) = (—sinx+C) cosx =
sin 2x

2

+ Ccosx.


Frédéric Gaunard
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Question de cours :

Résoudre, sur R, I’équation différentielle : > y' +y = 1.
Exercices :
1) a) Montrer que (P|Q)=P(0)Q(0)+P(1)Q(1)+P(2)Q(2) définit un produit scalaire sur R2[X].

b) Trouver une base orthonormale de R2[X] pour ce produit scalaire.

2) Résoudre dans R 1’équation : (2 + cosx)y'+sin(x)y =(2+cosx)sinx avec y(0)=2

) 1 2
3) Dét inf t —at — b) dt
) Déterminer (a,lb nf fo ( Vi )

BJ

Question de cours :
Soient neEN et a€R. Démontrer que ’application (-,) définie sur Rn[X]? par :

(P,Q)=X%=0 % définit un produit scalaire sur Rn[X].

Vérifier que la famille (Pj )o<j<n est orthonormée pour ce produit scalaire, ou Pj (X) = (X—a)

Exercices :
1) Résoudre dans R 1’équation différentielle : (1 + cos*x) y’ —sin(2x) y = cosx avec y(0) =1

2) On note E = R[.X] et on considére I’application ¢ : £ X E — R donnée par :
1
o(P,0) = [ P()O()dt

a) Montrer que ’application ¢ définit un produit scalaire sur E.

b) Trouver une base orthonornale de F=R>[X] pour ce produit scalaire.
¢) Déterminer p(X?) ou pr désigne la projection orthogonale sur F.

Cl

Question de cours :

Dans R* muni de son produit scalaire canonique, on considére F le sous-espace vectoriel
défini par : F ={(x,y,z,t) € R* : x+y+t=0etx+y+2z—t =0}

Déterminer le projeté orthogonal de u = (1; 8; 1; 1) sur F.

Exercices :
1) Résoudre dans ]0 ;r[ I’équation suivante : (sinx)}y’ = 2(cosx)y avec y(0)=1

2) On note E = R[.X] et on considére I’application ¢ : £ X E — R donnée par :
o(P.0)= [ P()O()e " di
a) Montrer que ’application ¢ définit un produit scalaire sur E.

b) Pour p et ¢ deux entiers naturels , calculer (X7, X 7).
c¢) Trouver une base orthonornale de R2[X] pour ce produit scalaire.
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