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Semaine du 7 Avril ;: Seances ciblees de réevisions

Mardi 7 Mercredi 8 Jeudio Vendredi 10
08:00 - 10:00 - - Equa. diff Polynémes
10:00 - 12:00 | Géom. complexe - - -
14:00 - 16:00 - Esp. pré-hilb. | Séries numériques -
16:00 - 18:00 - - Séries numériques -

Chaque séance se déroulera par la résolution des exercices proposés ci-aprés (qu’il est absolument nécessaire d’avoir
préparés) et les rappels de cours correspondants. On pourra arriver avec une liste de questions en lien avec le theme.
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Soit M un point de R? d’affixe complexe z.

1. Donner sans justification 'affixe complexe de 'image de M par la rotation ry de centre O et d’angle 6.
2. Donner sans justification 1’affixe complexe de I'image de M par ’homothétie h, de centre O et de rapport a avec a # 0

3. Vérifier que rg o hg = hq 079. On note alors f, 9 = 79 0 hg.

Exercice 21.1. Banque PT, Math B 2015

Soient A, B et C trois points non alignés du plan, et C le cercle circonscrit au trian&e ABC'. Soit I un point de la
droite (AB) distinct de A et B, et D un point de la droite (IC) vérifiant IC- 1D =TA-TB.

1. Démontrer que D appartient au cercle C.

2. On se place désormais dans le plan complexe. Le vecteur @ a pour affixe z € C, et le vecteur ¢ a pour affixe 2’ € C.
a. Rappeler la relation entre ||@ + 9|, ||@]], |7 et @ - ©.
b. En déduire que @ - 7 = Re (22') ( Re désigne la partie réelle).

3. Soient A, B,C, D et I les points d’affixes complexes respectives
za=-3—14,z2p=5t,2c =—1—"Ti,zp=14—2i et z; = -7 — 94

Démontrer que A, B,C, et D sont cocyliques (c’est-a-dire : sur un méme cercle).

Exercice 21.2. Oral Math 11 2018

Soit K I'ensemble des points M d’affixe a + ib avec a,b € R et max(Jal,|b]) < 1. Soit encore f I’application qui & un
point M de K d’affixe z associe le point M’ d’affixe 22.

. Représenter K. Etudier I'existence de centre(s) et axe(s) de symétrie.

. Soit le segment délimité par les points d’affixe 0 et 1 + 7. Déterminer 'image par f de ce segment.
. Méme question avec le segment délimité par 1 et 1 + 4.

. Déterminer 'image par f du triangle dont les sommets admettent pour affixe 0,1,1 + 4.

=W N =

Exercice 21.3. Banque PT, Math B 2018
L’espace R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d'un repére orthonormé direct (O;7,7). On considére alors
la courbe I' de représentation paramétrique :
x(0) = 0 cos(6) .
{ y(0) = 0sin(g) +7 € 10527
Pour 0 € [0; 27], on note M (0) le point de I' de paramétre 6.

1. a. Donner la forme trigonométrique (ou exponentielle) de affixe complexe z(0) de M(6).

b. Calculer la dérivée sur [0; 27| de la fonction 6 — z(6).

—

c. En déduire la valeur de Hdg—gM(H)H pour 0 € [0; 27| et préciser quels sont les points réguliers de T
2. On considére la fonction f définie sur D = [0;27] — {Z; 2%}, par f(0) = tan(6) + 6.

a. Dresser le tableau de variations de f.

b. Démontrer que f s’annule exactement 3 fois sur D en 6, 05 et 6, vérifiant Oy < 02 < 64.

c. En déduire les points de I' admettant une tangente horizontale.

On admet qu'il existe uniquement 2 points M (61) et M (03) de I admettant une tangente verticale. On donne
01 =~ 0,86 et cos (1) = 0,65, 0Oy=2,03et cos(fa)~—0,44, 04 ~~4,91 et cos(04) =~ 0,20.



Bonus.

3. En utilisant les données ci-dessus, proposer une construction du point M (64) sachant que I'on dispose uniquement
d’une régle graduée, d’un compas et d’une équerre.

Le sujet demandait de tracer avec précision les points M (f) pour 6 = 6g,01,02,0s,04, 5 avec leur tangente

3T

ainsi que les points M (0) pour 8 = 7, 2F et 27 avec une unité de 2cm puis de finir le tracé de I'. On encour-
age a le faire mais pour des raisons de temps, on propose de passer cette question et on fournit le tracé de I" ci-dessous.

2

\

a.

b.

4. On note A la partie du plan délimitée par la courbe I et le segment [M (0)M (27)].
L’objectif de cette question est d’en calculer I’aire A.

Pour tout 6 € [0;27], on note @(0) = cos(0)7+ sin(f)7 et D(R) le disque de centre O et de rayon R > 0.

2km

Soit n un entier naturel non nul. Pour tout & € {0,1,...,n}, on note t, = —.
n

Justifier que laire Ay (R) de la partie Dy (R) de D(R) comprise entre les deux demi-droites d’origine O et dirigées
par les vecteurs @ (tx) et @ (tp41) vaut : ZR?.
En déduire que l'aire A de la partie Ay, de A comprise entre les deux mémes demi-droites vérifie :
473 9 473 9
Fk <A < F(kﬁLl) .
On pourra remarquer que Dy (Ry) C Ay C Dy (Rg) pour deux valeurs de R; et Ry bien choisies.
al N(N +1)(2N +1)

Démontrer que pour tout entier naturel N, Z p? = 5 .

p=0
3 3

2 2
En déduire que 3L(n —-H2n-1)< A il
n

5 < @(n + 1)(2n + 1) puis la valeur de A.
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Exercice 21.4. Banque PT, Math B 2017
Pour tout entier k tel que 0 < k < n, on note By ,(X) le polynome

Bion(X) = <Z> Xk — X))k,

On consideére la fonction ¢ définie pour tous polynomes P et @ de Re[X] par :
#(P.@) = POIQO) + PR + (1P (3) - P - PO)) (12 (5) - @) - @)

1. a. Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur Ro[X].
b. Orthonormaliser, pour le produit scalaire ¢, la base (Xz, X, 1) de Ry[X].
On exprimera cette nouvelle base orthonormée a l'aide des polynomes (Bg,2(X))y<j <o

2. On considére 'endomorphisme f de Ry[X] dont la matrice dans la base (Ba—k,2(X))gcpcq €St :

-1 2 1
M = 2 2 2
1 2 -1

3. a. Justifier sans calcul que la matrice M est diagonalisable.

b. Diagonaliser M. On prendra, si possible, une base orthonormée de R? constituée de vecteurs propres de M et
on précisera la matrice diagonale D, la matrice de passage @, son inverse Q! ainsi que la relation liant ces matrices.

c. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
d. Démontrer que les sous-espaces propres de f sont orthogonaux pour .
4. On suppose dans cette question que n est a nouveau quelconque. Démontrer qu’il existe un produit scalaire ¥ sur

R,.[X] pour lequel la base (Bk,n(X))nggn est orthonormée. On pourra exprimer ce produit scalaire a ’aide des
coordonnées des polynomes dans la base (Byn(X))crcn-

Exercice 21.5. Banque PT, Math A 2020

1. Soit A la matrice définie par

1 -8 4 1
1 4 -8

a. Montrer que la matrice A est orthogonale.
b. 4. Justifier que A est diagonalisable. Que dire de plus de ses espaces propres?

1. Rappeler quelles sont les valeurs propres réelles possibles d’une matrice orthogonale.

iii. A Daide des questions précédentes, déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
c. Caractériser 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est A.

2. Soit £ = R™ et soit u un endomorphisme de F tel que uou = Id. Nous notons E;} = Ker(u—1d) et E, = Ker(u+I1d).
a. Montrer que u est inversible et préciser son inverse.

b. Pour tout x € E, on pose
T+ u(r T —u(r
poTEHE) 2o
Montrer que x4 € Efet z_ € E,.
En déduire que F = Ef @ E,, .
Montrer que u est diagonalisable.
e. Montrer que u est une isométrie si et seulement si E;} 1 B, .

g o
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3. Soit F le sous-ensemble de R* défini par
F= {(x,y,z,t) € R4,xfyfz+t:0,2xfz7t:0}

a. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de R*.
b. Veérifier que 4, = (1,1,1,1) € F.

Déterminer une base orthonormale (u1,us) de F ol u; est un vecteur colinéaire & ;.
c. Vérifier que i3 = (1,—1,—1,1) € F+,

Compléter la base précédente en une base orthonormale (u1,ug, uz,us) de R* en choisissant uz colinéaire a @s.
d. On note s la symétrie orthogonale par rapport a F. Ecrire la matrice de s dans la base canonique.

e. On appelle réflexion une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan.
Ecrire la symétrie s comme composée de deux réflexions (on pourra se placer dans une base adaptée a s).

Exercice 21.6. Oral Math Il 2024

Soit E pré-hilbertien réel et # = (eq,...,e,) une famille de vecteurs de E unitaires vérifiant:

n
2
Ve e E, Y (w]e) = |lz]?
i=1
1. Montrer que £ est une famille orthonormale.
2. En considérant la projection orthogonale sur F' = Vect(Z#), montrer que & est une base orthonormale de FE.

Exercice 21.7. Oral Math 11 2024
x
Soit I’équation différentielle (E) : xy’ + 2y = ——.
oit I’équation différentielle (E) : zy’ + 2y T2
1. Résoudre (F) sur tout intervalle ne contenant pas 0 .

2. Résoudre (E) dans R.
3. Existe-t-il des solutions sur R ?

Exercice 21.8. Oral Math 11 2018
Soit f continue sur R vérifiant : (I) : Vz € R, f(x) —|—/ (x —t)f(t)dt = 1.
0

Montrer que f est de classe €.

Exprimer f’ puis montrer que f est de classe €2.

Trouver une équation différentielle linéaire d’ordre 2 , notée (E), vérifiée par f.
Résoudre (E) puis trouver toutes les solutions de (I).

e s

Exercice 21.9. Oral Math Il 2017

1\ e V= T et
On pose f(z) =g () , pour tout = €]0, 400 [, ou g(z) = / - dt.

€ 3

x 3 T 3 x ot
1. Montrer que : Yz > 0, g(x):%f%+%*%+2/3 2%dt.
2. Montrer que :
e 3 et el e e3 T e 2z —3)e
Vo >3 < < = .
r= x 3 22 9_9(1:)_1' 3+ 9+ x3

4. Montrer que f vérifie 'équation différentielle (E) : 22y’ + (z — 1)y = —1.

5. Chercher les solutions développables en série entiére, remarquer que le rayon de convergence est nul, que f est de
classe €°° mais n’est pas développable en série entiére.
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Exercice 21.10. Oral Math Il 2019
+oo eitma—t
Soit f(x) = / dt, a>1
0 Vi
1. Montrer que f est continue sur R, puis €' sur R et exprimer sa dérivée.
2. Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 .
3. La résoudre. En déduire f(z).

n Jeudi 9 Avril : (Suites et) Séries numériques

Exercice 21.11. Oral Math Il 2023

Pour z € R et n € N*, on pose f,(z) = e "% — 22,

1. Montrer que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution sur R, notée w,, et, que u, €]0,1].
2. Etudier le sens de variation de (u,) et sa convergence.

3. Déterminer la limite de nu,, et la nature de Zun

Exercice 21.12. Oral Math 11 2016
Soient (uy) et (vy,) deux suites définies par :

Upt+1 = Max (Vp, Uy — V) €t Upp1 = min (v, u, —v,), avec 0 < vg < ug.
Calculer up41 + Vpg1-

Montrer que (uy,) et (v,) sont décroissantes.
Montrer que (vy,) tend vers 0 .

En utilisant (u,vy,),,cy, montrer que E v2 converge et calculer sa somme.

gu Rk e

La série Zvn est-elle convergente?

Exercice 21.13. Oral Math 11 2021

na

1 n
Pour a > 0 et n € N*, on pose u,, = [no‘ sin (—)} .

1. Etudier la limite de (u,,) suivant les valeurs de a.
2. Etudier la nature de Z U, suivant les valeurs de «.

Exercice 21.14.

X

On consideére, pour n € N*, la fonction f,, définie sur Ry par f,(z) = T na?
ne

1. Etudier les variations de f,, sur R;. Donner un équivalent de f,(z) en 400 et y préciser la limite de f, ().
2. Oun introduit la suite (u,) définie par son premier terme u; = 1/3 et, pour n € N*, par la relation de récurrence

Upt1 = fr(un)-
La suite (u,) correspond-elle au type de suite récurrente habituel ?
Calculer uy et us.
Moutrer que, pour tout n € N*, u,, > 0. En déduire la monotonie de (uy,).
Montrer que (u,) converge vers une limite ¢ que I'on déterminera a ’aide d’un raisonnement par I’absurde.
Montrer que, pour tout n € N*,

NS ok

Up <

S|

8. En déduite que la suite (nu,,) est croissante, puis qu’elle converge vers un réell ¢’ €]0;1].

9. Montrer que, pour tout n € N*,

oLy

unJrl Up,
10. Conclure quant a la valeur de ¢'. En déduire un équivalent de u,, lorsque n — +ooc.
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Exercice 21.15. Oral Math Il 2024

On pose C), = HCOS (m/2%) et S, Hsm (m/2%).
k=2

Prouver la convergence de la suite de terme général In (C),).
Trouver une relation entre C',, X S,, et Sp,_1.

En déduire la limite de C,,.

Soit (wy),~ définie par wy41 = (2 + wk)l/2 et we € [1,2].
Montrer que : Vk > 2, wy € [1,2].

En déduire la convergence et la limite de (wg); -

o=

Exercice 21.16. Oral Math 11 2024
qg—1

Soit un entier ¢ > 2. On pose Q(X) = ¢X? — E:XIC eCX]et R= (X -1)Q.
k=0

1. Montrer que 1 est racine de Q.

q—1
2. Montrer que si z est racine de @ alors g|z|? < Z |2|F et |2] < 1.
k=0
3. Montrer que R(X) = ¢X?™ — (¢ + 1) X9 + 1.
4. Montrer que 1 est racine double de R et que les autres racines de R sont simples.

5. En déduire que @ n’admet que des racines simples.

Exercice 21.17.

1. Soit P un polynome de R[X] admettant une racine complexe z dont l'ordre de multiplicité est supérieur ou égal a 2.
a. Vérifier que le conjugué z de z est aussi une racine de P.
b. Démontrer que, si z n’est pas un nombre réel, alors il existe un polynéome @ € R[X] tel que
P = (X*—-2Re(2)X + |z\2)2Q
c. En déduire que z est racine du polyndme dérivé P’ de P.

2. Pour tout entier n > 2, on note P, le polynéme X?" — 2nX + 1 de R[X].

a. Déterminer les racines complexes du polynome dérivé P).
b. Combien le polynéme P,, admet-il de racines complexes?

Pour tout entier n > 2, on note f;, la fonction réelle définie par:
Vr €R, fo(x) =2 —2nz + 1.

3. Combien ’équation f,(z) = 0 admet-elle de solutions réelles?
4. On note u,, la plus grande des solutions réelles de I’équation précédente.

a. Soit € > 0. Que peut-on dire du signe de f,,(1+¢) ? En déduire que la suite (uy,), -, converge vers 1.
b. Justifier le développement asymptotique -

=1 ) o ().

2n n
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Exercice 21.18. Polynomes de Tchebychev
On s’intéresse a la suite de polynomes (T5,), appelés polyndomes de Tchebychev, définie par Tp =1, Th = X et

Vn e N*, T,41(X)=2XT,(X) - Th-1(X).
1. a. Expliciter T5 et T;.

b. Déterminer, pour tout n € N*, le degré de T,,.
c. Montrer que, pour tout n € N, (Ty, T4, ..., T,,) forme une base de R,[X].

2. Montrer que, pour tout n €« Net x € R :

T, (cosx) = cos(nx).
P(t)Q(t)
V1-—

On pourra raisonner en traitant séparément le cas ou PQ(1) ;é 0 et le cas ou PQ(1) =0 (méme chose en —1).
b. Montrer que 'application

1
3. a. Montrer que pour tout couple (P, Q) € (R[X])?, I'intégrale / ————=dt est convergente.

R[IX]xR[X] — R

-1

définit un produit scalaire sur R [X].
On notera (.,.) ce produit scalaire et ||.|| la norme associée.

c. Montrer que, pour tout couple (n,m) € N* x N* tel que n # m, on a : (T, T,,) = 0.
On pourra procéder au changement de variable t = cos(z).

d. Soit n € N. Montrer que:
I, sin>1
||TnH2 =
sin=0

T,

e. En déduire une base orthonormée de R, [X] pour le produit scalaire ( , ).

4. Soit n un entier non nul. On définit d,, la distance de X™ a R,,_1[X] par :

do = inf {|X" — P||: P€Ry_1[X]}.

(X", T

a. Montrer alors que : d,, = o]
n

b. Déterminer en particulier la valeur de ds.
On commencera par exprimer X2 en fonction de To, Ty et Ty.



	21 Semaine du 7 Avril : Séances ciblées de révisions
	Mardi 7 Avril : Géométrie complexe
	Mercredi 8 Avril : Espaces pré-hilbertiens
	Jeudi 9 Avril : Équations différentielles
	Jeudi 9 Avril : (Suites et) Séries numériques
	Vendredi 10 Avril : Polynômes


