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Solution en ligne le 30/09

On cousideére la fonction g : [0,1] — R, telle que :
g(0)=0 , Vze€l0,1]:9(z)=zlnz

1. Etudier la continuité et les variations de la fonction g, puis tracer sa courbe représentative sur [0,1] sur le papier
millimétré joint, en prenant pour unité 10 grands carreauxsur ’axe des abscisses comme sur ’axe des ordonnées.

2. En déduire que M = sup |g(x)]| existe, et donner sa valeur.
z€[0,1]

3. On définit la suite (¢,,) par ty €] %, e[ et, pour tout entier naturel n :

neN
tpt1 = —g(tn).

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :

to <tn <tnyr <e'

4. Enoncer I'inégalité de Taylor-Lagrange.

5. Montrer que, pour tout réel x de [to, 6_1} :

6. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n :

—1 ¢ 2"
e

7. Quelle est la limite de la suite (t,), N ?

Pour n € N*, on pose
ne "\/n Upt1
Uy = 7\/», et v, = In —ntl)

1. A l’aide d’un développement limité usuel a I'ordre 3, déterminer un réel a tel que
a
Up ~ —.
n n2
2. En déduire la convergence de la série _ v, puis 'existence d’une constante x > 0 telle que
—MN,,N
nl o~ M_

n—-+4oo K
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n
Soit n € N et F = R,[X]. A tout polynéme P = Zkak de F on associe le polynome
k=0

fn(P) =" pn_rX*.
k=0
1. Montrer que f,, est un endomorphisme de FE.
2. Réservé aux 5/2. Ecrire la matrice de f,, dans la base canonique de R, [X].
3. On note :
Sn:{P€E|fn(P):P} et Tn:{P€E|fn(P):7P}

a. Montrer que S,, et T,, sont supplémentaires dans F.
b. On note s, = dim S, et t,, = dimT,,. Exprimer s,, et t,, en fonction de n.

Soit f : I — R3 une fonction dérivable. On suppose qu’il existe un vecteur v € R? tel que
veel, f'(t)=f(t)Av.

1. Montrer que I'ensemble f(I) est inclus dans un plan de R®.
2. Montrer que ensemble f(I) est inclus dans un cercle.

3. Montrer que I'application ¢ — || f/(t)|| est constante.

Cet exercice plus difficile s’adresse a ceux et celles qui maitrisent déja bien le reste...

Soient n € N, ¢ < d deux réels et f : [c,d] — R de classe €"*1. On rappelle la formule de Taylor avec reste intégral :

P (e) I
) =3 ==+ [ (d=t b
k=0 >
Soient I un intervalle. Une fonction f: I — R, de classe €°°, est dite absolument monotone si, pour tout n € N, pour
tout « € I, £ (x) > 0.

1. Montrer que, si f, g sont absolument monotones sur I, c’est aussi le cas de f + g et de fg.

2. Soient R > 0 et f une fonction absolument monotone sur [0, R[. On note, pour = € [0, R[ et n € N,

100

Ry(z) = f(z) —
k
Ry ()

a. Montrer que, pour tout n € N, x — "n
x

=0

est croissante sur |0, R[.

b. Montrer que :

n.ofk)
vz €]0, R|, HETOOZ f kkl(O) a* = f(a).
k=0 ’

3. Exprimer, pour n € N*, tan(™ en fonction de tan, tan’, ..., tan(=1).

4. En déduire que :

+oo n
Vo € }—g; g [, tan(z) = Z Mz”.

n!
n=0






