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Solution en ligne le 30/11

1—2a a a
Pour @ € R, on introduit A(a) = a 1-2a a € #3(R). On pose & = {A(a),a € R}.
a a 1—2a

&/ est-il un s.e.v. de #3(R) ?

o/ est-il stable par produit?

Trouver une valeur de a pour que A(a) soit inversible.

Trouver ag # 0 tel B = A (ap) soit la matrice dans la base canonique d'un projecteur de R3.
Que direde C =13 — B ?

Trouver A(a) € R tel que A(a) = B — A(a)C. En déduire, pour n € N, [A(a)]™.

S ok wh =

Soit (ay) la suite réelle définie par :

neN*

1 /”“ dt
ap = — — —.
n n t

On étudie la série de terme général a,,. On montre qu’elle est convergente et on donne des représentations de sa somme,
notée v, et appelée constante d’Euler. Pour cela on commence par étudier la suite (S,,),,~, définie par :

Sniapil/n+1dtilln(n+l).
=1 p=1P 1 t =1 P

On s’intéresse également a la suite (H,) définie par Hy = 0 et pour tout entier n > 1,

"1
Hn:E —.
p=1p

neN

Préliminaires - formule de Frullani

Soient a < b sont deux réels strictement positifs.

—at —bt

e e
1. Montrer que la fonction ¢ — — est intégrable sur ]0, +oo].
Soient x et y deux réels strictement positifs.

2. a. Démontrer que :

b. Montrer que, pour tout réel z > 0 :

bz _—t
e % 1In <b) < / ¢ dt<e®In (b> )
a az Ut a
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c. Montrer que

+oo —at _ ,—bt
[T (),
0 t a

Partie 1. Une approche de la constante d’Euler

pt1 1 1
3. Soit p € N*. En encadrant I'intégrale / —, montrer que I'ona: 0<ap < - — ——.
» t p p+1

4. En déduire que la suite (5,,) est majorée, puis qu’elle est convergente et que sa limite v appartient a U'intervalle [0, 1].

5. Vérifier que pour tout p € N* on a :

puis montrer que pour tout entier p > 2 on a :

1/1 1 1 1 1
—(-—— ) <agp <= | ———-].
2\p p+1 P=2\p—1 »p

6. En déduire un encadrement de S,,, —S,, pour m et n des entiers vérifiant m > n > 1. Puis montrer que pour tout entier

n>1lona:
1 1

< Sn
m+2 >
7. Conclure qu’on a le développement asymptotique suivant pour la sulte (Hn)pens -

H, = lnn—|—’y++o< )
n—00
1

8. Pour tout n € N* on pose T,, = S,, + Montrer que 'ona: 0 <~v—1T,

n+2°

2n(n+ on(n+1)

9. Déterminer un entier n € N* pour lequel T}, est une valeur approchée de v & 10~2 prés. Donner alors un encadrement

de v 4 1072 prés.

Partie 2. Une représentation intégrale de la constante d’Euler

+oo 1
10. Dans cette question, on se propose de démontrer la convergence de 'intégrale / e ! ( T —
0 —e
a. Montrer que les deux intégrales suivantes sont convergentes :
+oo —t too -t
e e
/ ——dt et / —dt.
1 1—e 1 t
. . o 1 1
b. Déterminer la limite de o=t " 3 quand ¢t — 0T,
—e
c. Conclure.
11. a. Démontrer que pour pour tout réel ¢ > 0 on a :
+oo —nt _ ,—(n+1)t
1 —nt "
1_ot Z € et o= Z < )
n=0
b. En déduire que pour pour tout réel t > 0 on a :
+o0o — —
ot # . 1 _ Z o (n+1)t _ e~ (1)t _ o—(n+2)t |
1—et ¢t t
n=0
) ) 1—et
c. Démontrer que pour tout réel t >0, ona: 1— r = 0.
oo 1 1
d. Retrouver alors la convergence de l'intégrale / e ! (1—15 — t) dt et démontrer I'égalité :
0 — €

+oo 1 1
= T —— = =) dt.
= (=)



