
PT – Lycée Voltaire Colles de Mathématiques : Semaine 1 2026–2027
Sujet 1

Question de Cours. Formules d’addition (cos(a+b), sin(a+b), tan(a+b)) et formules de duplication (cos(2a), sin(2a)).

Exercice 1 (Application directe). Soit θ ∈
]
0, π

2
[
. On considère l’équation polynomiale en Z ∈ C :

Z2 − 2eiθ cos(θ)Z + e2iθ cos2(θ) + sin2(θ) = 0.

1. Résoudre cette équation dans C. Écrire les solutions Z1 et Z2 sous forme exponentielle.
2. Exprimer le produit P = Z1Z2 sous forme condensée.
3. Pour n ∈ N∗, calculer la somme double Sn =

∑
1≤j≤k≤n Re(Z1)j Re(Z2)k.

Exercice 2 (Approfondissement). Soit P (X) = Xn +
∑n−1

k=0 akXk ∈ C[X] un polynôme scindé à racines simples
z1, z2, . . . , zn ∈ C.
1. Montrer la décomposition en éléments simples de P ′(X)

P (X) dans C(X).
2. En déduire que pour tout z ∈ C tel que P (z) ̸= 0 et P ′(z) = 0, z appartient à l’enveloppe convexe des racines de P ,

c’est-à-dire qu’il existe λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] tels que
∑n

i=1 λi = 1 et z =
∑n

i=1 λizi (Théorème de Gauss-Lucas).
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Question de Cours. Formules d’addition : cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b, sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b,
tan(a + b) = tan a+tan b

1−tan a tan b .
Duplication : cos(2a) = cos2 a − sin2 a = 2 cos2 a − 1 = 1 − 2 sin2 a, sin(2a) = 2 sin a cos a.

Correction Exercice 1.
1. Le discriminant réduit de l’équation du second degré est :

∆′ =
(
eiθ cos θ

)2 −
(
e2iθ cos2 θ + sin2 θ

)
= e2iθ cos2 θ − e2iθ cos2 θ − sin2 θ = − sin2 θ = (i sin θ)2.

Les solutions sont Z = eiθ cos θ ± i sin θ. Ainsi Z1 = eiθ cos θ + i sin θ = eiθ(cos θ + ie−iθ sin θ) = eiθ(cos θ + sin θ sin θ +
i . . . ) = e2iθ et Z2 = eiθ(cos θ − i sin θ) = eiθe−iθ = 1.

2. Le produit vaut P = Z1Z2 = e2iθ · 1 = e2iθ.
3. On a Re(Z1) = cos(2θ) et Re(Z2) = 1. Soit a = cos(2θ). Sn =

∑n
k=1

∑k
j=1 aj =

∑n
k=1 a 1−ak

1−a = a
1−a

(
n −

∑n
k=1 ak

)
=

a
1−a

(
n − a 1−an

1−a

)
= na(1−a)−a2(1−an)

(1−a)2 (si a ̸= 1).

Correction Exercice 2.
1. P (X) =

∏n
i=1(X − zi). En dérivant sous forme logarithmique : P ′(X) =

∑n
i=1

∏
j ̸=i(X − zj). En divisant par P (X),

on obtient P ′(X)
P (X) =

∑n
i=1

1
X−zi

.
2. Soit z ∈ C tel que P (z) ̸= 0 et P ′(z) = 0. Alors P ′(z)

P (z) =
∑n

i=1
1

z−zi
= 0. En prenant le conjugué :

∑n
i=1

1
z̄−z̄i

=
0 ⇐⇒

∑n
i=1

z−zi

|z−zi|2 = 0. Soit µi = 1
|z−zi|2 > 0. On a

∑n
i=1 µi(z − zi) = 0 ⇐⇒ (

∑n
i=1 µi) z =

∑n
i=1 µizi. En posant

λi = µi∑n

j=1
µj

∈]0, 1[, on a bien
∑n

i=1 λi = 1 et z =
∑n

i=1 λizi.
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Sujet 2

Question de Cours. Montrer que pour tous a, b ∈ C et n ∈ N∗ : an − bn = (a − b)
∑n−1

k=0 akbn−1−k.

Exercice 1 (Application directe).
1. Pour n ∈ N∗ et x ∈ R \ {2kπ, k ∈ Z}, simplifier le produit Pn(x) =

∏n−1
k=0 cos

(
2kx

)
.

(Indication : multiplier par sin(x) et utiliser les formules de duplication.)
2. En déduire la valeur de

∏n−1
k=0 cos

(
π

2k+2

)
.

3. Déterminer la limite de Pn

(
x

2n

)
lorsque n → +∞.

4. Calculer la somme double Tn =
∑

1≤i≤j≤n 2i+j .

Exercice 2 (Approfondissement). Soit n ≥ 2 un entier. On note ωk = e
2ikπ

n pour k ∈ {0, . . . , n − 1} les racines
n-ièmes de l’unité.
1. Pour tout z ∈ C, calculer le produit

∏n−1
k=0(z − ωk).

2. En déduire la valeur du produit
∏n−1

k=1

(
1 − e

2ikπ
n

)
.

3. Montrer que
∏n−1

k=1 sin
(

kπ
n

)
= n

2n−1 .
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Question de Cours. (a − b)
∑n−1

k=0 akbn−1−k =
∑n−1

k=0 ak+1bn−1−k −
∑n−1

k=0 akbn−k. Par changement d’indice j = k + 1
dans la première somme :

∑n
j=1 ajbn−j −

∑n−1
k=0 akbn−k = anb0 − a0bn = an − bn par télescopage.

Correction Exercice 1.
1. On sait que sin(2y) = 2 sin(y) cos(y), d’où cos(y) = sin(2y)

2 sin(y) . Ainsi : Pn(x) sin(x) = sin(x) cos(x) cos(2x) . . . cos(2n−1x) =
1
2 sin(2x) cos(2x) · · · = 1

2n sin(2nx). Puisque x ̸= 2kπ, sin(x) ̸= 0, donc Pn(x) = sin(2nx)
2n sin(x) .

2. Pour x = π
2n+1 , 2nx = π

2 . Donc
∏n−1

k=0 cos
(

π
2k+2

)
= Pn

(
π

2n+1

)
= sin(π/2)

2n sin( π
2n+1 ) = 1

2n sin( π
2n+1 ) .

3. Pn

(
x

2n

)
= sin(x)

2n sin(x/2n) . Comme 2n sin(x/2n) −−−−−→
n→+∞

x, la limite est sin(x)
x .

4. Tn =
∑n

j=1 2j
∑j

i=1 2i =
∑n

j=1 2j · 2 2j−1
2−1 = 2

∑n
j=1(4j − 2j) = 2

(
4 4n−1

3 − 2(2n − 1)
)

= 8(4n−1)
3 − 4(2n − 1).

Correction Exercice 2.
1. Les ωk sont les n racines distinctes du polynôme Xn − 1. Le polynôme étant unitaire de degré n, on a Xn − 1 =∏n−1

k=0(X − ωk). Donc
∏n−1

k=0(z − ωk) = zn − 1.
2. On a (z − 1)

∏n−1
k=1(z − ωk) = zn − 1 =⇒

∏n−1
k=1(z − ωk) = zn−1

z−1 =
∑n−1

k=0 zk. En évaluant en z = 1, on obtient∏n−1
k=1(1 − ωk) = n.

3. 1 − e
2ikπ

n = −e
ikπ

n

(
e

ikπ
n − e− ikπ

n

)
= −2ie

ikπ
n sin

(
kπ
n

)
= 2ei( kπ

n − π
2 ) sin

(
kπ
n

)
. En prenant le module : |1 − ωk| =

2 sin
(

kπ
n

)
car kπ

n ∈]0, π[ =⇒ sin
(

kπ
n

)
> 0. Donc n =

∣∣∣∏n−1
k=1(1 − ωk)

∣∣∣ =
∏n−1

k=1 2 sin
(

kπ
n

)
= 2n−1 ∏n−1

k=1 sin
(

kπ
n

)
. D’où∏n−1

k=1 sin
(

kπ
n

)
= n

2n−1 .
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Sujet 3

Question de Cours. Calculer, pour θ ∈ R, la somme S =
∑n

k=0
(

n
k

)
sin(kθ).

Exercice 1 (Application directe).
1. Factoriser dans R[X] le polynôme P (X) = X4 + 4X2 + 16.
2. Soient α1, α2, α3, α4 les quatre racines complexes de P (X). Calculer la somme Σ =

∑
1≤i<j≤4 αiαj et le produit

Π =
∏4

i=1 αi.
3. Pour n ∈ N∗, calculer le produit Qn =

∏n
k=0

(
1 + ei kπ

n

)
.

Exercice 2 (Approfondissement). Soient a, b, c ∈ C trois nombres complexes distincts.
1. Montrer que les points d’affixes a, b, c forment un triangle équilatéral dans le plan complexe si et seulement si a2+b2+c2 =

ab + bc + ca.
2. En déduire que a, b, c forment un triangle équilatéral si et seulement si 1

a−b + 1
b−c + 1

c−a = 0.
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Question de Cours. S = Im
(∑n

k=0
(

n
k

)
eikθ

)
= Im

(
(1 + eiθ)n

)
. Or 1 + eiθ = 2 cos(θ/2)eiθ/2. Donc (1 + eiθ)n =

2n cosn(θ/2)einθ/2. D’où S = 2n cosn(θ/2) sin(nθ/2).

Correction Exercice 1.
1. P (X) = X4 + 8X2 + 16 − 4X2 = (X2 + 4)2 − (2X)2 = (X2 − 2X + 4)(X2 + 2X + 4). Les discriminants des deux

facteurs sont ∆ = −12 < 0, donc ces facteurs sont irréductibles dans R[X].
2. Par les relations Viète-racines sur P (X) = X4 + 0X3 + 4X2 + 0X + 16 : Σ = σ2 = 4 et Π = σ4 = 16.
3. 1 + ei kπ

n = 2 cos
(

kπ
2n

)
ei kπ

2n . Pour k = n, 1 + eiπ = 0, donc Qn = 0.

Correction Exercice 2.
1. A, B, C forment un triangle équilatéral ⇐⇒ C s’obtient par rotation de centre A et d’angle ±π/3 à partir de B. Ceci

équivaut à c−a
b−a = e±iπ/3 ⇐⇒ c−a

b−a est racine de X2 −X +1 = 0. Donc
(

c−a
b−a

)2
− c−a

b−a +1 = 0 ⇐⇒ (c−a)2 −(c−a)(b−
a)+(b−a)2 = 0. En développant : c2 −2ac+a2 −(bc−ab−ac+a2)+b2 −2ab+a2 = 0 ⇐⇒ a2 +b2 +c2 −ab−bc−ca = 0.

2. 1
a−b + 1

b−c + 1
c−a = (b−c)(c−a)+(a−b)(c−a)+(a−b)(b−c)

(a−b)(b−c)(c−a) . Le numérateur vaut ab+bc+ca−a2−b2−c2. Donc 1
a−b + 1

b−c + 1
c−a =

0 ⇐⇒ a2 + b2 + c2 = ab + bc + ca, ce qui équivaut bien à ce que le triangle soit équilatéral.
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