PT — Lycée Voltaire Colles de Mathématiques : Semaine 1 20262027
Sujet 1

Question de Cours. Formules d’addition (cos(a+b), sin(a+b), tan(a+0b)) et formules de duplication (cos(2a), sin(2a)).

Exercice 1 (Application directe). Soit 6 € ]0, 5 [ On consideére ’équation polynomiale en Z € C :
7% — 2" cos(0) Z + €** cos?(#) + sin*(6) = 0.

1. Résoudre cette équation dans C. Ecrire les solutions Z4 et Zy sous forme algébrique.
2. Exprimer sans calcul 2175 et Z1 + Zs.
3. Pour n € N*, calculer la somme double S, =, ;cr<,, Re(Z1)7 Re(Zs)k.

Exercice 2 (Approfondissement). Soit P(X) = X" + Z:;é apX* € C[X] un polynome scindé & racines simples
21,29, ...,2n € C.

1. Montrer la décomposition en éléments simples de };(())(()) dans C(X).

2. En déduire que pour tout z € C tel que P(z) # 0 et P'(z) = 0, z appartient & ’enveloppe convexe des racines de P,
c’est-a-dire qu’il existe A1,..., A, € [0,1] tels que > | \; =1 et 2 =>"" | \;z; (Théoréeme de Gauss-Lucas).



PT — Lycée Voltaire Correction du Sujet 1 20262027

Question de Cours. Formules d’addition : cos(a + b) = cosacosb — sinasinb, sin(a + b) = sinacosb + cosasinb,

__ _tana+tanbd
tan(a + b) ~ l—tanatanb’

2 2

Duplication : cos(2a) = cos? a — sin? a = 2cos?a — 1 = 1 — 2sin? q, sin(2a) = 2sina cos a.
Correction Exercice 1.

1. Le discriminant réduit de I’équation du second degré est :
. 2 . . . .
A’ = (" cos)” — (e* cos® 0 + sin? ) = ** cos? § — e* cos® § — sin? @ = —sin® § = (isin ).

Les solutions sont Z = € cos@ £ isin§ = (cos#)? + i.sinf(cos 6 £ 1).
2. Facile, utiliser les relations racines coefficients.
3. On a Re(Z1) = Re(Z3) = (cos())?. Notons a = (cos(#))?. Ainsi S, =Y _, Zle akal.
Sia=1, on a donc Snzzzzlk:%.
Supposons désormais a # 1, alors S, = >, _; 2?21 akal =Y " Z?Zl ad =30 a" a—a"l _ S k-

a2 = L (g? — gn+?) e
1—a

Correction Exercice 2.
L. P(X) = [[[2,(X — z). En dérivant sous forme logarithmique : P'(X) = 37" [];;(X — 2;). En divisant par P(X),

on obtient 1;(())(()) =Y

2. Soit z € C tel que P(z) # 0 et P'(z) = 0. Alors 22 = ™" L — 0. En prenant le conjugué : S.° , -1 =

(2) i=1 z—z; i=1 z—z;
0 = Y, 2= = 0. Soit p; = ﬁ >0.0nad; pwlz—2)=0 < (31, w)z=> 4 p;z. En posant
)\1' = wHi 6]0, 1[, on a bien Z@—l )\1 = 1 et z = Zn—l /\lzl
S - -
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Sujet 2

uestion de Cours. Montrer que pour tous a,b € C et n € N* : ™ — b" a—b Lakpn—i-k,
ho

Exercice 1 (Application directe).

1. Pour n € N* et z € R\ {2km, k € Z}, simplifier le produit P,(z) = [}Z, cos( z).
(Indication : multiplier par sin(x) et utiliser les formules de duplication.)

2. Déterminer la limite de P, ( ) lorsque n — 4-00.

3. Calculer la somme double T), = >, o/, 2147

Exercice 2 (Approfondissement). Soit n > 2 un entier. On note wy = % pour k € {0,...,n — 1} les racines

n-iemes de 'unité.
1. Pour tout z € C, calculer le produit [[{—g (2 — wk).

2ikm

2. En déduire la valeur du produit Hz;ll (1 — eT).

3. Montrer que Hk psin (A2) =
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Question de Cours. (a—1b)> ;' , D akpn1ok = Zk,o aktipn—1-Fk ZZ;& a®b"~*. Par changement d’indice j = k + 1

N — 1 .
dans la premiére somme : ijl albn I — Z abb =k = a0 — a%b" = a™ — b par télescopage.

Correction Exercice 1.

1. On sait que sin(2y) = 2sin(y) cos(y), d’ott cos(y) = ;13512@)) Ainsi : P,(x)sin(x) = sin(z) cos(z) cos(2x) ... cos(2"tx) =
1 sin(2z) cos(2z) - - - = 5 sin(2"z). Puisque @ # 2k, sin(z) # 0, donc P, (z) = ;;ngnn(i))

sin(x) sm(w)

2. P, (&)= Frsm(z 3. Comme 27 sin(xz/2") T T la limite est

n j j 7 4 " n 4" — n
3. Tn = Zj:l Yy 2= Zj:l 29 '222—1 = 22j:1(4] —2)=2 (44 7 —2(2" - 1)) = % —4(2" - 1).

Correction Exercice 2.

1. Les wg sont les n racines distinctes du polynéme X™ — 1. Le polyndéme étant unitaire de degré n, on a X" —
n—1 n—1 n
po(X —wi). Donc [[,—5(z —wp) = 2™ — 1.

2.0na (z— D[ (z—wp) =2"—1 = [[}Z1(z —wp) = 2=t = 372, 2. En évaluant en z = 1, on obtient
n—1
Z:1 (1 - wk) =n.

3.1 — ™ = —et" (e“ﬁf —e_“ff> = —2ie"" sm(k”) 2¢’ (%7%)sin(k”) En prenant le module : |1 — wy| =

2sin (A7) car E% €]0,7[ = sin (2%) > 0. Donc n = ‘Hk 1 ( 1—wk)‘ = [I7=) 2sin (7)) = 27~ ' []}7Z) sin (57).

n
D’ou szll sin (kn—”) = gnct-
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Question de Cours. Calculer, pour 6 € R, la somme S =Y, (}) sin(k6).

Exercice 1 (Application directe).
1. Factoriser dans R[X] le polynome P(X) = X* +4X? + 16.
2. Soient «,aq,as,ay les quatre racines complexes de P(X). Calculer la somme ¥ = Z1gi<jg4 a;a; et le produit

H = H?:l .
3. Pour n € N*, calculer le produit @Q,, = [[,_, (1 + ei%r).

Exercice 2 (Approfondissement). Soient a,b,c € C trois nombres complexes distincts.
1. Montrer que les points d’affixes a, b, ¢ forment un triangle équilatéral dans le plan complexe si et seulement si a?+b%+c? =
ab + be + ca.

2. En déduire que a, b, c forment un triangle équilatéral si et seulement si ﬁ + bic + Cia =0.
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Question de Cours. S = Im (37_, (})e™*?) = Im ((1+¢e?)"). Or 1 + € = 2cos(0/2)e®/2. Donc (1 + )" =
2" cos™(0/2)e?/2. D’ot1 S = 2" cos™(0/2) sin(nf/2).

Correction Exercice 1.

1. P(X) = X*+8X2+16—-4X2 = (X2 +4)? — (2X)? = (X2 —2X +4)(X? +2X +4). Les discriminants des deux facteurs
sont A = —12 < 0, donc ces facteurs sont irréductibles dans R[X].

2. Par les relations racines coefficients (Viete-racines) sur P(X) = X* +0X3 +4X2 4+ 0X + 16, on obtient : ¥ = oy = 4
et I =04 = 16.

3. 14 et =2cos (’5—77;) eisn. Pour k = n, 14+ €™ =0, donc Q,, = 0.

Correction Exercice 2.

1. A, B, C forment un triangle équilatéral <= C s’obtient par rotation de centre A et d’angle £7/3 & partir de B. Ceci
‘ 2
équivaut & &2 = eF™/3 = €= est racine de X2 — X +1 = 0. Donc C_“) —£241=0 < (c—a)’—(c—a)(b—

b—a

a)+(b—a)? = 0. En développant : ¢ —2ac+a?— (bc—ab—ac+a?)+b*—2ab+a? =0 < a®>+b*>+c*—ab—bc—ca = 0.
(b=c)(c=a)+(a—b)(c—a)+(a=b)(b—c) 1

2. L+ 4+ = CEOEOIC=D) . Le numérateur vaut ab—+bc+ca—a®—b?—c? Donc 5+ 7+ L =

0 < a®+b%+c® = ab+ bc + ca, ce qui équivaut bien a ce que le triangle soit équilatéral.



