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Semaine de colle n°2

Du Lundi 14 Septembre au Vendredi 18 Septembre
Planche n°1

Question de cours

Étudier la continuité sur R de la fonction f : x 7→ bxc+
√
x− bxc.

Exercice 1 - Extrait Oral Math II 2023
On suppose qu’il existe (x, y) ∈ R2 tel que pour tout n ∈ N, on ait an = cos (2nx) > cos (2ny) = bn.

1. Soit n ∈ N. Exprimer an+1 et bn+1 en fonction de an et bn. Calculer an+1 − bn+1 et montrer que an > |bn|.

2. Montrer que la suite (an)n∈N est décroissante.

3. Montrer que la suite (an)n∈N converge et déterminer sa limite.

4. Montrer qu’il existe k ∈ Z tel que x = 2kπ.

Exercice 2

Discuter, selon la parité de n ∈ N, n ≥ 2, le nombre de solutions réelles de l’équation xn+1 + xn = 2.
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Question de cours

Pour n ∈ N, on considère le polynôme Pn =

n∑
k=0

Xk

k!
. Montrer que si n est pair, alors Pn n’a aucune racine réelle et que si

n est impair, alors Pn a une unique racine réelle.

Exercice 1 - Oral Mines-Telecom 2023

Soit f(x) =
x3

9
+

2x

3
+

1

9
et (xn)n∈N vérifiant x0 ∈] 0, 1/2 [ et ∀n ∈ N, xn+1 = f (xn).

1. Montrer que l’équation f(x) = x admet une unique solution α dans ]0, 1/2[.

2. En déduire la monotonie de la suite (xn)n∈N, sa convergence et sa limite.

3. Montrer qu’il existe k ∈]0, 1 [ tel que ∀n ∈ N, |xn − α| ≤ kn/2.

Exercice 2

Soit f : x 7→ 1

sin2(x)
− 1

x2
.

1. Déterminer la limite ` de f en 0 , puis un équivalent de f(x)− ` lorsque x −→ 0.

2. On pose f(0) = `. Ce prolongement est-il continu sur ]− π
2 ,

π
2 [ ? dérivable ? C 1 ?
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Question de cours
Python. Proposer deux fonctions différentes (dont une des deux récursive) qui permettent de calculer le terme de rang n
de la suite (un) définie par

u0 = 1, u1 = 0, un+2 = aun+1 + bun,

où a et b sont des réels rentrés en argument.

Exercice 1 - Extrait Oral Math I 2018
On considère la suite (un)n∈N définie par u0 > 0 et un+1 = u2n + un pour tout n ∈ N.

1. Montrer que pour tout x > 0, on a 0 < ln(1 + x) < x.

2. Soient (xn)n∈N et (yn)n∈N deux suites réelles.

a. Montrer que exn ∼ eyn si et seulement si limn→+∞ (xn − yn) = 0.
b. Si xn ∼ yn, peut-on affirmer que exn ∼ eyn ?

3. Montrer que (un)n∈N est croissante à valeurs positives.

4. Montrer que la suite (un)n∈N diverge.

5. (Bonus) On note vn = 2−n ln (un) pour tout n ∈ N. Étudier la convergence de
∑
n>0 (vn+1 − vn).

Exercice 2 - Extrait Oral Math II 2026
Soit f : x 7→ arctan(x+ 3) + arctan(x) + arctan(x− 3).

1. Montrer que 3π
4 < f(5) < 3π

2 . Calculer la valeur exacte de f(5).

2. Montrer que f est impaire, continue et strictement croissante sur R. Donner ses limites.

3. Résoudre f(x) = π
4 .


