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Semaine 2

Révisions – Fonctions

Question de cours. Programmation Python.
Proposer deux fonctions différentes (dont une des deux récursive) qui permettent de calculer
le terme de rang 𝑛 de la suite (𝑢𝑛) définie par

𝑢0 = 1, 𝑢1 = 𝑏, 𝑢𝑛+2 = 𝑎𝑢𝑛+1 + 𝑏𝑢𝑛+2

où 𝑎 et 𝑏 sont des réels rentrés en argument.

Exercice 1. Soit 𝑓 ∶ ]0 , +∞[ définie par 𝑓 (𝑥) = 1
2

(𝑥 + 3
𝑥).

1. Démontrer que, ∀𝑥 > 0, 𝑓 (𝑥) ⩾ √3 > 0 et donner un encadrement de 𝑓 ′(𝑥) pour 𝑥 ⩾ √3.

2. On définit une suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ par la relation de récurrence
⎧{
⎨{⎩

𝑢0 ∈ ]0 , +∞[
𝑢𝑛+1 = 𝑓 (𝑢𝑛)

Démontrer que (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ converge et calculer sa limite.

Exercice 2.
Après avoir justifié que, pour tous 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ∗, 𝑘(𝑛

𝑘
) = 𝑛(𝑛−1

𝑘−1
), démontrer que, pour tout entier

naturel 𝑛,
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑘 + 1)(𝑛
𝑘
) = (𝑛 + 2)2𝑛−1
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Exercice 1
1. On fait l’étude des variations de 𝑓 : 𝑓 ′(𝑥) = 𝑥2−3

2𝑥2 , ce qui conduit au tableau de variation
suivant :

𝑥

𝑓

0 √3 +∞

+∞

√3√3

+∞+∞

On établit ensuite que 𝑥 ⩾ √3 ⟹ 0 ⩽ 𝑓 ′(𝑥) = 1
2 − 3

2𝑥2 ⩽ 1
2 .

2. Le premier terme 𝑢0 n’est pas forcément dans I ∶= [√3 , +∞[ mais le tableau montre que
∀𝑛 ⩾ 1, 𝑢𝑛 ∈ I. Or I est stable par 𝑓 et, sur cet intervalle I, 𝑓 est contractante (avec 𝑞 = 1

2).
On voit sur le tableau un point fixe ℓ = √3 et un théorème de cours garantit d’une part
son unicité et d’autre part que la suite (𝑢𝑛) converge vers ℓ.

Exercice 2.
• L’égalité s’obtient en écrivant les coefficients binomiaux à l’aide de factorielles.

•
𝑛
∑
𝑘=0

(𝑘 + 1)(𝑛
𝑘
) =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑘(𝑛
𝑘
) +

𝑛
∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘
) =

𝑛
∑
𝑘=1

𝑛(𝑛−1
𝑘−1

) + (1 + 1)𝑛 = 𝑛
𝑛−1
∑
𝑗=0

(𝑛−1
𝑗

) + 2𝑛 = 𝑛2𝑛−1 + 2𝑛 =

(𝑛 + 2)2𝑛−1.

Frédéric Gaunard



Interrogation orale Lycée Voltaire

Pierre-Alain Sallard
chez Frédéric Gaunard
Classe de PT – 2026/2027

Pour SAYN Guillaume
le lun. 14 sept. 26

Semaine 2

Révisions – Fonctions

Question de cours. Étudier la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ définie par son premier terme 𝑢0 > 0 et par la
relation de récurrence :

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 1
𝑢𝑛

Exercice 1. Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 0 < 𝑎 < 𝑏.

On considère les suites définies par
⎧{
⎨{⎩

𝑎0 = 𝑎
𝑏0 = 𝑏

et ∀𝑛 ∈ ℕ,
⎧{
⎨{⎩

𝑎𝑛+1 = √𝑎𝑛𝑏𝑛
𝑏𝑛+1 = 𝑎𝑛+𝑏𝑛

2

1. Démontrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑎𝑛 ⩽ 𝑏𝑛.
2. En déduire que (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ est croissante et que (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ est décroissante.
3. Démontrer que (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ et (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ sont toutes deux convergentes et qu’elles ont la même

limite.

Exercice 2. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗.
Démontrer que

𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=𝑖

𝑖
𝑛𝑗

= 𝑛 + 3
4
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Exercice 1.
1. (√𝑢−√𝑣)2 ⩾ 0 ⟹ 𝑢+𝑣 ⩾ 2√𝑢𝑣. De cette inégalité générale, on déduit ∀𝑛, 𝑎𝑛+1 ⩽ 𝑏𝑛+1

et c’est aussi vrai au rang 0.
2. Variations de (𝑎𝑛) et (𝑏𝑛) : trivial, en revenant à la définition.
3. (𝑎𝑛) est croissante et majorée par 𝑏0 = 𝑏 donc converge vers ℓ𝑎. Idem pour (𝑏𝑛) qui

converge vers ℓ𝑏. On passe ensuite à la limite dans l’une ou l’autre des relations de ré-
currence pour obtenir ℓ𝑎 = ℓ𝑏.

Exercice 2.
On va permuter l’ordre de sommation, et utiliser la formule de la somme des termes d’une
suite arithmétique (ici de raison 1 !) :

𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=𝑖

𝑖
𝑛𝑗

= ∑
1⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

𝑖
𝑛𝑗

=
𝑛

∑
𝑗=1

𝑗

∑
𝑖=1

𝑖
𝑛𝑗

=
𝑛

∑
𝑗=1

1
𝑛𝑗

𝑗

∑
𝑖=1

𝑖

=
𝑛

∑
𝑗=1

𝑗(𝑗 + 1)/2
𝑛𝑗

= 1
2𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑗 + 1) = 1
2𝑛

× (2 + 𝑛 + 1) × 𝑛
2

= 𝑛 + 3
4
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Question de cours. Exprimer sin (5θ) en fonction de sin(θ).

Exercice 1. Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels strictement positifs.
Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par 𝑢0 = 𝑎, 𝑢1 = 𝑏 et, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 = 𝑢𝑛+1 + 1

𝑢𝑛
.

1. Justifier que la suite (𝑢𝑛) est bien définie puis démontrer que (𝑢𝑛) est divergente.

2. Démontrer que

𝑢𝑛 ∼
𝑛→+∞

𝑛
∑
𝑘=0

1
𝑢𝑘

Exercice 2.

Soit θ ∈ ℝ : calculer, pour 𝑛 ∈ ℕ∗, S𝑛(θ) =
𝑛

∑
𝑘=0

cos2(𝑘θ).

Frédéric Gaunard
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Question de cours.
Exercice 1. Par récurrence, 𝑢𝑛 > 0 donc (𝑢𝑛) est bien définie. Puisque 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 1

𝑢𝑛−1
> 0,

la suite (𝑢𝑛) est croissante au moins à partir du rang 𝑛 = 1 : elle admet donc une limite dans
ℝ+. Si cette limite ℓ est finie, elle doit vérifier ℓ = ℓ+ 1

ℓ , ce qui est absurde : donc lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞.

Puis, par télescopage, 𝑢𝑛+2−𝑢1 =
𝑛
∑
𝑘=0

(𝑢𝑛+2−𝑢𝑛+1) =
𝑛
∑
𝑘=0

1
𝑢𝑘
. Avec lim𝑢𝑛 = +∞, 𝑢𝑛+2−𝑢1 ∼

𝑛→+∞

𝑢𝑛+2 ; et puisque
𝑢𝑛+2
𝑢𝑛+1

= 1 + 1
𝑢𝑛𝑢𝑛+1

→ 1, 𝑢𝑛+2 ∼
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 ∼
𝑛→+∞

𝑢𝑛. D’où le résultat du texte.

Exercice 2.
Soit θ ∈ ℝ ∖ πℤ, on linéarise cos2 𝑥 = 1+cos2𝑥

2 , puis on somme classiquement : S𝑛(θ) = 𝑛+1
2 +

1
2 cos(𝑛θ) sin(𝑛+1)θ

sinθ .
Et S𝑛(θ) = 𝑛 + 1 si θ ∈ πℤ.
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