Interrogation orale Lycée VOLTAIRE

PIERRE-ALAIN SALLARD

chez FrépEric GAUNARD
Classe de PT —2026/2027

Semaine 2

Révisions — Fonctions

Question de cours. Programmation Python.
Proposer deux fonctions différentes (dont une des deux récursive) qui permettent de calculer
le terme de rang n de la suite (u,,) définie par

up=1, uy="b, Uy =aiu, . +bu,,

ot a et b sont des réels rentrés en argument.

Exercice 1.  Soit f: ]0, +oo[ définie par f (x) = %(x + %).

1. Démontrer que, Vx > 0, f(x) > \/5 > 0 et donner un encadrement de f' (x) pour x > \/§
ug € 10, +o0o[

2. On définit une suite (u,,),cy par la relation de récurrence {
Upy1 = fUy,)

Démontrer que (u,,),,cn converge et calculer sa limite.

Exercice 2.

Apres avoir justifié que, pour tous 1,k € N*, k(") = n("™"), démontrer que, pour tout entier
k k-1

naturel n,

Y k+1) (”) = (n42)2"1
k=0 k


Frédéric Gaunard


Interrogation orale Lycée VOLTAIRE

Elements de correction

Exercice 1
2
1. On fait I'étude des variations de f: f'(x) = = 23, ce qui conduit au tableau de variation
suivant :
X 0 \/5 + oo
+o0 +o0

1 1

2 2x2 =20

2. Le premier terme u, n’est pas forcément dans I := [\/_ , +oco[ mais le tableau montre que
Vn 21, u, € 1. Or L est stable par f et, sur cet intervalle I, f est contractante (avec g = %).

On voit sur le tableau un point fixe { = V3 et un théoréme de cours garantit d'une part
son unicité et d’autre part que la suite (u,,) converge vers {.

On établit ensuite que x > \/_ = 0<f'(x) =

Exercice 2.

e ['égalité s'obtient en écrivant les coefficients binomiaux a 1’aide de factorielles.
n—1

e Y k+1(MN =YK+ Y (M=% n(" 1)+(1+1)”_n2(” D +2 = n2n 7t 42" =
k=0 k' k=0 'k k=0 k k=1

(n+2)2" 1,
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Question de cours. Etudier la suite (u,,),cy définie par son premier terme u, > 0 et par la
relation de récurrence :

1
‘v’neN,un+1=un+u—

n

Exercice 1. Soienta et b deux réels tels que 0 < a < b.

an = a a = a,b
On considere les suites définies par { 0 et Vn e N, { n+l gnfbnn
bO =b n+l — 2

1. Démontrer que Vn € N, a, < b,,.

2. En déduire que (a,,),,c est croissante et que (b,,),,cn est décroissante.

3. Démontrer que (a,,) ,cn et (b,,),,en sont toutes deux convergentes et qu’elles ont la méme
limite.

Exercice 2. Soitn € N*.
Démontrer que
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Exercice 1.

1. (Vi—v0)? 20 = u+0 > 2/uo. De cette inégalité générale, on déduit V1, a,,1 < b,
et c’est aussi vrai au rang 0.

2. Variations de (a,,) et (b,,) : trivial, en revenant a la définition.

3. (a,) est croissante et majorée par by, = b donc converge vers {,. Idem pour (b,)) qui
converge vers {,. On passe ensuite a la limite dans 1'une ou l'autre des relations de ré-
currence pour obtenir {, = ¢,.

Exercice 2.
On va permuter 1'ordre de sommation, et utiliser la formule de la somme des termes d"une
suite arithmétique (ici de raison 1!) :

I
[
M-

S |N
I
M-
|-
P1-

_Zj(]+1)/2

=

Iy, . _ 1 _Q@+n+lxn
_%].;(]H)_znx 2

n+
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Question de cours. Exprimer sin (56) en fonction de sin(0).

Exercice 1. Soient a et b deux réels strictement positifs.

Soit (u,,) ,en 1a suite définie par ug =a, u; =bet,pourtoutn € N, u,, ., =u, .1 + ul
n

1. Justifier que la suite (u,,) est bien définie puis démontrer que (u,,) est divergente.

2. Démontrer que

n
X
n—>+00 — l,[

Exercice 2.

n
Soit 8 € R : calculer, pour n € N*, S,(0) = Z cos?(k0).
k=0
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. £ . Py . 1
Exercice 1. Par récurrence, 1, > 0 donc (u,,) est bien définie. Puisque u,,,; —u, = -

>0,
n-1
la suite (u,,) est croissante au moins a partir du rang n = 1 : elle admet donc une limite dans

R *. Si cette limite { est finie, elle doit vérifier { = {+ %, ce qui est absurde : donc lirf u, = +oo.
n——+oo
n n
Puis, par télescopage, u,, o —Uy = Y, (U, 0—Uy,q) = kz ulk Aveclimu, = 4+co, u, »—uy et
= :O

~ u,. Dot le résultat du texte.

— 400

Uy,o; et puisque 22 =1 4 !

7 Y42
Uyt UpUyiq n—+

Upi1 "

(e}

Exercice 2.
Soit € R \ 7tZ, on linéarise cos? x = M, puis on somme classiquement : S,,(8) = ”Zi +

2
1 cos(n@)—SIn;f“Jrl)e.

0
£tS,(0) =n+1si 6 € nZ.
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