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Question de cours
Montrer que la fonction f : x 7→ x3 sin

(
1
x2

)
admet un développement limité à l’ordre 2 au voisinage de 0. Montrer qu’elle

n’est pourtant pas de classe C 1 en 0. La courbe de f admet-elle une tangente en 0 ?
Commenter.

Exercice 1 - Oral Math I 2017

1. Soit f : R −→ R une fonction de classe C n et m un entier naturel. Montrer que si f (n) a moins de m racines, alors f a
moins de m+ n racines.

2. Soit α ∈ R∗ et P un polynôme de degré m. Montrer qu’il existe un polynôme R, dont on précisera le degré, tel que :
d
dx

(P (x) eαx) = R (x) eαx.

3. Soient α 6= β deux réels, P et Q deux polynômes de degrés inférieurs ou égaux à d, et f la fonction définie sur R par
f (x) = P (x) eαx +Q (x) eβx.
Montrer que f admet au plus 2d+ 1 racines réelles.

4. Donner un exemple très simple montrant que cette valeur 2d+ 1 peut être atteinte.

Exercice 2
Soit f, g : [a, b]→ R continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[.

1. Montrer qu’il existe c ∈]a, b [ tel que g′(c)(f(b)− f(a)) = f ′(c)(g(b)− g(a)).

2. On suppose maintenant que g′ ne s’annule pas au voisinage de a+. En déduire que si lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= `, alors

lim
x→a+

f(x)− f(a)
g(x)− g(a)

= `.
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1. Raisonnons par l’absurde, en supposant que f admet strictement plus que m+ n racines distinctes dans R. Montrons
alors par récurrence que pour p ∈ J0, nK, f (p) admet strictement plus que m+ n− p racines distinctes dans R.
Initialisation. La propriété au rang p = 0 est triviale (l’hypothèse est égale à la conclusion).
Hérédité. Considérons un rang p ∈ J0, n − 1K pour lequel la propriété est vraie, notons xk les m+ n − p+ 1 racines
distinctes de f (p), la suite (xk)16k6m+n−p+1 étant rangée en ordre strictement croissant, et Ik = [xk, xk+1] pour tout
k ∈ J1,m+ n− pK.
Sur Ik la fonction f (p) est (au moins) C1, et on a par définition f (p) (xk) = f (p) (xk+1) = 0 : le théorème de Rolle assure
l’existence d’au moins une racine réelle de f (p+1) dans ]xk, xk+1[. Notons ξk cette racine.
(xk)16k6m+n−p+1 étant rangée en ordre strictement croissant, les ]xk, xk+1[ sont deux à deux disjoints. Il en découle que
les (ξk)16k6m+n−p sont deux à deux distincts. On a ainsi prouvé que f (p+1) admet strictement plus que m+ n− p− 1
racines distinctes dans R, ce qui établit l’hérédité.

La propriété est donc justifiée pour tout p ∈ J0, nK, et donc en particulier pour p = n : f (n) admet au moins
m+ n− n = m racines distinctes dans R, ce qui fournit la contradiction cherchée.

2.
d
dx

(P (x) eαx) = (αP (x) + P ′ (x)) eαx est bien de la forme R (x) eαx avec R = αP + P ′, qui est bien un polynôme et
on a de plus deg (R) = deg (P ) = m.

3. f (x) = eβx g (x) avec g (x) = P (x) e(α−β)x +Q (x), et les zéros de f sont exactement ceux de g. On va donc montrer
que g admet au plus 2d+ 1 racines réelles.
Par 2 on peut affirmer (récurrence simple) qu’il existe un polynôme R de degré égal à celui de P (donc inférieur ou égal

à d) tel que
dd+1

dxd+1

(
P (x) e(α−β)x

)
= R (x) e(α−β)x puisque α− β ∈ R∗.

Or deg (Q) 6 d donc
dd+1

dxd+1
(Q) = 0̃, et finalement g(d+1) (x) = R (x) e(α−β)x.

Les zéros de g(d+1) sont exactement ceux de R : il y en a au plus d. Par 1 on en déduit que g, et donc f , admet au plus
2d+ 1 racines réelles.

4. Prenons d = 0, α = 1, β = 2, P (X) = 1 et Q(X) = −1. On a alors f (x) = ex − e2x, qui admet une racine réelle (en
l’occurence x = 0), et on a bien 2d+ 1 = 1.
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Question de cours
Algorithmique. Représenter graphiquement et expliquer le principe de construction de la suite (un) permettant d’obtenir
une valeur approchée de la solution de l’équation f(x) = 0 par la méthode de Newton.

Exercice 1 - Oral Math II 2025

Soit f définie sur I =
[
−π
2
,
π

2

]
par f(x) = x ln(5 + sin(x)).

1. Justifier soigneusement que f est de classe C∞ sur I et calculer sa dérivée.

2. a. Montrer qu’il existe a ≥ 0 tels que : ∀x ∈ I, 0 ≤ cos(x)

5 + sin(x)
≤ a.

b. En déduire le signe de f ′(x) sur I puis donner les variations de f .

3. Montrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle J contenant 0 que l’on explicitera.
On notera g sa bijection réciproque.

4. Déterminer le développement limité d’ordre 4 de f en 0.

5. a. Montrer, par récurrence, que g est de classe C∞ sur J .

b. Justifier que g admet un développement limité d’ordre 3 en 0. Le calculer.

Exercice 2
Obtenir les développements limités suivants :

i.
1

1 + x+ x2
en 0 à l’ordre 4;

ii.
x− sin(x)

1− cos(x)
en 0 à l’ordre 3 ;

iii.
1

x2
exp

(
1

x

)
en 1 à l’ordre 2.
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Question de cours
Soit P ∈ R[X] un polynôme scindé à racines simples réelles. On pose Q = XP . Montrer que Q′ est scindé dans R[X] à
racines simples.

Exercice 1
Déterminer le développement limité à l’ordre 2 en 0 des fonctions suivantes

i.
arctan(x)

tan(x)
, ii. (1 + sin(x))

1
x .

Exercice 2 - Mines Télécom 2018

Soit (E ) l’égalité
2

π
arctanx = cosx.

1. Montrer que (E ) admet une unique solution notée xn sur [2nπ, (2n+ 1)π], pour tout n ∈ N.

2. Montrer xn ∼
n→+∞

2nπ.

3. Pour quelles valeurs de x a-t-on x = arccos (cosx)?

4. On pose yn = xn − 2nπ. Montrer que : yn = arccos

(
2

π
arctanxn

)
.

En déduire lim
n→+∞

yn.

5. En déduire un développement asymptotique de xn contenant deux termes.


