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Fonctions d’une variable réelle

Question de cours. Démontrer que, pour tout 𝑥 ∈ ℝ∗, arctan(𝑥) + arctan (1
𝑥) = ±π

2 .

Exercice 1. Étudier la continuité, la dérivabilité et le caractère 𝒞1 en 0 de la fonction 𝑓 définie
par :

𝑓 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝑥−ln(1+𝑥)
𝑥 si 𝑥 > 0

0 si 𝑥 = 0

Exercice 2.
1. Donner le développement limité de arctan en 0 à l’odre 1.
2. Rappeler sans démonstration la valeur de arctan(𝑥) + arctan (1

𝑥) pour tout 𝑥 > 0.

En déduire lim
𝑥→+∞

( 𝑥
arctan𝑥 − 2

π𝑥).
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Exercice 1.
• Au voisinage de 0, 𝑓 (𝑥) = 1 − ln(1+𝑥)

𝑥 = 1 − 𝑥−𝑥2/2+O(𝑥3)
𝑥 = 𝑥

2 + O(𝑥2) d’où la continuité de 𝑓
en 0.
• 𝑓 ′(𝑥) = (1+𝑥) ln(1+𝑥)−𝑥

𝑥2(1+𝑥) = (1+𝑥)(𝑥−𝑥2/2+O(𝑥3)−𝑥)
𝑥2(1+𝑥) ∼ 1

2 au voisinage de 0, d’où la dérivabilité en
0 par le théorème de la limite de la dérivée. Puis on applique le théorème de prolongement 𝒞1

pour conclure au caractère 𝒞1 de 𝑓 sur ℝ.

Exercice 2.
• La formule de Taylor-Young à l’ordre 1 donne le DL en 0 à l’ordre 1 de arctan : arctan𝑢 =

𝑢 + 𝑜(𝑢).
• On utilise le résultat classique : pour tout réel 𝑥 > 0, arctan(𝑥) + arctan (1

𝑥) = π
2 .

Posons 𝑓 (𝑥) ∶= 𝑥
π
2 −arctan 1

𝑥
− 2

π𝑥. Avec le DL ci-dessus, au voisinage de +∞, 𝑓 (𝑥) = 2𝑥
π ((1−

2
π arctan 1

𝑥)−1−1) = 2𝑥
π ((1 − 2

π𝑥 + 𝑜(1
𝑥))−1 − 1). Avec le DL enO (1+𝑦)−1 = 1−𝑦+𝑜(𝑦),

on obtient au voisinage de +∞, 𝑓 (𝑥) = 2𝑥
π ( 2

π
1
𝑥 + 𝑜(1

𝑥) ) = 4
π2 + 𝑜(1).

Alors 𝑓 (𝑥) →
+∞

4
π2 .
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Question de cours.
a) Montrer que, pour tout 𝑘 ∈ ℕ ∖ {0, 1}, on a : sin𝑘(𝑥) =

𝑥→0
𝑜(𝑥).

b) Montrer que, pour tout𝑛 ∈ ℕ∗, la famille de vecteurs (𝑥 ↦ sin(𝑥), 𝑥 ↦ sin2(𝑥), … , 𝑥 ↦ sin𝑛(𝑥))
est libre dans ℱ(ℝ, ℝ))

Exercice 1
1. Donner le développement limité à l’ordre 1 de 𝑥 ↦ 1

(1+𝑥)2 et de 𝑥 ↦ ln(1+𝑥)
𝑥 e−𝑥.

2. Pour 𝑥 > 0, on pose 𝑓 (𝑥) = 1
(1 + 𝑥)2 ln(1 + 𝑥)

− e−𝑥

𝑥
.

Démontrer que lim
𝑥→0+

𝑓 (𝑥) = −1
2 .

Exercice 2. La fonction de Gudermann, notée gd, est définie sur ℝ par

gd(𝑥) = arcsin(sh 𝑥
ch 𝑥

)

1. Dresser le tableau de variations de gd, en précisant ses limites.

2. Justifier que gd coïncide sur ℝ avec la fonction 𝑓 ∶ 𝑥 ↦ 2 arctan(e𝑥) − π
2 .
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Exercice 1.
1. On a 1

(1+𝑥)2 =
𝑥→0

1 − 2𝑥 + 𝑜(𝑥) et ln(1+𝑥)
𝑥 e−𝑥 =

𝑥→0
(1 − 𝑥

2 + 𝑜(𝑥))(1 − 𝑥 + 𝑜(𝑥)) = 1 − 3
2𝑥 + 𝑜(𝑥)

2.

𝑓 (𝑥) = 1
ln(1 + 𝑥)

[ 1
(1 + 𝑥)2 − ln(1 + 𝑥)

𝑥
e−𝑥]

= 1
𝑥 + 𝑜(𝑥)

[1 − 2𝑥 + 𝑜(𝑥) − (1 − 3
2

𝑥 + 𝑜(𝑥))]

= 1
𝑥 + 𝑜(𝑥)

[−𝑥
2

+ 𝑜(𝑥)] = −1/2 + 𝑜(1)
1 + 𝑜(1)

D’où le résultat.

Exercice 2.
• Après simplification, on obtient gd′(𝑥) = 1

ch𝑥 donc gd est croissante surℝ, avec lim
𝑥→−∞

gd(𝑥) =
arcsin(−1) = −π

2 et lim
𝑥→+∞

gd(𝑥) = arcsin(1) = π
2 .

• On montre que 𝑓 ′(𝑥) = 1
ch𝑥 = gd′(𝑥) et que les valeurs en 0 sont égales, ce qui fournit le

résultat.
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