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Question de cours

1. Montrer que, pour tout k ∈ N∗ avec k ≥ 2, on a : sink(x) = o(x), x→ 0.
2. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, la famille de vecteurs

(
x 7→ sin(x), x 7→ sin2(x), ..., x 7→ sinn(x)

)
est libre dans

E = F(R,R).

Exercice 1
On considère une base (u1, u2, u3, u4) de R4 et on introduit les sous-espaces

F = Vect(u1 + u2, u3), G = Vect(u1 + u3, u4) et H = Vect(u1 + u4, u2).

1. Montrer F ∩G = G ∩H = H ∩ F = {0}.
2. La somme F +G+H est-elle directe ?

Exercice 2
Soit E = R3[X], P ∈ E et f une application définie par f(P ) = P (1)X(X + 1) + P (−1)X(X − 1).
1. Montrer que f est un endomorphisme. Écrire sa matrice dans la base canonique.
2. Montrer que (X(X + 1), X(X − 1)) est une base de Im(f).
3. Déterminer le noyau de f en précisant d’abord sa dimension.
4. Montrer que E = Ker(f)⊕ Im(f).
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Question de cours
On considère F =

{
(x, y, z, t) ∈ R4/x− y + z − t = 0

}
et G =

{
(x, y, z, t) ∈ R4/x = y

}
.

1. Montrer que F,G et F ∩G sont des s.e.v. de R4. En donner une base et la dimension.
2. Trouver F1, s.e.v. de F et G1, s.e.v. de G, tels que R4 = (F ∩G)⊕ F1 ⊕G1.

Exercice 1 - Oral Math II 2025
Soit E = M2(R), muni de sa base canonique

B =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
Soit I2 =

(
1 0
0 1

)
, A =

(
1 2
0 1

)
, B =

(
−1 0
2 1

)
et F = Vect (2I2, A,B).

1. Déterminer une base de F et donner sa dimension.

2. Déterminer une équation cartésienne de F relativement à la base B.

3. F est-il stable par multiplication?

4. Soient C =

(
1 1
1 1

)
et G = Vect(C)

a. Montrer que E = F ⊕G.
b. Déterminer la matrice de p projecteur sur F parallèlement à G dans la base B.

Exercice 2
Soit (v1, v2, ..., vn) une famille libre d’un espace vectoriel E de dimension finie m ≥ n. Pour k ∈ J1;n − 1K, on pose
wk = vk + vk+1 et wn = vn + 1. Montrer que la famille (w1, w2, ..., wn) est libre si et seulement si n est impair.
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Question de cours
Soient H1 et H2 deux hyperplans d’un espace vectoriel E de dimension finie n ≥ 2. Déterminer dim(H1 ∩H2).

Exercice 1

Soient E = R2[X], F =

{
P ∈ E,

∫ 1

0

P (t)dt = 0

}
et G le s.e.v. de E généré par X2 +X + 1.

1. Montrer que F est un s.e.v. de E. Donner une base et la dimension de F .
2. Montrer que E = F +G. Cette somme est-elle directe?
3. Soit p le projecteur de E sur F parallèlement à G.

Montrer que, pour P ∈ E, p(P ) s’écrit en fonction de P et de
∫ 1

0

P (t)dt.

Exercice 2

Dans R3, soit f : (x, y, z) 7−→
(
x+

1

2
y + z,

1

2
y − z,−1

4
y +

1

2
z

)
et g : (x, y, z) 7−→ (3x+4y+4z,−x− y− 2z,−x− 2y− z).

1. Montrer que f est un projecteur et g une symétrie de R3.
2. Déterminer des équations des espaces caractéristiques de f et de g.

Exercice 3
Soit E un espace vectoriel de dimension n, et u un endomorphisme nilpotent de E, c’est-à-dire qu’il existe un entier naturel
p tel que up soit égal à l’endomorphisme nul.

1. Soit x ∈ E non nul et k ∈ N tels que uk(x) 6= 0E . Montrer que
(
x, u(x), . . . . . . , uk(x)

)
est libre.

2. On note eu l’endomorphisme de E défini par : eu =

+∞∑
`=0

u`

`!
(on observera qu’il s’agit d’une somme finie).

Déterminer Ker (eu − idE) et le rang de eu − idE .


