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Semaine 4

Espaces vectoriels et applications linéaires

Question de cours. Soient H1 et H2 deux hyperplans d’un espace vectoriel E de dimension
finie 𝑛 ⩾ 2.
Déterminer dim (H1 ∩ H2).

Exercice 1.
Soit E un 𝕂-espace vectoriel.
Soit 𝑓 ∈ ℒ(E) tel que 𝑓 2 − 3𝑓 + 2 idE = 0ℒ(E).

1. Justifier que 𝑓 est bijective et déterminer son inverse.

2. On pose 𝑔 = 𝑓 − idE et ℎ = 𝑓 − 2 idE.
Montrer que E = Ker (𝑔) ⨁ Ker (ℎ).

Exercice 2. Soit E l’espace vectoriel des suites à valeurs réelles.
1. Soit A le sous-ensemble de E formé des suites arithmétiques.

Est-ce un sous-espace vectoriel de E?

2. Même question avec le sous-ensemble G de E formé des suites géométriques.

3. Même question avec le sous-ensemble G𝑞 de E formé des suites géométriques de raison
𝑞, pour un réel 𝑞 fixé.
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Exercice 1.
• Avec idE = 𝑓 ∘ (3

2 idE − 1
2 𝑓), on obtient le résultat.

• On remarque que idE = 𝑔 − ℎ. Soit 𝑥 ∈ E : 𝑥 = 𝑔(𝑥) − ℎ(𝑥) = 𝑥1 − 𝑥2, avec 𝑥1 = 𝑔(𝑥) et
𝑥2 = ℎ(𝑥). Or ℎ(𝑥1) = (ℎ ∘ 𝑔)(𝑥) = (𝑓 2 − 3𝑓 + 2 idE)(𝑥) = 0 donc 𝑥1 ∈ Ker (ℎ). De même,
𝑥2 ∈ Ker (𝑔), et on en déduit que E = Ker (𝑔) + Ker (ℎ).

• Soit 𝑥 ∈ Ker (𝑔) ∩ Ker (ℎ) : 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑥 = 0 et ℎ(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 2𝑥 = 0 donc par
combinaison linéaire 𝑥 = 0. D’où Ker (𝑔) ∩ Ker (ℎ) = {0} et la somme est directe.

Exercice 2.
1. On montre que A est un sev : il contient la suite nulle et il est stable par combinaison

linéaire. En effet, étant donné deux suites arithmétiques (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ et (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ de raison
respective 𝑟𝑢 et 𝑟𝑣 et deux réels λ, μ, on a pour tout 𝑛 ∈ ℕ, λ𝑢𝑛+1 + μ𝑣𝑛+1 = λ𝑢𝑛 + μ𝑣𝑛 +
λ𝑟𝑢 + μ𝑟𝑣, c’est-à-dire que la suite (λ𝑢𝑛 + μ𝑣𝑛)𝑛∈ℕ est arithmétique de raison λ𝑟𝑢 + μ𝑟𝑣.

2. G n’est pas stable par combinaison linaire : avec les suites 𝑢 = (1𝑛)𝑛∈ℕ et 𝑣 = (2𝑛)𝑛∈ℕ,
on montre facilement que 𝑢 + 𝑣 n’est pas une suite géométrique.

3. Pour une raison 𝑞 fixée, le sous-ensemble G𝑞 contient la suite nulle et il est bien stable par
combinaison linéaire donc c’est un sev.
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Question de cours.
a) Montrer que, pour tout 𝑘 ∈ ℕ ∖ {0, 1}, on a : sin𝑘(𝑥) =

𝑥→0
𝑜(𝑥).

b) Montrer que, pour tout𝑛 ∈ ℕ∗, la famille de vecteurs (𝑥 ↦ sin(𝑥), 𝑥 ↦ sin2(𝑥), … , 𝑥 ↦ sin𝑛(𝑥))
est libre dans ℱ(ℝ, ℝ))

Exercice 1. Soient E un espace vectoriel et 𝑢 un endomorphisme de E.
Démontrer que :

Ker (𝑢) ∩ Im (𝑢) = {0} si et seulement si Ker (𝑢2) ⊂ Ker (𝑢)

On rappelle la notation : 𝑢2 = 𝑢 ∘ 𝑢.

Exercice 2.
On note :

• E l’espace vectoriel des fonctions de ℝ dans ℝ ;
• G l’ensemble des fonctions 𝑔 ∈ E telles que ∀𝑥 ∈ [0 , 2π[, 𝑔(𝑥) = 0 ;
• F l’ensemble des fonctions de ℝ dans ℝ qui sont 2π-périodiques.
1. Démontrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. Démontrer que E = F ⨁ G.
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Exercice 1.
• On suppose Ker (𝑢) ∩ Im (𝑢) = {0} et on prend 𝑥 ∈ Ker (𝑢2). En notant 𝑦 = 𝑢(𝑥), on a par
définition 𝑦 ∈ Im (𝑢) et 𝑢(𝑦) = 0 par hypothèse donc 𝑦 ∈ Ker (𝑢)∩ Im (𝑢). Ainsi 𝑦 = 𝑢(𝑥) = 0
et 𝑥 ∈ Ker (𝑢), d’où l’inclusion recherchée.
• On suppose Ker (𝑢2) ⊂ Ker (𝑢) et on prend 𝑥 ∈ Ker (𝑢) ∩ Im (𝑢). Il existe 𝑧 ∈ E tel que
𝑥 = 𝑢(𝑧) ; or 𝑥 ∈ Ker (𝑢) ⟹ 𝑢2(𝑧) = 𝑢(𝑥) = 0 ⟹ 𝑧 ∈ Ker (𝑢2). Et alors par hypothèse
𝑧 ∈ Ker (𝑢), c’est-à-dire 𝑥 = 𝑢(𝑧) = 0, d’où le résultat attendu.

Exercice 2.
• Classique.
• On a clairement F ∩ G = {0E} donc la somme F + G est directe.
Puis, étant donnée 𝑓 ∈ E, on définit ℎ ∈ F on posant ∀𝑥 ∈ [0 , 2π[, ℎ(𝑥) = 𝑓 (𝑥) et en pro-
longeant ℎ par 2π-périodicité ; et on définit 𝑔 ∈ G par 𝑔 = 𝑓 − ℎ, en vérifiant qu’on a bien
∀𝑥 ∈ [0 , 2π[, 𝑔(𝑥) = 0.
Il est alors clair que ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓 (𝑥) = ℎ(𝑥) + 𝑔(𝑥), i.e. 𝑓 = ℎ + 𝑔, d’où l’inclusion E ⊂ F ⨁ G.
CQFD.
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Question de cours.
On considère F = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ ℝ4 ∣ 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 0} et G = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ ℝ4 ∣ 𝑥 = 𝑦}.

• Montrer que F, G et F ∩ G sont des s.e.v. de ℝ4 ; en donner une base et la dimension.
• Trouver un s.e.v. F1 de F et un s.e.v. G1 de G tels que

ℝ4 = (F ∩ G) ⨁ F1 ⨁ G1

Exercice 1. On considère l’espace vectoriel E de toutes les fonctions de ℝ dans ℝ.
On note 𝑓 ∶ ℝ → ℝ

𝑥 ↦ 𝑥 + 1
et 𝑔 ∶ ℝ → ℝ

𝑥 ↦ 𝑥2
.

Déterminer le rang dans E de la famille 𝒜 = {𝑓 , 𝑔, 𝑓 ∘ 𝑓 , 𝑓 ∘ 𝑔, 𝑔 ∘ 𝑓 , 𝑔 ∘ 𝑔}.

Exercice 2. Soit 𝑓 ∈ ℒ(ℝ3) défini par

∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3, 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3𝑧, −𝑥 + 𝑦, 𝑧)

1. Déterminer Ker (𝑓 ) et Im (𝑓 ).
2. Justifier que ℝ3 = Ker (𝑓 ) ⨁ Im (𝑓 ).
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Question de cours
• F ∩ G = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ ℝ4 ∣ (𝑥 = 𝑦) ∧ (𝑧 = 𝑡)} = Vect ((1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)).
• On peut prendre F1 = Vect(𝑢) avec 𝑢 = (1, 2, 1, 0) ∈ F ∖ (F ∩ G) et G1 = Vect(𝑣) avec

𝑣 = (1, 1, 0, 1) ∈ G ∖ (F ∩ G). On vérifie facilement que la somme est bien directe et on
conclut par un argument de dimension.

Exercice 1.
On a évidemment rg(𝒜) ⩽ 6.
On montre que 𝑓 ∘ 𝑔 ∶ 𝑥 ↦ 𝑥2 + 1 peut se décomposer sous la forme 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑔 + 𝑓 ∘ 𝑓 − 𝑓 donc
𝑓 ∘ 𝑔 est linéairement dépendante des (5) autres applications.
Et on montre que 𝑔 ∘ 𝑓 ∶ 𝑥 ↦ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 peut se décomposer sous la forme 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑔 + 3𝑓 − 𝑓 ∘ 𝑓
donc 𝑔 ∘ 𝑓 est linéairement dépendante des (4) autres applications.
On établit ensuite classiquement que la famille (𝑓 , 𝑔, 𝑓 ∘𝑓 , 𝑔∘𝑔) est libre : la fonction polynomiale
F∶ 𝑥 ↦ λ1𝑥 + λ2𝑥2 + λ3(𝑥 + 2) + λ4𝑥4 est la fonction nulle si et seulement si les scalaires λ𝑖 sont
tous nuls.
Ainsi rg(𝒜) = 4.

Exercice 2.
1. On résout 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) et on trouve Ker (𝑓 ) = Vect((1, 1, 0)).

De plus, Im (𝑓 ) = Vect(𝑓 (𝑒1), 𝑓 (𝑒2), 𝑓 (𝑒3)) = Vect ((0, 1, 0), (3, 3, 1)).
2. On commence par montrer que Ker (𝑓 ) ∩ Im (𝑓 ) = {0} en montrant que le vecteur

𝑢 = (1, 1, 0) qui est une base de Ker (𝑓 ) n’appartient pas à Im (𝑓 ). Par l’absurde, sup-
posons qu’il existe λ, μ ∈ ℝ tel que 𝑢 = λ(0, 1, 0) + μ(3, 3, 1) : ceci donne le système
⎧{{
⎨{{⎩

3μ = 1
λ + 3μ = 1
μ = 0

, qui n’a clairement pas de solution. Ainsi on a bien Ker (𝑓 )∩ Im (𝑓 ) = {0} ;

et par un argument de dimension, on peut bien conclure que ℝ3 = Ker (𝑓 ) ⨁ Im (𝑓 ).
Remarque : 𝑓 est un projecteur de ℝ3 !
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