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Remise en route (Révisions) - Elements de solution

n Autres exercices

m Manipulation de sommes, de produits

Exercice 28.
Calculer, pour n € N*|

Solution.
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Exercice 29.
Calculer, pour n € N*,
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i n—1 n 1 n 1 7—1
CID ST 31D SE T 913 3}
1<i<j<n J =1 j=i+1 J Jj=2 J =1
n .. n n—1
1 5G-1) 1 1 (n—1)n
PO 52 U-1=5 > 1
j=2 j=2 k=1
(7i1) Z In(e/) = JjIn(i) = (Z ln(z)) Zy
1<i,j<n =1 j=1 =1 J=1

m Equations trigonométriques

Exercice 30.
Résoudre dans R, puis dans [—, 7] les équations et inéquations suivantes :
(¢) cos(bx) —sin(bz) =0 (#) cos(2x) + (\/3 + 2) cos(z) +1+v3=0
(#i1) tan(z)tan (m + %) =-1 (iv) cos(3z) — sin(3z) < V2
(v) V2 (cos(5z) — sin(5z)) — (cos(m) + ﬁsin(m)) =0 (vi) cos(x) + cos Tx = cos(3z)
(vii) cos(z) — cos 2z = sin(3x) (viit) cos(2z) —9cos(x) +5>0

Solution. On note & chaque fois . I’ensemble des solutions dans R de I’équation considérée, et | —x,x) l'ensemble des
solutions dans |—m, 7] .

i. X Méthode 1 : Si x est solution, alors cos 5z # 0 (si cos 5z était nul, sin 5z vaudrait 1, et donc 1’équation ne serait
pas satisfaite). On peut donc tout diviser par cosbz. L’équation est successivement équivalente a : tanbz = 1,
T T
puis bx = 1 (mod ), puis x = — (mod %)
Dans |—, 7], les solutions sont

—197 —-157 —-1ln# —7n 37 = bm 9 13« 1777r

207 20 7 20 7 20 20 720" 207 20" 20 20 °

X Méthode 2 : L’équation équivaut & cos bx = sin bz, c’est-a-dire cos bx = cos (g — {’)x)7 que l'on sait résoudre...
™
X Méthode 3 : Iéquation équivaut a v/2 cos (5:(: + Z) = 0, que l'on sait résoudre...

ii. Soit * € R. On commence par utiliser la formule de duplication du cosinus : ainsi I’équation s’écrit 2 cos?(x) +

(V3+2) cos(z) + V3 =0.

On pose alors X = cos(z) ; on se rameéne ainsi a la recherche de racine d’un trindéme du second degré :
2 cos?(z) + (\/§—|—2) cos(z) +V3=0 < 2X2 ¢ (\/§+2>X+\/§:O.

Le discriminant du trinéme vaut alors :

A:(\/§+2)2—8\/§=(3+4\/§+4)—8\/§:3—4\/§+4:(\/3—2)

2

3
On en déduit alors les deux racines du trindéme : —1 et —g. Ainsi :

2 cos? () + (\/5 + 2) cos(z) + V3 =0
V3
2

<= cos(z) = —1 ou cos(z) = —

) -5
<~ z=7 (mod27)ouzx= % (mod 27) ou z = Tﬂ (mod 27)
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D’ou le résultat :

S ={(2k+ 1)m: kGZ}U{i?qLQkTr: kGZ}U{567T+2k7T: kEZ} etﬁ_mﬂ]_{zﬂ?zﬂ,ﬂ}.

i1i. Avant de résoudre cette équation, il faut déterminer pour quelles valeurs de z elle a un sens. Pour que tan(z) soit
deéfini, il faut et il suffit que = # g (mod 7).
De méme, pour que tan (x + %) soit défini, il faut et il suffit que x + % %= g (mod 7), ce qui équivaut a n # %
(mod 7).
L’équation est défini pour x # g (mod 7) et x # % (mod 7).
Soit € R tel que x # g (mod 7) et © # g (mod 7). Alors, en utilisant une formule d’addition, on obtient :
1+ tan(z)
1 — tan(z)
<= tan?(x) + tan(z) = tan(z) — 1

T
tan(x) tan (x + Z> = —1 <= tan(x) =-1

— tan’(z) = —1

Comme un carré n’est jamais strictement négatif, on en déduit directement le résultat : & =0 et S_, 1) = 0.

w. Soit x € R. En utilisant une formule d’addition, on obtient :

cos(3z) —sin(3z) < V2 <= V2cos (3£C + ) <V2
— cos(?)x—i—%) <1

<= cos (33(: + ) #1 car un cosinus est toujours dans lintervalle | — 1, 1]

D’autre part, on a :

2
cos(?mc—i—%) =1 < 3x+%£0 (mod 27) < 3z = —% (mod 27) <— xz—% (mod g)
On en déduit le résultat :
T 2km 3 T T
y R\{ 12+ 3 kGZ} et%_ﬂ-ﬂr]—]ﬂ',ﬂ']\{ 4,12,12}
v. Soit z € R. En utilisant les formules d’additions puis de factorisation, on obtient :
V2 (cos(5z) — sin(bz)) — (cos(x) + \/gsin(a:)> =0
m m

<= 2cos (5x+ Z) — 2cos (ac — 7)

. ™ .
<= —4sin (336 — ﬂ) sin (2x + > 0
= sin<3:c727r—4>:00u sin( Z)

T

= 3x—ﬂ—0 (mod ) ou2x—|—ﬂ—0 (mod )

T —Tmr T
= r= (mod )ouxzﬂ (m dE)

On en déduit directement le résultat.

T
sz{nJrkf keZ}u{%+k keZ},

& {—717r —A7nr =237 7 256w 497 —3lm —Tw 17w 41#}
|—m7] =

727072 7 72 727727 720 48 7 48 T 487 48
vi. On utilise une formule de transformation de somme en produit.

cosx + cosTx = cos3x <= 2cosdx cos 3t = cos3x

1

<= cos3z =0 ou cosdxr = 3
T ™ ™ T -7 7r
= r=g (modg)oux—ﬁ (mod§)oum:§ (mod§).
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Dans |—, 7] les solutions sont :
5T 9w 9w m™ T 5T
6 27 662 6"
puis
1lr bmr @ 7m
127 12712712
et enfin
m mw 5w 1llmw

120 127120 12
V1.

. 3 . . 3z 3x
CoST — cos2r = sindxr <= 2sin — sin — = 2sin — cos —
2 2 2 2
. 3x 3z LT
<= 51n2(cos2—81n2>:0
. 3z 3x T x
<= sm2<c052+cos(2+2)>:0
. 3x ™ T x
<= sm?cos(z—i-x)cos(z—§):0
<:>sin3;:()ou cos(%—l—x):Oou cos(%—g)zo
< =0 (mod 2%)011,%5% (modw)ouxz—g (mod 27).

—27 0 2 1  m 3w
37773747 27 47
viii. Soit x € R. On commence par utiliser la formule de duplication du cosinus : ainsi I'inéquation s’écrit 2 cos?(z) —
9cos(z) +4 > 0. On pose alors X = cos(z) ; on se raméne ainsi a I’étude du signe d’un trinéme du second degré :

2cos?(x) —9cos(z) +4 >0 <= 2X? - 9X +4>0.

Dans |—m, 7] :

1
Le discriminant de ce trindme est A = 49 et ses racines sont 4 et 3 On en déduit directement le tableau de signe du

1
trinome. On aurait aussi pu le retrouver en écrivant 2X? — 9X 4+ 4 =2 ((X —4) (X - 2). On en déduit alors :

2cos?(x) —9cos(z) +4 >0 <= cos(z) < = ou cos(z) > 4

N = N

< cos(z) < car cos(z) > 4 n’a pas de solutions
5
«— JdkeZ, §+2k7r<x<§+2k‘7r

Pour se convaincre de la derniére équivalence, on peut tracer un cercle trigonométrique. On en déduit le résultat :

™ 51 —T T
YR—ICLEJZ}3+2/€7T,3+2/€7T[ et A_rn —:|—7T,3|:U}3,7T:|.

Exercice 31.

1. Résoudre (F) : sin(4z) — sin(z) = 0.

2. Déterminer un polynéme P tel que
Ve € R, sin(4x) — sin(z) = sin(x) P (cos(z)) .

2
3. Calculer les racines de P et en déduire les valeurs exactes de cos (%) et cos (g)

Solution.
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1. On a déja
3 5 z=0 [F]
(F) <= 2sin -z cos —z = 0 < ou
2 2 T 27
v=% [¥]

en utilisant les formules de transformation de somme en produit.

2. Par duplication :
sindz — sinz = 2sin 27 cos 2 — sinz = 4sinz cosz (2cos’ z — 1) — sinz = sin(z) - P (cos z)

avec P(X) =8X3 —4X — 1.

1 2w 2w 1
3. P admet —3 comme racine, ce qui était prévisible car x = 3 est solution de (E) et cos 3 =5 En factorisant P on

£V5
TR

obtient les deux autres racines, qui sont

T b T
Puisque 3 est solution de (F) et que sing # 0, on en déduit que cosg est une racine de P. Comme de plus

1 5
0< g < g, il s’agit d’une racine positive. Comme P n’a qu’une racine positive, on en tire cosg = +4\[, puis
2 -1 5
cos X =92cos? T 1= i
5 5 4

Exercice 32.
Exprimer cos(76) a 'aide de cos(f), pour 6 € R.

Solution. cos 70 est la partie réelle de e™? = (ei9)7 = (cosf + isin 9)7. 11 suffit de développer cela par la formule du binéme
et d’en extraire la partie réelle, que I’on exprime en fonction de cos seul.
On trouve cos 70 = 64 cos’ 6 — 112 cos® 6 + 56 cos> 6 — 7 cos 6. ]

Exercice 33.
Linéariser sin®(z) cos?(z).

. 1
Solution. On trouve sin®(x) cos*(z) = ~61 (sin(7x) + sin(5x) — 3sin(3z) — 3sin(x)) en appliquant la méthode vue en
cours (formule d’Euler puis bindme de Newton avant de regrouper les termes deux-a-deux conjugués). ]
Exercice 34.

Pour tout n € N, on pose :

n—1
_ kg3 (T
Sp = 23 sin <3k+1)'
k=0
1. a. Soit # € R. Exprimer sin(3z) en fonction de sin(z), puis en déduire une expression de sin®(x) en fonction de
sin(3x) et de sin(x).

3" s
b. En utilisant la question précédente, montrer S,, = T sin (3—n)

2. En déduire lim S,.
n—-+oo

Solution.
1. Ona:

sin(3x) = sin(2x + x) = sin(2x) cos(z) 4 cos(2z) sin(z)
= 2sin(x) cos?(z) + (1 — 2sin®(x)) sin(x)
= 2sin(z)(1 — sin®(x)) + sin(z) — 2sin®(x)

= 3sin(z) — 4sin®(x)



6 Remise en route - Elements de solution

1
On en déduit le résultat : sin®(z) = %sin(:c) ~1 sin(3x).

2. On commence par utiliser la question précédente qui permet de reconnaitre une somme téléscopique:

3
|
_

us
3k+1)

3. On asinz ~ x, donc ici:
z—0

S, = — sin

4

3n

3" (71') 3”X7r T . T
n—+oo 4 3n B 4 n—+oco 4

Ia Polynomes

Exercice 35.

Factoriser dans C[X] les polynomes suivants.
(1) X3 —6X%2+11X -6 (i) X* +X2+1 (id) XO+ X3 +1
(iv) (BX —1)° = (X +2)° (v) X3+8i (vi) X* =2 +1iV2

Solution.

i. On commence par remarquer que 1 est racine évidente. La division euclidienne de X? — 6X? + 11X — 6 par X — 1
donne alors X3 —6X2+11X -6 = (X —1) (X 25X+ 6)) . Le calcul du discriminant fournit alors la forme factorisée

(X — 1)(X —2)(X —3).

2m dim

ii. On a déja y? +y+1=|y— e 3 Yy — e 3 , soit en calculant le discriminant, soit en utilisant la relation

2im 43

y3—1=(y—1)(y?>+y+1) et en utilisant les racines cubiques de I'unité j = e 3 etj2=e 3 .On peut alors écrire,

en utilisant I'identité remarquable 22 — a? = (z — a)(z + a) :

24w dam i i 2w

X4 Xx241=(x2-¢3 |[Xx%2—¢3 |=|x—e3|[X+e3 |[x=¢3 |[X+e3

iii. On raisonne comme ci-dessus, mais cette fois on remplace y par X>. On utilise également le fait que si a est une racine

cubique de z, alors les deux autres sont j x a et j2 x a:

X0+ x341=X3-¢3 X3—¢ 3

24 8 144w dim 10im

—[x-e9 X—e9 X—-e 9 X—e9 X—e 9 X—e 9
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iv. Soit 2 € C On commence par remarquer que x = —2 n’est pas racine de (3x — 1)% — (z +2)° = 0 , & partir de quoi on
peut écrire :

(Br—1P° —(2+2)° =0 < (3”3_1)5:1

T+ 2
3r—1
el
T+ 2 B
3r—1 2ikm
<— dke [0, 4], —— =€ 5
[0,4] 272 ¢

— Fke[0,4], v = ——55
3—e 5

On en déduit la forme factorisée du polynéme, en n’oubliant pas que celui-ci posséde 3° — 1 comme terme dominant :

4 2ikm
(3X —1)° = (X +2)° = (3° — 1) H (Xgetl> :

k=0 3—e

v. Déja 23+ 8 =0 < 2% = —8i. Or —8i = 23¢72 admet 2¢7'% pour racine cubique évidente. On obtient les autres
racines cubiques en multipliant par les racines cubiques de I'unité, d’ou la factorisation :

X3 4 8i = (X—Q@—’%) (X _ 261%) (X—Qe”%),

vi. Déja A V24iV2=0 < 2z*=2"%. Or 2¢7'7 admet +/2e¢ 76 pour racine quatriéme évidente. On obtient les
autres racines quatriémes en multipliant par les racines quatriémes de 1'unité, d’ou la factorisation :

X4 V2 4iv2 = (X _ \4/56*1'1%) (X _ é@ei%) (X _ é@e%) (X _ (‘/ée“%) .

Solution. Aprés calculs on trouve P(2) = P'(2) = 0 et P”(2) # 0 donc 2 est racine de multiplicité 2. O

Exercice 36.

Montrer que le polynéme P divise ) dans chacun des cas suivants.

1. Q=nX""2 - (n+2)X"" ' + (n+2)X —net P= (X —1)3, avec n € N*.
2. Q=(X—-1)"2 4 Xl et P=X?2—- X +1,avec n € N.

3. Q=X+ 4 X3+l L X3 et P= X2+ X +1, avec n,p,q € N.

Solution.
i. Il suffit de prouver que 1 est racine de multiplicité au moins 3 de @, ce qui se fait en montrant Q(1) = Q'(1) = Q" (1) = 0.

ii. P admet pour racines z,Z ol z = '3 . 1 suffit donc de prouver Q(z) = Q(Z) = 0, et comme @ € R[X], il suffit d’établir
Q(z) = 0. Considérant que z — 1 = 5 (il suffit de faire le calcul en utilisant les parties réelles et imaginaires), on
peut écrire:

iox \ V2 i\ 2nt1 i@ntDr |, -
Q(z):(e?») +<6T) = e (e +1) =0.

D’ou le résultat.

iii. P admet pour racines j, j o j = e % . Il suffit donc de prouver Q(j) = Q(7) = 0, et comme Q € R[X], il suffit d’¢tablir
Q(j7) = 0. Or j est une racine cubique de 'unité, elle vérifie donc 53 = 1 et 1+ j + j2) = 0, ce qui permet d’écrire:
QU) =¥+ 42 =+ P +1=0.

D’ou le résultat.
O

Exercice 37. Oral Math I
Soit P = X? —2X cos(f) + 1 et Q,, = X" sin(f) — X sin(nf) + sin((n — 1)6), pour n > 2 et 6 € R.

1. Montrer que P divise @Q,,.

2. Déterminer le quotient dans la division euclidienne de @Q,, par P.

Solution.
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1. P admet pour racines e, e~ avec une multiplicité 1; il suffit donc de prouver @, () = Q,(e~*) = 0. Et comme
Q, € R[X], il suffit d’établir Q,(e?’) = 0. Pour cela, on peut séparer parties réelle et imaginaire, puis utiliser une

formule d’addition:
Qn(e?) = (n) sin @ — cos O sin(nd) + sin((n — 1)0)) + i (sin(nd) sin @ — sin 0 sin(nd))

(cos
(sin(—nf + 0) + sin((n — 1)0)) + 0:
0

2. Il suffit d’effectuer les deux premiéres étapes dans la division euclidienne pour conjecturer que le quotient est

n—2

QX) =Y X*sin((n—1-k)),
k=0

ce que I'on démontre aisément ensuite en développant ) X P, ce qui permet de retrouver @Q,,.

O
Exercice 38. Oral Math Il 2024, extrait du cahier de vacances
q—1
Soit un entier ¢ > 2. On pose Q(X) = ¢X? — ZXk eC[X]et R=(X-1)Q.
k=0

1. Montrer que 1 est racine de Q.

q—1
2. Montrer que si z est racine de @ alors g|z|? < Z |2|* et |2| < 1.
k=0

3. Montrer que R(X) = ¢X%™ — (¢ + 1) X9+ 1.

~

Montrer que 1 est racine double de R et que les autres racines de R sont simples.
5. En déduire que Q n’admet que des racines simples.

Solution.
1. Q(1) =qg—¢qx1=0donc 1 est racine de Q.

qg—1
2. Si z est racine de @ alors gz? = Z 2.
k=0

q—1
Par inégalité triangulaire, ¢|z|? < Z 2|~
k=0
Si |z| > 1 alors |z|F < || et donc
qg—1 q—1
Do lalf <D lal = gl
k=0 k=0

ce qui est contradictoire avec I'inégalité précédente. Donc |z| < 1.
3. On fait apparaitre in télescopage :

q—1 g—1
R(X) = (X — DQ(X) = ¢X*+ —qx7— 3 XM 43" x*
k=0 k=0

q q—1
= X7 = X=X+ Y X = qaXg 41— (g + )X+ 1
k=1 k=0

4. R(1) = ¢—(g+1)+1 =0, R'(X) = q(g+1) X—q(q+1) X7~ et R'(1) = 0 puis R"(X) = ¢*(¢+1)X?" ' —q(q—1)(¢+1)X7~>
donc R"(1) =q¢*(q+1) —q(g—1)(g+1) #0car g € Net ¢ > 2.
Donc 1 est racine double de R.
R'(X)=q(qg+ 1)X? (X — 1) ne s’annule qu’en 0 et 1 ; R(0) = 1 # 0 donc les autres racines de R’ n’annulent pas R’ :
elles sont simples.

5. R= (X —1)2T ou T n’a que des racines simples distinctes de 1 donc Q = <= = (X — 1)T qui n’a que des racines
simples.

O
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Exercice 39. Oral Math 11 2017
Soit n un entier naturel impair et P un polynéme de R[X] ayant la propriété (&) suivante :
(X" +1)P(X) = P(X?).
Dire si le polynome X™ — 1 vérifie la propriété (£2).
Déterminer le degré du polynéme P.

. Soit w une racine n-iéme de —1. Montrer que —w est racine de P.
. Quels sont les polynémes vérifiant la propriété (&) ?

B

Solution.
1. On a d'une part (X" +1)(X" —1) = X?" — 1 et P(X?) = (X?)" — 1 = X?" — 1, d’autre part. Donc, X" — 1 vérifie la

propriété ().
2. Le polynome nul vérifie clairement la propriété &2. Soit donc P un polynéme non nul vérifiant la propriété & et soit d

son degré. On a :

deg((X™ + 1)P(X)) = deg(P(X?))
Donc,
n+d=2d
ce qui donne
d=n

Le degré du polynéme P est donc n.

3. Soit w une racine n-iéme de —1, c’est-a-dire w™ = —1. En utilisant la propriété &, on a :
(X" +1)P(X) = P(X?)
En évaluant l'identité précédente en w, on obtient :

(@" +1)P(w) = P(w?)

Comme w” = —1, on a P(w?) = 0. En évaluant maintenant Iidentité précédente en —w, on obtient :
((w)" +1) P(~w) = P(?)
Compte tenu de l'imparité de n, (—w)™ = (—1)"w"™ = —(—1) = 1, ce qui, avec la relation précédente, donne:

2P(—w) = P(w?) =0

Ainsi, —w est racine de P.

4. On vient de voir que les opposées des n racines n-iéme de —1 sont racines de P. Comme celui-ci est de degré n, il n’en
admet pas d’autres. En remarquant que w est racine n-iéme de —1 si et seulement si w est racine n-iéme de 1, on déduit
que le racines de P sont exactement les racines n-iéme de 1; par conséquent, les polynomes vérifiant la propriété (£2)

sont de la forme :
n—1

(X):clL(X—ﬁm%?fﬂ)>:dX"—U

ol ¢ est une constante réelle arbitraire.

OJ
Exercice 40. Oral Math Il 2017

1. Prouver que P = (X +14)" + (X —i)7 est a coefficients réels.
2. Trouver les racines de P.
3. Montrer qu’elles sont réelles et les exprimer a l’aide de fonctions trigonométriques.

Solution.

7 7
1. On utilise la formule du binome : (X +z Z <7>X7 kik et ( Z < >X7 k Z)k

k
=0 k=0

X

En additionnant, on obtient :

i( )X7 HGENC P

k=0
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Si k est impair, alors i* 4+ (—i)¥ = 0 et si k est pair, alors i* + (—i)" = 2i* € R.
Ainsi, tous les coefficients de P sont réels.
En développant, on obtient :

P(X)=2X" —42X° + 70X® — 14X = 2X (X% - 21X* +35X2% - 7).

2k +1
2. On résout. (Comme z # i, on peut diviser par (z —4)7.) Posons 6 = #, ou k € [0, 6].
(z+) "+ (z-i)"=0 = (z+0)"=—(2—10)
(z + z) !
A - =-1
z—1
— T e k € [0,6]
z—1
= z+i=e%(z—1), kel]0,6]
14 et
= Z:—’Lm77 k6ﬂ0,6ﬂ
i, i0 iy Y i0 - i0/2
3. On utilise les formules 1 + " = 2¢e"/~ cos 3 et 1 —e"” = —2ie'""/“sin -
Ainsi,
- 2e%9/% cos(6/2)
z=—1 .
—2ie'?/2sin(0/2)
= cot -
cot 5
Donc
2k + 1)m
=cot | ———— k=0,...,6.
%k Cco ( 14 ) ) )
Toutes ces racines sont donc réelles.
U
¥ Nombres complexes, racines de l'unité
Exercice 41.
Soient n € N, n>2 et w=e"n.
n—1 n—1
1. Etablir que pour tout z € C,z # 1, on a : H (z —wh) = Z PA
k=1 i=0
2. Justifier que I’égalité reste valable pour z = 1.
n—1
e e . [ km n
3. En déduire ’égalité H sin (7) = 51
k=1
Solution.
1. Par le cours on a U,, = {w*; k € [0,n — 1]} et pour tout » € C:
n—1 — n—1
z”—le(z— z—lH ) et 2" —1:(,2—1)2211.
k=0 k=1 i=0
En simplifiant par z — 1 (ce qui implique z # 1) on en déduit le résultat.
— n—1
2. Soit P(z H wh) — Z z'. On a prouvé Vz € C\ {1}, P(z) =0, donc P est un polynome possédant une infinité

k=1
de racines. On en déduit Vz e C, P(z) =0, d’ou le résultat.
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n—1 n—1 n—1
3. Soit P = LU t z = 1 dans 1'égalité = — wk) il vient:
H sin . n prenant z ans l’égalité Zz H z ) il vien
k=1 =0 k=1
n—1
n— H(l - 62ik7r/n)
k=1

= H etkm/m(emikm/n _ gikT/ny  bar mise en facteur de arc moyen

Or

(_27;)71—167‘;; Ef;ﬂl k _ (_l)n_12n_17;n_1€

im(n—1)
2

_ (_1)n—12n—1eiﬂ'(n—1) _ 271—1.

D’ou le résultat.

Solution. On remarque déja que z = e*™/7 € Uy.

1. On a
G = o 2im/T 4 —din/T | —8im/T _ 12im/T | 10in/T 4 6im/T _

Par ailleurs:

I(S) .27T+_47r+,87r ,27T+,47T .
m(S) =sin — +sin — +sin — = sin — + sin — — sin —.
7 7 7 7 7 7
Or sin 7, sin 7 ,sm AT > 0 et sin 2T — sin % > 0 car sin est strictement croissant sur [O, g] . D’ou Im(S) > 0.
6
2. Onadéja S+T = Z 2k = Z 2% —1 = —1 car la somme des racines 7-émes de I'unité est nulle.
k=1
6
De méme comme 27 = 1 onaS~T:sz—|—2:2.
k=0

On en déduit que S, T sont racines de X2 + X + 2 (par les relations coefficients-racines), et que S est la racine de partie

—14+iV7 -1 -7
imaginaire strictement positive. D’ou S = %ﬁ et T = %ﬁ

Exercice 42.

On considére I'équation (z + 1)® = (2 — 1)® d’inconnue z € C.

1. Résoudre cette équation en développant.
2. Résoudre cette méme équation en utilisant les racines cinquiémes de 'unité.
3. En comparant les deux résultats obtenus, déterminer une valeur exacte de cos (%’T) et cos (%")

Solution.
1. On a:
(z4+1)° = (2—-1)°=0.
Utilisons la formule du binéme de Newton :
5

(z41°=>" <Z>25k'1k =2° + 52 +102° + 102 + 52 + 1,
k=0
5

(z—1)° Z() (=1)F =25 — 52 +102° — 1022 + 52 — 1.
=0

Donc :
(z+1)° — (2 —1)° = 2(52* +102% 4 1).
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On obtient :

20521 41022 +1) =0 <<= 52'4+102°+1=0.
Posons u = 22, alors :

5u + 10u + 1 = 0.
Résolvons cette équation quadratique :

-10+100—20 —10++v80 -10+4v5 —5+2V5
10 - 10 a 10 - 5

, —5+2V5 _|5+£2V5
z :? < z =1 T

u =

Donc :

2. Comme z = 1 n’est clairement pas solution de I’équation, z — 1 # 0 et on peut diviser.

tan (4”) sont négatives, on peut effectuer I'identification suivante :

5
1 1 i 5 L
<Z+ > =1 — ize(%kﬂ)/o — 3/€€[[0,4]], Z+1:e(2tkﬂ)/5(z_1)

z—1 z—1
— 3Jke[1,4], =z (e<2ik7r>/5 — 1) =1 4 (2ikm)/5
1+ e(2ikm)/5 cos (2F) i
— dke |1, 4], z= , ] 5/ — _
b4 2= o1 = (%)~ ()

3

Sachant que la tangente est croissante sur chacun de ses intervalles de définition, et que les valeurs de tan ?) et

/ 2V5. /1 _ 2V5. _
1+ 5 7ta,nz?7r 1 5 7‘chn 3" B

1-— 2}(, et enfin tan(l‘”) = —\/1+ %. En particulier, on aura tan? (Qg“) = %\/5, donc ﬁ =1+
tan? (25”) = 150 22\/\€’ et cos ?” =4/ 150 22f \/ = 2‘62) 1232‘[) = \/30 10v5 _ /3= \5 De facon tout a fait
similaire, tan?® (45”) = 5+;’\/5, donc cos%%") = 150_:'22\/‘€, et cos = —4/ 1504;22f 3+

|

m Utilisation des complexes en géométrie

Exercice 43. Droite d’Euler

ABC est un triangle non aplati, dont le centre de son cercle circonscrit est origine O du repére orthonormé direct. On
note a, b et ¢ les affixes respectives de A, B et C.

Montrer que les trois médiatrices de ABC' sont concourantes en O, que ses médianes sont concourantes en G d’affixe
%(a + b+ ¢) et que ses hauteurs sont concourantes en H d’affixe a + b+ c.
Que peut-on dire des points O,G et H 7
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Solution. On note R le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC. OA = OB = OC = R donc |a| = |b] = |c| = R, car
Z0 =0.
On note I, J, K les milieux respectifs des segments [AB], [AC], [BC].

X OA = OB donc O est sur la médiatrice de [AB]. De méme, O est sur celle de [AC] et sur celle [BC], donc les trois
médiatrices de ABC sont concourantes en O.

a+b+ec

X Notons G le point d’affixe 3 On a:
+b+ +b—2
253 _ a 3 ¢ _ ¢ N a 3 c ::g R

2
done CC et O sont colinéaires | CC = §(ﬁ et G est sur la médiane (CT) du triangle ABC. On montre de méme
que G est sur les médianes (B.J) et (AK) du triangle ABC'. Donc les trois médianes de ABC sont concourantes en G.

X Enfin :

Zaj:a+b+cfci(b+a)(l_)fd) ab — ab ,(QIm(al_))) R

2B b—a - |b—al? :\b—aP:l |b— al?

donc C—I:)T 1 zﬁ et H est sur la hauteur du triangle ABC issue de C.
On montre de méme que H est sur la hauteur du triangle ABC issue de B et celle issue de A.
Donc les trois hauteurs de ABC' sont concourantes en H.

a+b+c
3

Au final, on observe que z@ = aTbrec 3 € R donc OG et OH sont colinéaires (O = %O ) et O,G, H sont
oH

alignés.
La droite (OG) s’appelle la droite d’Euler. O
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Exercice 44. Question de cours, Banque PT 2021
Soit M un point de R? d’affixe complexe z.
1. Donner sans justification :
a. laffixe complexe de I'image de M par la rotation ry de centre O et d’angle 6.
b. laffixe complexe de I'image de M par 'homothétie h, de centre O et de rapport a avec a # 0.
2. Vérifier que 19 o hy = hy o 1g.

Solution.

1. a. Laffixe de ro(M) est e?z.
b. L’affixe de h,(M) est az.
2. Observons que r9(hq(z)) =€

I:I Suites

Exercice 45.

9 x (az) = ae’z = hy(re(2)) et les deux applications commutent.

Etudier la suite (u,) définie par ug > 0 et ty 11 = ——.
14 u2
Solution. Une récurrence immédiate montre que tous les termes sont strictement positifs. On peut alors voir que
unJrl o ]-
Up 1+ u2
et (uy) est décroissante. Par théoréme de convergence monotone (décroissante et minorée par 0), la suite est convergente
vers £ > 0 qui vérifie

=—— = 1+ =1« (=0
1+ ¢2 -

O

Exercice 46. Oral Math Il 2023

Pour tout entier n > 2, on définit P,(z) = -1+ Z % Gp(x)=—-1—-1n(1 — 2) — P,(z).

1. Montrer qu’il existe une unique solution ¢ > 0 vérifiant Py(c) = 0.
2. Montrer que pour tout n > 2, P,, admet une unique racine a,, positive et a,, € [0, c|.

3. Calculer sup |G (z)| et prouver que |1 +1In (1 —a,)| < 2" *
z€(0,c]

4. Etudier la suite (a,), -, (monotonie, convergence et limite).

Solution. Pour tout entier n > 2, on définit P,(z) = —1 + Z — et Gp(z) =—-1—In(1 —2) — P,(x).

1. L’équation —1 + z + % = 0 est polynomiale de degré 2 , de racines —1 =+ /3.
Donc il existe une unique solution ¢ > 0 vérifiant Py(c) = 0. De plus, ¢ = —1 + /3.

2. Soit un entier n > 2.P, est une fonction polynomiale continue et strictement croissante sur R, comme somme de
fonctions qui le sont. Done, d’aprés le théoréme de la bijection monotone, P, réalise une bijection de R sur [—1, 4o0].
En particulier, 0 € [—1, +00[ admet un unique antécédent a,, dans Ry par P,. De plus, on a :

P,(z) = Py(x) + Z - donc P,(c) = Z - >0>—-1= P,(0),
k=3 k=3
ce qui permet d’affirmer que a,, € [0, c] par (stricte) croissance et bijectivité de P, (donc aussi de P, t). Ceci est vrai
pour n > 2 mais en combinant avec la Question 1., on peut conclure pour tout n > 2, P,, admet une unique racine a.,,
positive et a,, € [0,¢].
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3. 0<c<1doncVr € [0,c],1—x>0. La fonction G,, est donc de classe €2 sur [0, c], comme somme de fonctions qui le
sont, et pour x € [0,¢|, on a :

1 1 1—-2a" "
G (x) = -y 2t = - = >0, donc |G, (z)| =G, t
)= P S T T Ty T 1y 20 G (G = Gl ¢
il —x)+ 2™ 2" n— (n—1)x] n
&) = M = >0, car0<z<c<l<——.
n(®) (1—xz)2 (1—z)2 =0 carfsrses< <n—1
Donc z — |G}, ()] est croissante sur [0, c] et donc sup,¢(g o |Gy, (@) = |G, (c)| = f_nc.

Remarque : Pour z € [0,¢],0 < 2" < ¢",1—2>1—¢>0donc0 < ﬁ < ﬁ Comme tout est positif, en multipliant
membre & membre, on a : Vz € [0, ], |G (x)| = 1"”_; < f_nc = |G}, (c)]. On retrouve ainsi, que sup,c(g o |G7, (%) = f_nc.

Pour la suite de la question, notons que a,,0 € [0, ¢]. Donc, d’aprés 'ILA.F., on a :

T T

1410 (1= )| = |G (@) = Gul0)] € T |, =0 < T x e
De plus, Py(c) =0 <= 1—-c= 5.
Donc
C7L+1
|1+1n(1_an>‘ §2 62 :20”—1 (*)

4. Pour n > 2, P,,;1 est continue strictement croissante sur Ry et on a :

n+1
PnJrl (an) =P, (an) +—= > 0= PnJrl (an+1) y AVEC Up, Gpt1 >0, donc a, > (p41 >0
—_—— n+1

>0

Ainsi, (an), > est décroissante, minorée par 0 et donc convergente, d’aprés le théoréme de la limite monotone. On pose
0 =1imy, 4 o0 Gp.
Par continuité de In et passage a la limite dans I'inégalité (x), on obtient :
0<14+mn(l—-0)]<0,car0<l<ec<].
Donc 1+ 1In(1 —¥¢) =0,In(1 —¢) = —1,puis ¢ =1 —e %
O

Exercice 47. Suite implicite, Oral Math 1l 2026
Pour n € N* et x €0, 1], on pose

n

falw) = —+3 — W=ty !
"x_Zx kzlx—k2’ gnx—2x kzli—k?

1. Montrer que, pour tout n € N*, 'équation f,(z) = 0 admet une unique solution sur ]0, 1] notée u,,.

n 1 —4n
2. Mont , tout n € N*, on a: B '
ontrer que, pour tout n on a ; % 2 i
3. Soient z €]0,1[ et n € N* fixés. Comparer f,(z) et g,(x).
1 1
Montrer que : u, > 1 + n

n
Déterminer alors la limite de la suite (uy ).

Solution. 1. Soit n € N* fixé. La fonction f,, est dérivable (donc en particulier continue) sur ]0,1[ comme somme de
fonctions usuelles dérivables sur ce méme intervalles (inverses de fonctions affines qui ne s’annulent pas) et, pour tout
x €]0,1[, on a
n

, 1 1
fale) = ~5m = 2 o <O
k=1

En particulier, f,, est strictement décroissante sur |0, 1[. Comme elle y est aussi continue, elle réalise une bijection (par
le théoréme de la bijection monotone aussi appelé corollaire du TVI) de ]0, 1[ sur R. En particulier, 0 admet un unique
antécédent par f,,, noté wu,.
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2. Soit n € N*. Observons, pour k € [1,n], que
1 4 —4

1 1
1—k21—(2k)2(2k+1)(2k—1)2<2k—1 >

2k+1
ce qui permet de faire apparaitre un télescopage :

1 - 1 1 1

= k2 kz_1<2k;+1 2k—1) <2n+1 )
B —4n
oo+ 1

comme attendu.

Remarque. On pouvait aussi procéder par récurrence :

1
X Initialisation. Pour n =1, on a Z : : ! — =g ce qui est bien la formule au rang n = 1.
k=14 . 4
X Hérédité. Soit n € N*. Supposons que : Z - —dn Alors
=i 2 2n +1°
(EZ o | A 1 —dn 4
T2 Zl—k? N Tt 1)2HR2n+1 * 1—(2(n+1))2
k=1 4 k=1 4 4
_ —4n 4 4 n(2n+3)+1  —4(2n®+3n+1)
T 2+l @n+3)@2n+l) 2+l 2m+3  2n+D)(2n+3)
 —4n+1)
 2n+43

ce qui est bien la formule au rang n + 1 et termine la récurrence

3. Soient x €]0,1[ et n € N* fixés. On a

n n

fn<x>—gn<x>:];x_k2 Zl_ zg(jk_j”:(l_x) - 1

dont le signe est celui de x — Z' On a donc

fa(2) < gn(2) = <

| =

Comme

. 4 2
f(>2+zl_k2 T = > 0= fu(un)

1 2n+1

1
et que f, est strictement décroissante sur |0, 1] (sa bijection réciproque aussi et) alors w,, > T ce qui implique que
1 4dn

n n n _07
3~ g = In{ta) < fa(un)

ou encore
1 - 4dn - 2n+1 1 L 1
— < — = u = —.
2u,  2n+1 " 8n 4 8n
De I’encadrement,
1 1
— < — JR—
I
on déduit, par théoréme des gendarmes, que lim w, = —.
n—-4o0o 4
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