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Programme

7 Chapitre 2. Intégralité.

Questions de cours
Chaque étudiant.e devra traiter une de ces questions - choisie au hasard. Il est donc nécessaire de les avoir toutes préparées
au préalable sous peine de passer un très mauvais moment.

1. a. Montrer que, pour tout k ∈ N∗ avec k ≥ 2, on a : sink(x) = o(x), x→ 0.
b. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, la famille de vecteurs

(
x 7→ sin(x), x 7→ sin2(x), ..., x 7→ sinn(x)

)
est libre dans

E = F(R,R).

2. On considère F =
{
(x, y, z, t) ∈ R4/x− y + z − t = 0

}
et G =

{
(x, y, z, t) ∈ R4/x = y

}
.

a. Montrer que F,G et F ∩G sont des s.e.v. de R4. En donner une base et la dimension.
b. Trouver F1, s.e.v. de F et G1, s.e.v. de G, tels que R4 = (F ∩G)⊕ F1 ⊕G1.

3. Soient H1 et H2 deux hyperplans d’un espace vectoriel E de dimension finie n ≥ 2. Déterminer dim(H1 ∩H2).
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4. Soient E un espace vectoriel et f ∈ L(E). Montrer que

f ◦ f = 0 ⇐⇒ Im(f) ⊂ Ker(f).

Que dire du rang r d’un tel endomorphisme dans le cas où E est de dimension finie n ?

5. Soient E un espace vectoriel et F1, F2 deux sous espaces vectoriels supplémentaires dans E. Soit p (resp. q) le projecteur
sur F1 (resp. F2) parallèlement à F2 (resp. F1).
Montrer que p+ q = idE et que pq = qp = 0L(E).
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